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Capitolo 1
Natura della turbolenza

1.1 Problemi associati alla risoluzione di flussi turbolenti.

Consideriamo le equazioni di conservazione per un flusso a proprieta costanti, intendendo con questo
a densita costante, ed a viscosita cinematica v e dinamica g = pr costanti. Vedremo oltre come
trattare gli effetti dovuti al galleggiamento.

Per quanto concerne la notazione, adottiamo notazione tensoriale cartesiana (le direzioni coordinate e
le componenti di velocita sono indicate rispettivamente come xy, x5, €3 € Uy, uy, u3), con la convenzione
che gli indici k£ ed [ sono riservati per indicare sommatoria sulle tre direzioni coordinate quando
appaiono in forma ripetuta in un termine (occasionalmente tuttavia potremo usare una semplice
notazione cartesiana, piu esplicita, in alcuni esempi). Le equazioni di continuita e della quantita di
moto assumono quindi la forma seguente ':

8uk
A 1.1
9, = 0 (1.1)
aui a . 1 ap 1 8nk .
5 + D (ugu;) = _p Du + ) iy + ¢ 1 =1,2,3 (1.2)

dove ;1. indica lo sforzo in direzione ¢ sulla superficie infinitesima di normale k, dovuto alla viscosita
molecolare y (sottolineamo che questa e una proprieta del fluido):

8ui 8uk
Tik = M (axk + 6:1:2) (1.3)

g; denota la componente dell’accelerazione di gravita nella direzione 2.

Notiamo che I’eq. (1.1) esprime il vincolo cinematico di incompressibilita sulle componenti di velocita.

Le equazioni (1.1, 1.2) rappresentano un sistema di 4 equazioni nelle 4 variabili u; (1 = 1,2,3) e
p. Il sistema e percio chiuso, e quindi fornisce una descrizione completa dei flussi considerati. E’
importante qui sottolineare che esso descrive I'evoluzione dei valori instantanei delle varie grandezze.

Quando si cerca di risolvere le equazioni riportate sopra mediante un codice di CFD (Computa-
tional Fluid Dynamics - fluidodinamica computazionale), i passi di discretizzazione (sia spaziali che
temporali) devono essere scelti in modo tale da essere rappresentativi della scala dei fenomeni che
avvengono nel flusso considerato. Come primo esempio riportiamo in Fig. 1.1 il caso di un flusso
intorno ad un gradino; e chiaro che adottando una griglia di calcolo del tipo di quella schematizzata

!Con la convenzione sulla sommatoria, I'eq. (1.1) sta per dui/dz1 + dus/dxs + dusz/dxs; il termine convettivo
spaziale dell’eq. (1.2) per 0(uyu;)/0x1 + O(usu;)/0xs + O(usu;)/Jxs, e similmente per quello viscoso.
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Figure 1.1: Flusso intorno ad un gradino: a) griglia di calcolo eccessivamente larga, b) griglia di
calcolo in grado di risolvere adeguatamente il flusso.

a linea tratteggiata in Fig. 1.1a, le cui maglie hanno dimensioni superiori a quelle che caratterizzano
il gradino, si ottiene si una soluzione, ma essa non sara in grado di dare informazioni di alcuna
utilita sulla configurazione di flusso indotta dalla presenza del gradino. Occorrera quindi usare una
griglia di calcolo del tipo indicato in Fig. 1.1b, con dimensione delle maglie inferiori alle dimensioni
del gradino, ed in grado quindi di descriverlo compiutamente.

Come secondo esempio (Fig. 1.2) consideriamo il caso di flusso in un canale; se il flusso € laminare, il
profilo di velocita ha il tipico andamento parabolico indicato in a). Adottando, come caso limite, una
griglia di calcolo con appena 5 nodi, e evidente che non si potra avere una rappresentazione del flusso
migliore di quella schematizzata in b). Da questi esempi si evince che e necessario quindi adottare
una spaziatura tra i punti di calcolo adeguata alla scala spaziale dei fenomeni che avvengono nel
flusso; altrimenti si ottera una soluzione che non da alcuna informazione utile. Questa osservazione
e di particolare importanza nel caso considerato in queste note, quello cioe di flusso turbolento. In
questo caso la velocita sara caratterizzata da fluttuazioni casuali sia spaziali che temporali; il profilo
istantaneo di velocita in un flusso turbolento potra allora avere I’andamento illustrato qualitativa-
mente in ¢). Tale andamento indica la presenza di strutture di flusso caratterizzate da scale molto
piccole rispetto alle dimensioni del canale. La griglia di calcolo, per poter rappresentare adeguata-
mente questi flussi, dovra percio avere maglie la cui dimensione sia inferiore (o al pit uguale) a quella
della piu piccola scala spaziale della turbolenza.

Nasce quindi il problema di individuare la piu piccola scala spaziale della turbolenza. A questo
scopo, € necessario addentrarsi un poco nei meccanismi della turbolenza. Abbiamo detto che in flussi
turbolenti si verificano fluttuazioni delle componenti di velocita, nonche della pressione; possiamo
allora decomporre il valore istantaneo di ciascuna componente di velocita, e della pressione, in un
valor medio ed una fluttuazione (decomposizione di Reynolds), indicando la prima con una barra e



Figure 1.2: Profili trasversali di velocita in un canale: a) flusso laminare, b) rappresentazione otteni-
bile con 5 punti, ¢) flusso turbolento (valori istantanei).

la seconda con un’apice. Adottando notazione cartesiana possiamo scrivere:

u=1u-+u (1.4)
v =7v+ v (1.5)
w=w + w (1.6)
p=p+7 (1.7)

Ovviamente ciascuna variabile dipende dalle coordinate spaziali e dal tempo, anche se tale dipendenza
non e qui indicata esplicitamente per concisione. Consideriamo inoltre per semplicita solo il caso in
cui il valore medio sia indipendente dal tempo (per quanto la situazione in cui esso varia con scale
temporali molto piu lunghe di quelle che caratterizzano le fluttuazioni possa essere trattato con
relativa facilita).

Consideriamo un volumetto di fluido di lati dz, dy, dz, la cui traccia nel piano = — y e riportata in
Fig. 1.3 a linea tratteggiata. Le fluttuazioni delle componenti di velocita ovviamente esercitano il
loro effetto tanto sui moti traslazionali che rotazionali di tale elementino, ed inoltre ne causano la
deformazione. Poiche ovviamente le fluttuazioni dipendono dalle coordinate spaziali, si genera una
rotazione con velocita angolare mediata (vedi Fig. 1.3a)

L [0  Ou
(5 - %) -

poi una deformazione, che puo essere distinta in una componente di taglio, con tasso di deformazione

(vedi Fig. 1.3b)
L fou OV
B (ay + 8:1;) (1.9)
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Figure 1.3: Effetti della turbolenza: a) rotazione pura, b) deformazione di taglio pura, c) defor-
mazione lineare pura. La linea tratteggiata indica la configurazione iniziale del volumetto di fluido.

ed una lineare, con tasso (vedi Fig. 1.3¢c)

ou’

dx
Si noti che, per conservare il suo volume, I’elementino di fluido allungato lungo la direzione x dovra
contrarsi nelle direzioni ortogonali.

(1.10)

Oltre a queste componenti visualizzabili nel piano = — y, ci saranno ovviamente componenti negli
altri piani coordinati, per esempio una deformazione (lineare) dw’/dz.

Consideriamo allora un elemento di fluido di sezione circolare (cioe un cilindro, che per comodita
supponiamo che abbia asse parallelo all’asse z, vedi Fig. 1.4) sottoposto, per effetto delle fluttuazioni,
a: 1) rotazione con velocita angolare w, 2) sforzo normale causato dal gradiente della fluttuazione
della componente z di velocita (Jw’/0z). Possiamo pensare a tale elemento come ad un vortice
sottoposto a stretching (allungamento). Sappiamo che il momento d’inerzia [ di un cilindro di raggio
r, una volta fissata la massa, risulta

I x r? (1.11)

Trascurando 'effetto della viscosita molecolare (e vedremo piu oltre perche cio e giustificato) possiamo
scrivere, chiamato M il momento della forze agenti sul cilindro rispetto al suo asse:

d
M = S (Iw) =0 (1.12)

Questa espressione implica che

lw = cost (1.13)
quindi, in virtu dell’eq. (1.11)
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Figure 1.4: Schematizzazione del processo di vortex stretching.

wr? = cost (1.14)

Se, come in generale accadra per effetto delle fluttuazioni, 1’elemento di fluido e anche sottoposto
ad una trazione in direzione z che ne provoca l'allungamento, la sua sezione deve ridursi, quindi r
diminuisce. Allora, dall’eq. (1.14) si vede che la sua velocita angolare aumenta, ed in particolare
I’energia cinetica

1
“Jw? x Wit = (wrz)w (1.15)

2

dove sono state utilizzate I'eq. (1.11, 1.14), aumenta. Quindi, lo stretching del vortice fa:

1. diminuire la scala del moto;

2. aumentare w e, di conseguenza, I'intensita delle fluttuazioni «’ e v’ nel piano ortogonale all’asse
del vortice;

3. aumentare ’energia cinetica turbolenta per unita di massa del fluido k.

Le fluttuazioni v’ e v’ a loro volta causeranno un processo di stretching dei vortici con componenti
di vorticita in x ed y, e cosi via. Quanto detto finora ha quindi due importantissime implicazioni:

e la turbolenza e sempre un fenomeno tridimensionale, anche quando il moto medio ha una
dimensionalita minore;



e man mano che le dimensioni dei vortici si riducono (vedi punto 1 sopra) la turbolenza diviene
sempre piu isotropa. Questo puo essere compreso considerando una sorta di albero genealogico
delle direzioni dei vortici generati da un vortice iniziale con asse z:

e cosi via. Come si vede spostandosi verso il basso (il che vuol dire verso dimensioni dei
vortici progressivamente piu piccole) la frequenza con cui i simboli x, y, z si ripetono tende ad
eguagliarsi: quindi spostandosi verso scale piu piccole, la turbolenza sara sempre piu isotropa.

Il processo di stretching dei vortici, con conseguente formazione di vortici sempre piu piccoli, potrebbe
continuare fino a giungere a dimensioni dell’ordine dei cammini liberi medi delle molecole, se non
fosse per l'effetto smorzante della viscosita che, al disotto di una certa dimensione dei vortici, dissipa
I’energia cinetica turbolenta in calore. E’ questa dimensione minima dei vortici che deve essere
considerata come scala rappresentativa per le dimensioni delle celle di calcolo. Chiaramente, possiamo
solo ricavarne un ordine di grandezza, data la natura delle considerazioni che andiamo esponendo.

Quindi, attraverso il processo di stretching dei vortici, energia cinetica viene estratta dal moto medio
e va ad alimentare le fluttuazioni turbolente della velocita; essa viene trasferita dai vortici piu grandi
a quelli piu piccoli attraverso un processo di ‘cascata’.

La quantita di energia che va ad alimentare i moti turbolenti non dipende dalla viscosita ma solo
dalle caratteristiche su larga scala del moto. La viscosita fissa solo la scala dei piu piccoli vortici
che possono aversi prima che la dissipazione viscosa diventi dominante. Aumentando il numero di
Reynolds Re quest’ultima scala diminuisce.

Cerchiamo ora di quantificare la scala dei vortici piu piccoli. Introduciamo a questo fine il tasso di
dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta (o dissipazione, in breve) €, con il significato di un
tasso di decadimento dell’energia cinetica turbolenta k con il tempo (piu avanti riportiamo definizioni
piu rigorose); esso avra quindi le dimensioni di un’energia cinetica diviso un tempo. I vortici sono
iniziati dai moti su larga scala del fluido, che determinano quindi il tasso con cui I’energia cinetica
viene trasferita alla turbolenza su scale via via inferiori, finche non si raggiunge una dimensione in
corripondenza alla quale I’energia cinetica turbolenta e dissipata in calore per effetto della viscosita,
con un tasso e. Possiamo quindi cercare di stimare l'ordine di grandezza delle dimensioni dei vortici
piu piccoli imponendo I'eguaglianza tra il tasso con cui I'energia cinetica viene fornita (a scale grandi)
al moti turbolenti, ed il tasso con cui essa viene dissipata nei vortici piu piccoli.

Per 1 moti su grande scala, possiamo identificare una scala delle lunghezze [; ed una scala delle
fluttuazioni di velocita u’ dei vortici piti grandi, che sono rappresentativi per valutare ¢ come * (sulla
base di considerazioni di puro ordine dimensionale)

k u/2 ul3

_|F] _ | 1.1
‘ t l[/u/ l[ ( 6)

2Le parentesi quadre stanno qui ad indicare le dimensioni delle grandezze.
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essendo naturale assegnare l'ordine di grandezza dell’energia cinetica turbolenta k& come il quadrato
dell’intensita delle fluttuazioni di velocita, e il tempo caratteristico ¢ del vortice di dimensioni {; come
I[;/u'. La scala corrispondente ai vortici piu grandi viene detta scala integrale.

Per quanto riguarda la dimensione caratteristica [ dei vortici in corrispondenza ai quali avviene
il processo dissipativo, consideriamo che tali dimensioni potranno solo dipendere dal tasso di dissi-
pazione viscosa € e dalla viscosita cinematica v. Infatti, solo queste due grandezze potranno essere
avvertite dai vortici piccoli, che non risentono direttamente invece degli effetti su grande scala.
Quindi, in base all’analisi dimensionale deve risultare (avendo € le dimensioni di una lunghezza al
quadrato diviso un tempo al cubo, e la viscosita cinematica quelle di una lunghezza al quadrato
diviso un tempo)

Ik = Ig(ev) = [ev?] = [;zr [LTT (1.17)

dove « e # indicano simbolicamente degli esponenti da determinare affinche il prodotto indicato dia
appunto le dimensioni di una lunghezza. Si trova facilmente o = —1/4 e # = 3/4, quindi

Iy = (1/3)1/4 (1.18)

che definisce la scala dei vortici piu piccoli, detta lunghezza di Kolmogorov. Eguagliando quindi la
dissipazione viscosa nell’eq. (1.16) con quella che si puo estrarre dall’eq. (1.18), si trova

ul3 3

v
— = 1.19
S (1.19)
per cui per il rapporto tra le scale spaziali piu piccole e piu grandi della turbolenza si ottiene
lx v\ -3/4
E == (u’3 l:; == RGT (120)

dove Rer indica un numero di Reynolds della turbolenza. Quest’ultimo puo essere grossolanamente
legato al numero di Reynolds Re effettivo (basato cioe su una velocita media ed una dimensione
caratteristica del flusso); per esempio nel caso di flusso in un condotto tipicamente I'intensita delle
fluttuazioni della velocita e circa il 10% della velocita media, e le dimensioni dei vortici piu grossi
sono dell’ordine delle dimensioni del condotto stesso. Possiamo quindi dire, come ordine di grandezza,
che il numero dei punti necessario a risolvere adeguatamente il campo in direzione x (dato quindi
dal rapporto tra una dimensione caratteristica in = e la lunghezza di Kolmogorov, quindi 'inverso

dell’eq. 1.20) e dato da

N, = O(RY) = O(R™) (1.21)
e poiche la turbolenza e un fenomeno tridimensionale, il numero totale di punti di calcolo richiesti
nelle tre direzioni coordinate sara dell’ordine dato dalla

Nyy> = No N, N, = O(Re*?) (1.22)

Un discorso analogo puo essere fatto per le scale dei tempi: il tempo caratteristico dei vortici piu
piccoli e il tempo di Kolmogorov tj, che per considerazioni di ordine dimensionale analoghe a quelle
che hanno portato all’eq. (1.18) risulta



Ty (1.23)
@

Il rapporto di tx al tempo integrale (cioe relativo ai moti su grande scala) e quindi (esprimendo
I'ordine di grandezza di € attraverso 1’eq. 1.16)

ti / _
K v [ " | = Reg'? (1.24)

l[/u/ - EE N u/l[

e quindi, facendo uso delle approssimazioni gia introdotte, il numero di passi temporali necessario a
risolvere adeguatamente la turbolenza nel tempo risulta essere

N, = O(Re*?) (1.25)

Quindi complessivamente il numero dei passi temporali e spaziali richiesto cresce con Re come

Nacyzt = Nacyz Nt = O(R€2'75) (126)

Il tempo di calcolo necessario puo crescere ancora piu rapidamente con Re per effetto della struttura
dell’algoritmo di soluzione.

Quando si considera che il valore tipico di Re in alcune applicazioni raggiunge valori dell’ordine dei
milioni, risulta chiaro che I'integrazione numerica diretta delle equazioni di Navier-Stokes (denomi-
nata DNS, Direct Numerical Simulation) nella forma riportata sopra non e una strada percorribile per
flussi turbolenti di interesse pratico. Per completare il quadro, si deve notare che al fine di ottenere
informazioni statistiche utili dalla DNS I'integrazione numerica deve essere ripetuta un significativo
numero di volte (diciamo qualche decina) con condizioni al contorno lievemente cambiate (i flussi ad
alto numero di Reynolds sono estremamente sensibili a variazioni anche minime delle condizioni al
contorno).

Le considerazioni riportate sopra escludono l'uso della DNS come mezzo per ricavare previsioni
di flussi turbolenti ad alto Re con i calcolatori di oggi, come pure con quelli che potranno essere
sviluppati nel prevedibile futuro. Occorre quindi abbandonare ogni tentativo di risolvere le equazioni
di Navier—Stokes per i valori istantanei delle grandezze; possiamo ottenere tuttavia informazioni
statistiche sul campo di moto mediando e risolvendo tali equazioni. Cio condurra ad equazioni per
il valore medio delle varie grandezze e per l'intensita delle loro fluttuazioni. Ovviamente, questa
informazione e molto inferiore a quella che puo essere ottenuta con la DNS, ma questo approccio
consente un’enorme riduzione del tempo di calcolo e della memoria richiesti, poiche le scale del moto
medio sono molto piu grandi di quelle delle fluttuazioni turbolente.

1.1.1 Osservazioni sulla notazione.

La notazione che abbiamo usato per designare la decomposizioni di Reynolds non e universalmente
accettata. Molti autori designano il valore istantaneo delle grandezze con la tilde, il valore medio
con la lettera maiuscola, e la fluttuazione con la minuscola, per cui per esempio la (1.4) diventa

o =U+u (1.27)

Tale ultima convenzione tuttavia presenta qualche inconveniente per la pressione p e la temperatura
T; per evitare confusione con il termine di produzione (vedi oltre) e con il tempo e allora necessario
introdurre le seguenti eccezioni notazionali:
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p=p+7 (1.28)

T =T+9 (1.29)

Si noti che la tilde e anche usata, quando si trattano flussi a densita variabile, per denotare la
cosiddetta media di Favre [1], che ¢ una media pesata con la densita; in tal caso la fluttuazione e
indicata con il doppio apice.

In un’altra notazione (anch’essa prevalentemente, anche se non unicamente, adottata per flussi a
densita variabile) la media e indicata tra virgolette, p. es.

u=<u>+u (1.30)

Da ultimo osserviamo che la convenzione, qui adottata, di restringere gli indici per la sommatoria
tensoriale alle sole lettere k ed [ non e universalmente osservata; si assume infatti in generale che,
qualora in un termine un indice compare in forma ripetuta, sia comunque implicita una sommatoria.

Le scale delle lunghezze e dei tempi di Kolmogorov, che abbiamo qui designato come [x e tx, sono
spesso indicate come 5 e 7, rispettivamente.

1.2 Approccio statistico.

Al fine di derivare informazioni sulla statistica delle variabili che descrivono il flusso, adottiamo
I’approccio usuale di decomporre il valore istantaneo di ogni grandezza dipendente in una componente
media ed una fluttuante, sostituirle nelle equazioni di Navier—-Stokes e quindi mediare. Per ogni
grandezza generica ¢ possiamo quindi scrivere

¢ =0+ (1.31)
dove ¢ ¢ il valore medio, che puo essere definito (al tempo ¢, essendo AT un opportuno intervallo,
grande rispetto alla scala temporale delle fluttuazioni, sul quale valutare la media) come

_ 1 (A2
o) = NP dle,t+7)dr (1.32)

e ¢' la componente fluttuante

§=6-0 (1.33)

Non e stata in generale indicata esplicitamente la dipendenza di ¢ dalle coordinate spaziali e tem-
porali per concisione; inoltre, assumeremo che il valore medio sia indipendente dal tempo (flusso
statisticamente stazionario) per semplicita, per quanto come detto la situazione in cui il moto medio
vari con scale temporali molto piu grandi delle scale della turbolenza possa anch’essa essere facilmente
trattata.

Se allora introduciamo la decomposizione delle velocita nell’eq. (1.1) di continuita otteniamo

d

e mediando, tenendo conto che ovviamente il valor medio della fluttuazione e nullo
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al'k

Si vede quindi che I'equazione di continuita mediata ha una forma analoga a quella valida per i

=0 (1.35)

valori istantanei. Questo risultato e dovuto al fatto che i termini dell’eq. (1.1) sono lineari nelle
componenti di velocita. Incidentalmente, osserviamo che sottraendo la (1.35) dalla (1.34) si trova che
le componenti fluttuanti della velocita soddisfano anch’esse un’equazione di forma analoga alla (1.1):

7
ou,

al'k

Vediamo invece quello che succede per 'equazione della quantita di moto, 1 cui termini convettivi

=0 (1.36)

sono nonlineari nelle componenti della velocita. Introducendo in essi la decomposizione di Reynolds
si ha:

upui = (U + wy) (W + u)) = wug + upug + upul + ugul (1.37)

e mediando

Up U, = Upu; + ujul (1.38)

Si vede quindi che la nonlinearita dei termini convettivi comporta la nascita di termini aggiuntivi, del
tipo ), u’, che costituiscono ulteriori incognite del problema. Si osservi che, benché uj, = 0 e u} = 0,
sara in generale u u! # 0, a meno che le due componenti uy, e u; fluttuino in maniera completamente
indipendente 1'una dall’altra, siano cioe come si dice statisticamente indipendenti o non correlate,
cosa che come vedremo oltre non si verifica.

I termini del tipo pu}, vt esprimono un flusso della quantita di moto dovuto alle fluttuazioni turbo-
lente, cioe un trasporto turbolento della quantita di moto. Questo si puo capire facendo riferimento
allo shear layer schematizzato in Fig. 1.5, che possiamo pensare come un flusso su una lastra piana.
Il flusso medio risulta omogeneo nella direzione z, cioe non si hanno gradienti di velocita media
in questa direzione (si avranno invece ovviamente gradienti della velocita istantanea in tutte le tre
direzioni coordinate). Cerchiamo allora di valutare qual’e Ieffetto globale dei termini del tipo pul u!
sulla quantita di moto che fluisce in direzione = attraverso una sezione normale alla parete. Sup-
poniamo che tale sezione si estenda dalla parete fino ad una grande distanza y., da essa; calcoliamo
allora l'effetto globale come I'integrale

/Oy“’ agly”/ dy = [u]!” (1.39)

Per y = 0, cioe alla parete, la velocita (sia media che fluttuante) & ovviamente nulla, per cui v’ v’ =

Per y = y.., cioe a grande distanza dalla parete, la velocita media u e certamente non nulla; tuttavia
in tale posizione il flusso praticamente non risente piu dell’effetto della parete, per cui il flusso e
non—turbolento ed ancora u’v’ = 0. L’integrale (1.39) & percio nullo, per cui il flusso complessivo
della quantita di moto nella sezione considerata non ¢ alterato dai termini du’v’/dy. L unico effetto
che tale termine puo avere e allora quello di promuovere una redistribuzione spaziale della quantita
di moto, senza produrne o distruggerne; e percio un termine di trasporto turbolento. Tale effetto e
quindi qualitativamente analogo a quello della viscosita molecolare; si noti inoltre I’analogia formale
dei termini p d (m)/axk con i termini d7;/Ox), (entrambi derivate spaziali di un tensore). Per tali
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—> —u’,u' =0
. 4 =u'u’'=0

y
| 3 —u’,u’'=0
u

=u'u’ =0
Figure 1.5: Trasporto turbolento della quantita di moto in uno shear layer.

motivi, i termini in questione sono usualmente raggruppati a secondo membro della (1.40). Essi sono
chiamati sforzi di Reynolds ® (normali quando ¢ = k, di taglio quando ¢ # k).

Allora, I’eq. (1.2) della quantita di moto in forma mediata si scrive

a . 1 Op 1 74 d .
o i) = —— 4.t - - 5 » ; =1,2,3 1.40
dove lo sforzo viscoso (che e lineare nelle velocita, essendo y costante) mediato e
Tip = — 1.41
= (g o) (141

Il sistema delle equazioni di Navier-Stokes (in questo caso di flusso a densita costante si riducono alle
sole continuita e quantita di moto) in forma mediata comprende dunque 4 equazioni nelle seguenti
10 incognite: Wy, Us, Uz, p, u?, u, u, ujuh, ujuh, uhuh. Quindi, tale sistema non e piu chiuso,
cioe vi sono piu incognite che equazioni. Il problema della chiusura del sistema delle equazioni di
conservazione in forma mediata costituisce il problema fondamentale della turbolenza.

Osserviamo subito che gli sforzi di Reynolds sono molto pit grandi (in valore assoluto) dei rispettivi
termini (mediati) di diffusione molecolare per flussi ad alto Re. Per dimostrarlo, valutiamo gli
ordini di grandezza degli sforzi molecolari mediati e degli sforzi di Reynolds. Per i primi, 'ordine di
grandezza del gradiente di velocita media sara dell’ordine di w/ D, essendo @ un valore rappresentativo
della velocita media e D una dimensione caratteristica del flusso (per esempio il diametro, nel flusso
in un condotto). Allora l'ordine di grandezza dello sforzo molecolare medio risulta

3T termini ), u} sono talvolta designati come sforzi di Reynolds cinematici.



12

Tk = O(”;) (1.42)

Per lo sforzo di Reynolds, dobbiamo identificare un valore caratteristico dell’intensita delle flut-

tuazioni di velocita, che come abbiamo detto in un condotto possiamo prendere come circa un decimo

di u. Allora 'ordine di grandezza dello sforzo di Reynolds sara qualcosa del genere *

puil, = 0(0.001p7?) (1.43)

Se quindi consideriamo il rapporto tra lo sforzo molecolare medio e quello di Reynolds, il suo ordine

di grandezza vale
T 10° 10°
p s, pul Re

Quindi in flussi ad alto numero di Reynolds ® i termini di sforzo molecolare mediato divengono

trascurabili in confronto agli sforzi di Reynolds, e spesso sono del tutto trascurati nelle equazioni del
moto mediate. In questa trattazione tuttavia li conserviamo per tener conto di effetti di prossimita
alla parete e di condizioni di flusso a numero di Reynolds relativamente basso.

Facciamo notare esplicitamente come il fatto che 7, sia trascurabile rispetto a pulu} nell’eq. (1.40)
non significhi che la viscosita molecolare non giochi alcun ruolo nella turbolenza. Come abbiamo
visto infatti, essa e responsabile per la dissipazione dell’energia cinetica turbolenta in calore, che
avviene su scale dell’ordine della lunghezza di Kolmogorov.

Torniamo al problema della chiusura del sistema delle equazioni di Navier-Stokes mediate, che richiede
dunque un’espressione per gli sforzi di Reynolds. Possiamo tentare di ricavare una espressione per
W moltiplicando I'equazione della quantita di moto in 7 per u} e quella in j per u;. Per facilitare
le successive derivazioni, riscriviamo dapprima la (1.2) esprimendo i termini convettivi spaziali come

i(u w) = u D i u%
8:1;k R kal'k Zal'k

dove il secondo termine e identicamente nullo per 'equazione di continuita (1.1); riscriviamo inoltre

(1.45)

il termine viscoso come
187—ik 82ui 82uk 82ui 8 8uk
- _ = I . 1.4
p Oxy g (8:}% Jdzy, + Oz, Ox; g Oz, Oz, + dz; Oxp, (1.46)

dove il secondo termine tra parentesi € ancora identicamente nullo per la (1.1). Allora la (1.2) si puo

riscrivere come ©

8ui 8u2 _ 1 ap 82ui

Uk Oxy, - ;67:1;2 + V@xkaxk

+ g i =1,2,3 (1.47)

Si noti che wiuf < y/u?y/u*, a meno che uy e u; non siano perfettamente correlate (il che avviene comunque

nel caso i = k); per questo abbiamo preso, a titolo indicativo, W come un decimo del quadrato del valore tipico
citato della fluttuazione di velocita.

5Si ricordi che in flussi turbolenti Re > 3000 ed in molte applicazioni pratiche si arriva a valori dell’ordine dei
milioni.

5Si noti come la derivata seconda che compare nel termine viscoso sia stata scritta come 62ui/6ajk Oxy anziche come
0?u;/0x%; adottare I'ultima notazione non implicherebbe la sommatoria desiderata sulle tre direzioni coordinate, in
quanto I'indice k& non compare in forma ripetuta.
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Moltiplichiamo quindi per v’ la (1.47), scritta per I'indice 7, e per v} la (1.47), scritta per I'indice j

(dove 7 e j possono assumere i valori 1, 2, 3):

, Ou; T du; uj Jp n , O n /
uw wu = — = vu, ———— iU
I 8t I k@xk P 6:1;2 I al’kal‘k g I
Ou; Ou,; ul dp 0%u,;
uh vy, = - vl g
! 8t ! k@xk P al']‘ Zal’kal‘k 95t
e poi sommiamo e mediamo. Otteniamo a primo membro i seguenti termini
o T

6ui i , au]‘

(] ubuy, —

itk 6:1% ik 8:z;k

ed a secondo membro

p Ox; Ox;
, 82ui n , 82uj
vuh ——— + vul —
! Oxy Oy, " Oxy Oy,

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

mentre il termine gravitazionale mediato risulta ovviamente nullo (perche il valore medio della flut-
tuazione e nullo). Sotto I'ipotesi di flusso statisticamente stazionario, il termine di transiente (1.50) e
anch’esso nullo. Cerchiamo di porre gli altri termini in una forma che ne renda piu chiaro il significato
fisico. Il termine convettivo (1.51) puo essere scritto, operando la decomposizione di Reynolds (1.31)

per 1 valori istantanei della velocita, come

u Ju; + ulu aui - (ﬂ _I_u/)a(ﬂi—l'u;') ‘|‘U/(ﬂ _I_u/)a(ﬂj—l_u;)
J 8:1;k ! 8:1;k J k al'k ) k 6:1;k
7 - 7
= upu. —aui + v, o + v, Ou;
! al’k I al'k ! 6:1;k
ou’, — Ou; ou’,
— J 1o Y
+ upul — + i —L + w2
! 8:1;k ok 8:1;k ok 6:1;k
1,7 — — 1,1
- auiuj + Ju; + wd Ju; + o auiu]
8:1;k a7k 8:1;k Tk 6:1;k al'k
L’ultimo termine puo essere riscritto
1ol Lol ol 7 o Loil o)l
, oui, _ Ouiuluy, o ul, _ Ouiuluy,
k 8:1;k 8:1;k v al'k al'k

grazie alla (1.36), per cui complessivamente il termine convettivo da luogo a

ouuyy, O, —— Ou; Qululuy,
+ Uy, + ugul,

Uk

(1.54)

(1.55)

(1.56)

Il termine (1.52), a parte il fattore costante 1/p, puo essere riscritto come (vedremo piu avanti il
significato di questa manipolazione; incidentalmente, e anche possibile una differente trattamento [2])
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, Op , O , 0+ ) 0+ )
J 8:1;2 ! al']‘ J 81}2 ! al']‘
ap ap’
N A 1.57
“ou ~ ", -
_ p'd, _op'u} p’% N p’%
6:@ al']‘ 6:1;2 al']‘
Il termine viscoso si espande come
vl 0%u; Lol 0?u; — 0*(u; + uh) o *(u; + uf)
0%l % '
_ /, i e
N Z/U] 8xkaxk v al’kal‘k
Notiamo che (tralasciamo I'operatore di media, inessenziale per questo sviluppo)
Puju 0 , Ou's ou'
= U + u' ¢
6:1;k 6:1;k al‘k ¢ 8xk I 8:z;k (1 59)
o, o*u Lo 0u! 49 du I '
per cui l'intero termine viscoso (1.58) risulta
O%ulu Ou! Ou'
, Qg Oup O (1.60)

La forma mediata della somma delle (1.48,1.49), cioe I'equazione di conservazione per lo sforzo di
Reynolds, risulta percio

e Ouy pf 0wl p O

J—
Wl v p p' B ouj o B Ouluuy, 1 op'u; 1 Ip'u *ujul,
T Ox, T Oy p Oxy o p Oxg

g Oz Oz, Oxy p Ox; p Oxj g Oxr Oxp,
(1.61)

Come si vede in questa equazione di conservazione dello sforzo di Reynolds (che e un momento

2

secondo, o del second’ordine, cioe una media del prodotto di due componenti fluttuanti) appaiono
momenti tripli (cioe medie del prodotto di tre componenti fluttuanti) quali w}u’; u}, nonche altri

momenti incogniti dovuti all’interazione fra la componente fluttuante della pressione e la velocita (o

la sua derivata spaziale, cioe il tensore delle deformazioni), e i termini del tipo 2 v % %. Quindi il
tentativo di trovare un’equazione di conservazione per i momenti secondi che appaiono nell’equazione
mediata (1.40) della quantita di moto ha prodotto momenti incogniti aggiuntivi del terzo ordine, piu
altri del second’ordine. Potremmo cercare di derivare un’equazione per i momenti del terz’ordine,
ma in essa figurerebbero momenti del quart’ordine, e cosi via. Si noti in particolare la notevole
proliferazione di termini: mentre nelle equazioni per i momenti primi (1.35,1.40) si hanno 6 termini
‘non chiusi’ (gli sforzi di Reynolds), nelle equazioni per i momenti secondi compaiono (tenendo conto
delle simmetrie) 10 momenti tripli incogniti del tipo u/u/uj , 6 termini pressione-velocita, e 6 termini

Aul 9
2

del tipo 2 v e %, per un totale quindi di 22 termini non chiusi.
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Quindi la derivazione di equazioni di conservazione per i momenti di ordine superiore non porta ad
una soluzione del problema della chiusura delle equazioni di Navier—Stokes mediate.

1.3 Equazione dell’energia cinetica turbolenta.

Riprendiamo 'equazione (1.61) per gli sforzi di Reynolds. Osserviamo che la prima parte dei termini
che compaiono nello sviluppo (1.57) puo essere espressa come

Ip'u’; op'ut B 0

= ) Pl & 1.62
6:1;2' al']‘ al'k (p i Ok + p U k) ( )
essendo 6,,, 'operatore di Kronocker (= 0 per m # n, = 1 per m = n). Possiamo allora conglobare

il termine nei momenti tripli, il termine (1.62), ed il termine di diffusione molecolare in un’unico
termine di trasporto che indichiamo globalmente come

al'k

Questo rappresenta il trasporto dello sforzo di Reynolds per effetto della turbolenza (e della viscosita

o ol ﬁ aﬁ
Oxy, P p

molecolare, vedi I'ultimo termine), in analogia a quanto avviene nell’equazione della quantita di moto
mediata (1.40), dove lo sforzo di Reynolds rappresenta il trasporto turbolento della velocita media.
Ci si puo convincere di questo considerando ancora uno shear layer, e valutando 'integrale

7 Yoo
1o/l
puy

/u/
o) day = |ul u'uy + pp] 02 + pp ] (1.64)

0

1o,
"0 g+ ey 4
o O, p
che si riconosce facilmente essere nullo, vedi Fig. 1.6. La notazione d;; intende richiamare il fatto che,
nei modelli con chiusura sui momenti secondi, tale termine ¢ modellato come un effetto diffusivo.
Si noti che mentre i primi tre termini che compaiono nella parentesi della (1.63) sono non chiusi,
I'ultimo termine risulta chiuso (in quanto in esso figurano solo la v, che abbiamo assunto costante, e
lo sforzo di Reynolds che & appunto la grandezza per la quale cerchiamo di ricavare un’equazione);
esso e tuttavia molto piccolo rispetto agli altri, come si puo facilmente intuire per analogia con quanto
avviene per il termine di trasporto molecolare nelle equazioni per i momenti primi, vedi (1.44), per
cui e molto spesso trascurato del tutto.

Si definisce poi un termine di produzione

au

P = — _ 1.65

un termine pressione—deformazione

poui  p Ol
o= — = — 1.66
ed un termine di dissipazione
ou! au

iy 2v 1.67
i 8:1;k al'k ( )

Con queste posizioni, I'equazione per lo sforzo di Reynolds (1.61) si scrive sinteticamente come
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— —u’,u,u/=0
. % =u’u’'u,u’p'=0

y
u_ —>u,u,u/=0
U

=u’u’'u,u’'p'=0

Figure 1.6: Trasporto turbolento dello sforzo di Reynolds in uno shear layer.

1,1

Uy, 9y Py + ¢y — e + dj (1.68)
Ricaviamo ora da questa un’equazione per l'energia cinetica turbolenta, definita come
— 1 upul,
=35 (u’lu’1 + whuh + ugug) = (1.69)

in notazione tensoriale cartesiana. Bastera quindi considerare meta della somma delle tre equazioni
che si ottengono dalla (1.68) per ¢ = j. Si noti che dalla (1.66) risulta

/ /
b = 220 _ (1.70)
P 8:1;k
per effetto della (1.36). La (1.70) chiarisce il significato dei due differenti contributi in cui abbiamo
scisso l'interazione velocita—gradiente di pressione, vedi (1.57). Il termine pressione-deformazio-
ne (1.66) e di natura redistributiva, in quanto non contribuisce ad aumentare o diminuire 1’energia
cinetica turbolenta, ma semplicemente la redistribuisce secondo i tre sforzi di Reynolds normali,
u?, u?, u; esso cioe influenza l'isotropia della turbolenza. La parte rimanente contribuisce invece
al trasporto turbolento dello sforzo di Reynolds; esso influenza quindi I'omogeneita spaziale della
turbolenza. Definiamo poi

P” — 8@
al'k

(1.71)
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€l 8u§ 8u}
= = = 1.72
‘ 2 g 8:z;k 6:1;k ( )
d” 8 — p’uﬁg 8%
d =" = " |k — v 1.
2 Oz, ( Uk p V@:}ck (1.73)

dove abbiamo utilizzato l'indice [ per la sommatoria, per distinguere dall’altro indice di sommatoria
k gia presente. L’equazione dell’energia cinetica turbolenta puo dunque essere scritta sinteticamente

ukaa:izp—e—l—d (1.74)
Si noti che, mentre la viscosita molecolare gioca un ruolo trascurabile rispetto al trasporto turbolento,
il termine di dissipazione viscosa (1.72) e invece molto importante. Osserviamo infatti che I'ordine di
grandezza della divergenza del gradiente dello sforzo di Reynolds (cioe di un valore medio, ancorché
del prodotto di due componenti fluttuanti) che compare nel termine di trasporto molecolare mediato,
vedi (1.41), puo essere espresso come rapporto tra un valore rappresentativo dello sforzo, ad esempio
un decimo (per tener conto della non pefetta correlazione tra le componenti di velocita fluttuante,
vedi nota 4) del valore caratteristico u’ al quadrato, diviso una scala integrale delle lunghezze, al
quadrato:

0 Oulu] 0.1 u"
= 1.

Invece, 'ordine di grandezza del prodotto di gradienti di velocita fluttuante che compare nel termine
di dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta e dato dal rapporto tra un valore tipico della
componente fluttuante di velocita, al quadrato, ed una scala delle lunghezze tipica delle fluttuazioni
di velocita, cioe la lunghezza di Kolmogorov, al quadrato:

Tl Gt 2
Ouj Ouj _ O(u ) (1.76)

Per flussi ad alto numero di Reynolds risulta { < [; per cui 'ordine di grandezza della (1.76) e
molto maggiore di quello della (1.75). La definizione (1.72) assicura poi che il termine sia sempre
positivo (o al pitt nullo) 7.

La grandezza € e chiamata tasso di dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta, o semplice-

mente dissipazione, per concisione; in flussi in cui e presente trasporto scalare viene a volte designata
2\ 9T 9T

come dissipazione meccanica per distinguerla dalla dissipazione scalare (ad esempio £ per
pcp dwy Jxy

la temperatura).

Siamo ora in grado di capire il significato dei diversi termini che compaiono nell’equazione dell’energia
cinetica turbolenta (1.74) e nell’equazione per lo sforzo di Reynolds (1.68). Il termine d della (1.74)
promuove il trasporto spaziale dell’energia cinetica turbolenta; il termine in e, sempre negativo,
corrisponde nel bilancio di k ad una distruzione delle fluttuazioni per effetto della viscosita, su scale
dell’ordine di grandezza della lunghezza di Kolmogorov, rappresenta quindi come detto la dissipazione
viscosa dell’energia cinetica turbolenta (che viene trasformata in calore); il rimanente termine P dovra
allora necessariamente rappresentare la produzione di k, cioe il meccanismo che estrae energia dal

TPer esteso, esso & v [(Gr0)2 4 (50)2 + (502 + (55202 + (55202 + (5,207 + (5,2 + (5:2)* + (5,2)°

dxro dxrs dxo dxrs dxo dxrs
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moto medio per incanalarla nei moti turbolenti. Vedremo inoltre, una volta introdotta l'ipotesi di
trasporto secondo gradiente, che P e tendenzialmente sempre positivo (puo in effetti anche essere
negativo, ma questo accadra solo in regioni molto limitate del flusso), il che conferma la sua natura
di termine di produzione.

Per quanto concerne il termine di produzione dell’equazione dell’energia cinetica turbolenta, dalla
definizione (1.71) osserviamo che esso si annulla in assenza di gradienti della velocita media. Quindi
la turbolenza non puo sostenersi in assenza di tali gradienti.

Il termine di dissipazione (1.72) ha una struttura particolare rispetto agli altri, in quanto in esso
compaiono 1 quadrati delle derivate della velocita fluttuante, vedi nota 7. Esso quindi non racchiude
semplicemente informazioni sul valore delle fluttuazioni in un punto, ma da indicazioni su come tali
componenti fluttuanti variano nell’intorno del punto considerato. Questa particolarita permette di
intuire fin da ora che questo termine gioca un ruolo particolare nei modelli di turbolenza, e che risulta
il piu difficile da modellare.

Per quanto riguarda il termine di trasporto turbolento (1.74), osserviamo che esso tende ad una

redistribuzione spaziale di k.

Se passiamo ad analizzare i termini dell’equazione per lo sforzo di Reynolds (1.68), possiamo elab-
ijs dij, riferite questa volta allo sforzo W Il ter-
mine pressione—deformazione ¢;; come detto promuove una redistribuzione direzionale delle compo-
nenti fluttuanti, avendo traccia ¢gx nulla per la (1.70), e non potendo quindi influire sul bilancio
dell’energia cinetica turbolenta. In parziale analogia con il termine di dissipazione viscosa, anche il
termine pressione—deformazione contiene informazioni sulla variazione della componente fluttuante
nell’intorno del punto considerato, e risulta anch’esso molto difficile da modellare.

orare considerazioni analoghe sui termini F;;, ¢

1.3.1 Osservazioni sulla notazione.

La notazione che abbiamo adottato per scrivere I’equazione per lo sforzo di Reynolds nella forma
sintetica (1.68) e quella comunemente adottata in Europa. Negli USA si preferisce invece indicare
il termine d;; come T;; (per richiamare 'idea di trasporto). Spesso il termine viene poi scritto come
0d;; [0z, (in Europa) oppure 07;;;/0x; (negli USA), per renderne piu esplicita la struttura. I
ricercatori americani (ma anche alcuni europei) adottano poi in genere un differente trattamento [2]

per l'interazione velocita—gradiente di pressione, indicando i conseguenti termini come II;; e 7;;, per

79
richiamare il fatto che in questi termini compare la pressione.

1.4 Effetto dei termini di trasporto turbolento sul moto
globale.

Abbiamo osservato che gli sforzi di Reynolds u/u), non hanno effetto globale sulla quantitd di moto
che fluisce attraverso una sezione normale alla direzione 7, per cui rappresentano necessariamente un
effetto di redistribuzione spaziale o, come si usa dire, di trasporto turbolento. Analogamente, il ter-
mine nei momenti tripli e nell’interazione pressione—velocita che compare nella (1.63) non contribuisce
al flusso globale dello sforzo di Reynolds, ma ne promuove il trasporto turbolento.

Potrebbe allora sembrare, a prima vista, che la turbolenza non influenzi il moto globale. Se conside-
riamo per esempio il flusso entro un condotto circolare di raggio R, potremmo pensare che la velocita
di massa del fluido
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1 R
Ui = Rz/o 2mru;dr (1.77)

s

non sia influenzata dai moti turbolenti, e cosi pure la caduta di pressione, espressa attraverso il
gradiente di pressione media. In realta si puo vedere facilmente che non e cosi, cioe che ¢’é un effetto
sul moto globale dovuto pero al termine di viscosita molecolare, che e indirettamente alterato dalla
turbolenza.

Abbiamo infatti osservato, vedi per esempio la Fig. 1.2, relativa al flusso in un condotto (ancorché i
valori di velocita considerati siano quelli istantanei), che in un flusso turbolento il profilo di velocita
media ¢ alquanto piu piatto che in un flusso laminare, almeno nella zona lontana dalle pareti; cio
e appunto dovuto al forte effetto redistributivo spaziale dello sforzo di Reynolds. Vicino alle pareti
tuttavia il gradiente di velocita risulta necessariamente estremamente piu forte nel caso turbolento
che in quello laminare; ci si puo convincere di questo osservando che nella Fig. 1.2¢ lo strato limite
risulta talmente sottile da avere spessore minore della linea usata nel disegno per tracciare le pareti.
Cio significa che lo sforzo molecolare mediato (1.41) alla parete e, in valore assoluto, molto piu grande
che in un flusso laminare, e porta quindi a perdite di pressione molto maggiori.

Per evidenziare il legame tra sforzo viscoso alla parete e caduta di pressione, consideriamo un flusso
in un canale, completamente sviluppato, tale cioe che i valori medi di tutte le grandezze non variano
lungo lascissa = del canale; fa eccezione ovviamente la pressione media, che decresce nella direzione
del moto per effetto dell’attrito di parete. Tutte le linee di flusso del moto medio risultano parallele
all’asse del canale, per cui la sola componente di velocita media non nulla ¢ quella u in direzione .
Inoltre, si puo anche vedere che, per flussi a bassa velocita, tutti termini (eccetto quello nel gradiente
di pressione, che valuteremo subito dopo) dell’equazione mediata della quantita di moto in direzione
y (ortogonale alle pareti del canale) risultano o nulli, oppure di un ordine di grandezza inferiore ai
corrispondenti termini dell’analoga equazione in direzione z; da questo si evince che I'unico termine
residuo dell’equazione in y ¢ trascurabile, cioe dp/dy = 0 e la pressione varia solo con 'ascissa .
Possiamo allora scrivere 1’equazione mediata della quantita di moto in @ come (supponiamo che la
coordinata = del moto giaccia in un piano orizzontale, cosi da poter trascurare anche il contributo
della forza di gravita)

Ldp  1dr, d
0 = —=- &% _ - ! 1.78
sdr vy dy(uv) (1.78)

Se chiamamo & la larghezza del canale, ed integriamo la (1.78) in direzione y tra la parete (y = 0,
dove le velocita sono nulle per cui v/v’ = 0), ed il centro del canale (y = /2, dove uw'v' = 0 e T3 =0
per simmetria), si ha

hidp 1
= ——— = — 7, 1.
0 2 p di pT (1.79)

avendo indicato con 7, il valore di 715 alla parete (w sta per wall, parete):

du
Tw = [ 1.80
= (1.80)
Dalla (1.79) si ricava il legame tra sforzo viscoso alla parete e caduta di pressione:
dp 2
— = ——Ts 1.81
dx ' (1.81)
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Un’indicazione dell’entita delle perdite di pressione in un condotto circolare possiamo ottenerla dalla
ben nota espressione della caduta di pressione in un condotto di lunghezza L e diametro equivalente
D, (definito come quattro volte il rapporto tra sezione di passaggio del fluido e perimetro bagnato;
e evidentemente uguale al diametro per condotti circolari):

,pU? L
— (1.82)
2 D,

dove f’indica il fattore d’attrito di Darcy (incidentalmente, pari a quattro volte il fattore d’attrito
di Fanning). Per flussi laminari, f’ e legato al numero di Reynolds dalla relazione

Ap = f

=t

Re

Per flussi turbolenti, f’ ¢ funzione ancora del numero di Reynolds, nonché della rugosita relativa
del condotto; per alti valori del numero di Reynolds dipende solo dalla rugosita. Per esempio, per
i condotti utilizzati nelle turbomacchine generalmente f’ ha valori intorno a 0.02. Possiamo allora

(1.83)

valutare il rapporto tra la caduta di pressione che si ha in un flusso turbolento ad alto numero di
Reynolds, e l'ipotetica caduta che si avrebbe se, diciamo, potessimo persuadere lo stesso flusso a
rimanere laminare, come

/ 0.02 R
]JZ’;,M - = © ~ 3107 Re (1.84)

Tale rapporto diventa ovviamente molto grande per flussi ad alto numero di Reynolds.




Capitolo 2
Approcci per il trattamento della
turbolenza

In questo capitolo diamo una succinta descrizione degli strumenti che possono essere usati per descri-
vere, dal punto di vista computazionale, i flussi turbolenti. Questi comprendono la DNS (Direct Nu-
merical Simulation), la LES (Large Eddy Simulation), e la chiusura sul punto singolo; quest’ultima si
articola in due filoni, ’approccio del trasporto della PDF (Probability Density Function), e 'approccio
della chiusura sui momenti.

Mentre nella DNS si risolvono effettivamente le equazioni che ‘governano’ il flusso, in tutti gli altri
approcci si ricorre in una certa misura ad ipotesi di modellizzazione. Questo significa che anche la
piu accurata soluzione numerica non risultera necessariamente vicina al reale campo di flusso, ma
dara invece solo un’approssimazione congetturale dello stesso, la cui validita e ovviamente legata alla
bonta delle ipotesi di modellizzazione adottate.

2.1 Direct Numerical Simulation.

L’approccio della DNS ha visto la luce nella prima meta degli anni ’80. Con esso si intende risolvere il
flusso, nello spazio e nel tempo, fino alle scale piu piccole della turbolenza, cioe le scale di Kolmogorov
[ e tix. Abbiamo visto che il numero di punti spaziali necessari per risolvere la turbolenza e
dell’ordine di Re*?°; il corrispondente numero di intervalli temporali richiesti cresce invece come
ReP?. Si comprende quindi come questo approccio sia attualmente limitato a valori di Re alquanto
bassi. Pur con questa limitazione, 1 requisiti di memoria e di tempo di calcolo, pur utilizzando 1
piu potenti supercalcolatori attualmente disponibili, risultano semplicemente enormi. Per esempio,
la simulazione di un flusso entro un cubo ad un numero di Reynolds della turbolenza (basato sulla
lunghezza di Taylor A, che € una scala intermedia tra [; e i) Rey = u’A/v pari a 170, con condizioni
periodiche al contorno, ha richiesto [3] circa 134 milioni di nodi di calcolo. L’evoluzione del flusso
e stata seguita per un tempo pari a solo un decimo della scala integrale dei tempi tr; utilizzando
un calcolatore con 512 processori (Caltech Delta, da circa 4 Gflops), il tempo di calcolo necessario e
risultato di circa 72 ore.

Nonostante 'enorme sforzo di calcolo richiesto, questo approccio sembrerebbe garantire una solu-
zione esente da assunzioni di modellizzazione. Mentre questo e vero per flussi idealizzati, come p.
es. quello considerato sopra, lo € assai meno per flussi di interesse applicativo. E’ possibile infatti
vedere che, all’aumentare del numero di Reynolds, I’evoluzione del flusso diventa sempre piu sensibile
alle condizioni al contorno; una loro pur minima alterazione porta, in flussi ad alto Re, a campi di
moto che, allo stesso istante temporale, risulteranno radicalmente differenti, pur con valori medi
coincidenti per tutti i fini pratici. Cio vuol dire che, se vogliamo trarre dalla DNS utili indicazioni su
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un flusso di interesse applicativo, dovremo ripetere il calcolo numerose volte (indicativamente, qualche
decina di volte), dovremo cioe effettuare numerose realizzazioni del nostro esperimento numerico, e
considerarne una statistica.

Inoltre, la necessita di adottare schemi di discretizzazione che consentano di limitare al minimo
gli errori di discretizzazione (che possono essere importanti a causa degli elevati gradienti dei valori
istantanei delle grandezze, vedi p. es. la Fig. 1.2¢) porta ad adottare metodi spettrali. Questi, mentre
funzionano molto bene per flussi idealizzati, sono sfortunamente poco adatti a trattare geometrie
complesse, come quelle che inevitabilmente si verificano in casi di interesse applicativo. Questo € uno
dei motivi che contribuisce, almeno per il momento, a limitare studi di questo tipo a flussi p. es. in
cubi, con condizioni al contorno periodiche.

Nella Sez. 1.1 le piu piccole scale (di Kolmogorov) spaziali e temporali delle fluttuazioni sono state
individuate nelle (1.18,1.23). Non e detto tuttavia, in flussi in cui si presentano fenomeni di scambio
termico, o reazioni chimiche, che queste siano effettivamente le piu piccole scale presenti. Se e
presente scambio termico per conduzione, occorrera considerare le piu piccole scale delle fluttuazioni
di temperatura, che possono risultare inferiori alle scale di Kolmogorov; se e presente scambio termico
per radiazione, e necessario tenere in conto anche i tempi caratteristici di questo meccanismo di
scambio termico. Nel caso in cui si verifichino reazioni chimiche, occorre prendere in considerazione
anche il tempo caratteristico di tali reazioni; per reazioni energetiche, tale tempo e nella maggioranza
dei casi abbondatemente inferiore al tempo di Kolmogorov. Quindi il numero di nodi spaziali e passi
temporali, necessari per risolvere tutte le scale della turbolenza, puo in questi casi essere ancora
maggiore di quanto previsto dalle (1.22,1.25).

Da quanto detto si evince che 'applicazione della DNS a flussi di interesse pratico e al di la delle
possibilita di qualsiasi calcolatore attualmente esistente, come pure di quelli che potranno essere
sviluppati nel prevedibile futuro. Ma, anche ammesso che un giorno si possa arrivare ad effettuare
tali simulazioni, e lecito domandarsi se 'ipotetico utilizzatore del codice di calcolo sara in grado di
trarre utili indicazioni dalla conseguente enorme massa di risultati, comprendente (indicativamente)
bilioni di nodi di calcolo, milioni di passi temporali, e decine di realizzazioni. Verosimilmente egli
dovra limitarsi ad estrarre dai risultati alcuni modesti (in termini di numero di nodi di calcolo, passi
temporali, realizzazioni) campioni, e basarsi su di essi per le sue valutazioni.

Abbiamo visto nella Sez. 1.1 che la turbolenza ¢ sempre un fenomeno tridimensionale (anche se il
moto medio pud per esempio essere semplicemente bidimensionale). Talvolta la DNS e utilizzata per
calcolare flussi bidimensionali (ipotizzando cioe che non solo il moto medio, ma anche le fluttuazioni
avvengano solo su un piano) o assialsimmetrici. Mentre tali calcoli possono avere un qualche valore
come studi per mettere a punto tecniche di calcolo, o per ricavare qualche indicazione, occorre
osservare che le proprieta di questa ipotetica turbolenza bidimensionale sono sotto certi aspetti
opposte a quelle delle turbolenza reale (tridimensionale). Infatti, mentre in quest’ultima i vortici
piu grandi originano vortici sempre piu piccoli, fino a raggiungere la scala di Kolmogorov, nella
turbolenza bidimensionale i vortici piccoli coalescono per dare vita a vortici sempre piu grandi.

Nonostante le sue limitazioni, la DNS rimane uno strumento unico per ricavare informazioni su
grandezze non misurabili direttamente, come la dissipazione viscosa € (per misurare la quale oc-
correrebbe effettuare misure simultanee di velocita istantanea su due punti posti ad una distanza
dell’ordine della scala di Kolmogorov). Alcuni risultati della DNS hanno effettivamente contribuito a
dare valide indicazioni sul comportamento di tale grandezza, che sono state poi utilizzate in modelli
di turbolenza.
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2.2 Large Eddy Simulation.

La LES (simulazione dei grandi vortici) e stata sviluppata sin dallinizio degli anni ’70, con l'intento
di risolvere le scale dei moti turbolenti fino ad una scala di cutoff, abbondantemente piu grande della
scala di Kolmogorov; il contributo dei moti con scale piu piccole della scala di cutoff € modellato.
L’interesse dell’approccio risiede nel fatto che, mentre le scale piu grandi del moto sono specifiche del
particolare flusso considerato (dipendono cioe dalle condizioni al contorno), e devono percio essere
risolte, le scale pitu piccole presentano caratteristiche di universalita, e possono percio essere modellate
con ragionevoli possibilita di successo.

Il metodo e basato sulla definizione di un’operazione di filtraggio, applicata alla generica grandezza

o:
dat) = [ [ [ o' )G(le — ') da’ (2.1)

dove abbiamo indicato con la tilde la variabile filtrata; x rappresenta le tre coordinate cartesiane,
ed 2’ una generica posizione del dominio di calcolo D. G ¢ il filtro, che abbiamo assunto essere

una funzione solo della distanza |  — 2’ |= \/(:1;1 —a1)? + (29 — 24)? + (x3 — 23)%. La forma di tale
funzione puo essere assegnata in diversi modi, piu o meno soddisfacenti. Se indichiamo con A il
lato della generica cella di calcolo (supposto uguale per le tre direzioni coordinate), il filtro puo per
esempio essere scelto di forma tophat:

1 A
G(|:1;—:1;’|):Kse |:1;—:1;’|<§
0 (2.2)

in tutti gli altri casi

oppure gaussiana:

G(le —2'|) = mexp (— 6'2;“") (2.3)

o altre ancora. La variabile filtrata racchiude quindi informazioni sulla variabile nell’intera cella di
calcolo (filtro tophat), o nell'immediata vicinanza di essa (filtro gaussiano, ed altri). A e chiamata
ampiezza del filtro.

In modo analogo a quanto abbiamo fatto quando abbiamo applicato 'operatore di media alle
equazioni di Navier—Stokes, vedi Sez. 1.2, e possibile applicare l'operazione di filtro alle stesse
equazioni, ottenendo in tal modo le equazioni di Navier—Stokes filtrate. Anche in esse compaiono
termini aggiuntivi; quello che corrisponde ad interazioni delle scale piccole (cioe minori di A, non
risolte) deve essere modellato; si parla di Sub—Grid Scale (SGS) modelling.

Poiche 'ampiezza del filtro puo essere, per esempio, un centinaio di volte la scala di Kolmogorov, il
tempo di calcolo e piu contenuto rispetto alla DNS; 1 tipici requisiti computazionali sono dell’ordine
del 5 —10% di quelli della DNS, quindi ancora molto rilevanti. L’applicabilita della DNS a flussi di in-
teresse pratico e percio alquanto dubbia. Si noti che e sempre richiesta una soluzione time—dependent
e tridimensionale, al pari della DNS, anche per flussi statisticamente stazionari, o bidimensionali nella
media.

Sinoti che nel caso si voglia descrivere un flusso che coinvolge il trasporto di una grandezza scalare che
influenzi la densita, 'ampiezza del filtro dovra essere inferiore a quella della piu piccola struttura in
cui si abbia una significativa variazione della grandezza scalare stessa. Questa esigenza puo risultare
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in una notevole limitazione per flussi reagenti, dove spesso la struttura della fiamma risulta molto
sottile.

2.3 Chiusura sul punto singolo.

Nella chiusura sul punto singolo si cerca di ricavare informazioni sulla statistica del flusso risolvendo
le equazioni mediate ricavate nella Sez. 1.2, oppure risolvendo un’equazione per la funzione densita
di probabilita; i termini non chiusi sono opportunamente modellati. Se indichiamo con ¢ e i due
generiche grandezze, l'informazione ricercata viene ottenuta risolvendo equazioni, p. es. (sotto
Iipotesi di flusso statisticamente stazionario), per é(z), ¥(z), ¢2(x), ¥2(x), ¢'¢'(x), e simili. In
queste espressioni, i termini del tipo @(x) e () sono designati come momenti primi, mentre i

rimanenti come momenti secondi; si potrebbero poi considerare momenti tripli, p. es. ¢'9"?(x),
etc. Dalla conoscenza di queste informazioni statistiche un competente utilizzatore puo ricostruire le
caratteristiche salienti del flusso turbolento considerato.

Il termine chiusura sul punto singolo e utilizzato per distinguere dalla chiusura su due punti, in cui
si tenta di derivare equazioni per grandezze come

1 pAry2

o(x)(x=) = Al Jaus

dla,t+1)p(a™, t 4+ 7)dr (2.4)
e simili, da confrontare con la (1.32), dove per semplicita abbiamo adottato I'ipotesi di flusso statisti-
camente stazionario; x e =™ indicano due punti distinti. Questa seconda categoria di modelli sarebbe
in teoria alquanto piu potente della prima, in quanto permette di ottenere una massa di informazioni
sul flusso molto maggiore (incidentalmente, se i punti « ed a* sono scelti coincidenti si recuperano
i momenti sul punto singolo). Tuttavia i modelli con chiusura su due punti sono attualmente ben
lontani da un’applicabilita pratica.

Nei modelli con chiusura sul punto singolo ci si limita invece a derivare equazioni per i momenti sul
punto singolo; vedremo tuttavia che sara necessario fornire ai modelli un surrogato dell’informazione
soppressa (nel passaggio da chiusura su due punti a chiusura sul punto singolo), cioe qualcosa che dia
una misura di come le grandezze relative alla turbolenza varino nello spazio. Per quanto abbiamo
detto nella Sez. 1.3, la dissipazione viscosa € si presta a quest’uso, in quanto contiene informazioni sul
valore della derivata della componente fluttuante di velocita. In tutti i modelli ‘completi’ (spiegher-
emo oltre il significato di questo termine) con chiusura sul punto singolo viene quindi introdotta
un’equazione per € (nonostante I'incertezza della sua modellizzazione); nei modelli pitt semplici invece
questa informazione viene fornita specificando ‘a sentimento’ il valore di un’opportuna grandezza.

Sono stati sviluppati due differenti approcci generali per la chiusura sul punto singolo, basati sul
trasporto della PDF e sulla chiusura sui momenti.

2.3.1 Trasporto della PDF.

E’ possibile definire la funzione densita di probabilita P(¢;x), o PDF (probability density function),
di una generica grandezza ¢, assumendo che il prodotto P(¢; ) d¢ indichi la probabilta che, nel punto
generico z, la grandezza assuma valori compresi tra ¢ — d¢/2 e ¢ + d¢/2. Risultera naturalmente

| Ploiayds =1 (2.5)



2.3. CHIUSURA SUL PUNTO SINGOLO. 25

in quanto la probabilita che la grandezza assuma uno qualsiasi dei valori tra —oo e 0o € uguale ad uno
(cioe I'evento e certo). Se conoscessimo la forma di tale PDF, potremmo allora ricavare attraverso
di essa tutti i momenti di qualsiasi ordine della ¢, per esempio

oe) = [ oP(éia)do (2.6)

Fa) = [ 6 = S Plora) do (27)

o) = [T lo = Sl Plosa)do (28)

e cosi via. Quella che abbiamo appena definito e una PDF ordinaria, cioe di una singola vari-
abile. E’ possibile definire una PDF congiunta di piu variabili, per esempio per le tre componenti
di velocita si puo definire una P(u,v,w;x) tale che P(u,v,w;x)dudvdw rappresenti la probabilita
che si verifichino simultaneamente, al punto x, le tre condizioni v — du/2 < u(x,t) < u + du/2,
v—dv/2 <v(x,t) <v+dv/2, e w—dw/2 <w(x,t) <w+ dw/2. Analogamente alla (2.5) risulta

/Oo /Oo /Oo Plu,v,wyz)dudvdw = 1 (2.9)

Dalla conoscenza della PDF congiunta delle componenti di velocita si possono ricavare tutti i momenti
di qualsiasi ordine, per esempio

u(x) = /_O:o /_O:o /_O:o u(x) P(u,v,w; 2) du dv dw (2.10)

Wol(z) = /_O:o /_O:o /_O:O[u — (@) o — o(2)] Plu,v,w; 2) du do dw (2.11)

() = /_O:O /_O:O /_O:O[u — (@) o — o(2)] [w — w(e)] Plu,v,wiz)dudodw  (2.12)

e cosi via. [L’approccio si propone di risolvere un’equazione per la PDF congiunta delle variabili di
moto, quindi nel caso di flusso inerte a proprieta costanti al quale per il momento limitiamo il nostro
interesse, una P(u,v,w;x); la pressione media e invece ottenuta risolvendo una specifica equazione
(di Poisson). Naturalmente il problema e come derivare, e risolvere, una simile equazione per la PDF.
Questo approccio e stato sviluppato a partire dalla fine degli anni 60 per flussi inerti, e dalla meta
degli anni 70 per flussi reagenti (per i quali 'approccio riveste un’interesse particolare, in quanto
consente di trattare regimi di combustione che non possono altrimenti essere descritti).

E’ comunque possibile derivare un’equazione per la PDF congiunta, nella quale i termini turbolenti
risultano essere trattati senza approssimazione (non richiedono cioe modellizzazione), mentri il ter-
mine che esprime il trasporto della PDF per effetto della viscosita molecolare deve essere modellato,
come pure quello in cui compare la pressione fluttuante. La situazione € in un certo senso opposta a
quella che si verifica nella chiusura sui momenti, in cui i termini di viscosita molecolare sono tenuti
in conto esattamente, mentre quelli turbolenti devono essere modellati.

Osserviamo che e quindi necessario risolvere solo due equazioni, per la PDF congiunta e la pressione
media (Poisson); a queste occorre aggiungere un’equazione per la dissipazione viscosa, per quanto
detto nella Sez. 2.3. Un approccio sviluppato piu recentemente risolve un’equazione per una PDF
congiunta che include anche la dissipazione viscosa, P(u,v,w,¢;x), oltre all’equazione di Poisson.
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Nell’equazione per la PDF congiunta, tuttavia, le componenti di velocita u, v, w (ed eventual-
mente €) compaiono come variabili indipendenti, in aggiunta alle coordinate spaziali x, y, z. Infatti,
I'equazione della PDF congiunta intende ricavare una probabilita per un punto assegnato (quindi
x, y, z) ed inoltre per valori assegnati delle tre componenti di velocita (u, v, w). Quindi, mentre
nella risoluzione delle equazioni del moto mediate si hanno (per flussi statisticamente stazionari, al-
trimenti occorre considerare anche il tempo t) tre variabili indipendenti (le tre coordinate spaziali),
nella risoluzione dell’equazione per la PDF congiunta si hanno sei variabili indipendenti (le coordi-
nate spaziali e le componenti di velocita); nel caso in cui si risolva una P(u,v,w,€; ) si hanno poi
sette variabili indipendenti. Nel caso in cui si considerino flussi con trasporto scalare o reagenti, oc-
corre aggiungere le corrispondenti variabili (temperatura o entalpia, frazioni di massa) come ulteriori
variabili indipendenti.

Questa elevata dimensionalita fa si che, se la risoluzione dell’equazione della PDF congiunta viene
affrontata con strumenti di discretizzazione classici, come p. es. la tecnica delle differenze finite, essa
risulta in enormi requisiti di occupazione di memoria e di tempi di calcolo. Se p. es. consideriamo
la P(u,v,w;x,y,z), e ci accontentiamo di discretizzare ogni variabile su appena 10 valori, il numero
dei nodi di calcolo sara di 10° (contro i 10? richiesti nell’approccio ordinario); se discretizziamo ogni
variabile indipendente su 100 valori, occorreranno 10'* nodi di calcolo (contro 10°). Per contenere
i requisiti di occupazione di memoria e tempo di calcolo sono allora comunemente utilizzati solu-
tori di tipo Monte Carlo, in cui, anziche cercare di ricavare la P(u,v,w;x,y,z) per valori fissati
delle variabili indipendenti, attraverso un’evoluzione che conduce alla soluzione stazionaria, si im-
mettono invece nello spazio (u,v,w,x,y,z) un gran numero di particelle notazionali, e se ne segue
I’evoluzione. Il metodo ha il vantaggio di ridurre enormemente i requisiti computazionali, ma lo
svantaggio di rendere assai piu difficile il trattamento delle condizioni al contorno implicanti pareti
solide. L’applicabilita dell’approccio a geometrie complesse non e pertanto ancora dimostrata, per
quanto siano stati compiuti progressi negli ultimi anni.

2.3.2 Chiusura sui momenti.

L’approccio seguito per risolvere flussi di interesse applicativo e quello della chiusura sui momentsi,
in cui si considerano le equazioni mediate ricavate nella Sez. 1.2. I termini non chiust vengono
opportunamente modellati, cioe espressi in funzione di grandezze calcolate o loro gradienti, e le
conseguenti equazioni modellate sono risolte mediante tecniche numeriche analoghe a quelle standard
applicate per le equazioni di Navier—Stokes. Si distinguono modelli con chiusura sui momenti primi
e modelli con chiusura sut momenti secondi.

Nei modelli con chiusura sui momenti primi (detti anche modelli con chiusura al prim’ordine) si ri-
solvono le equazioni per i momenti primi, cioe I'equazione di continuita mediata (1.35) e le equazioni
della quantita di moto mediate (1.40) (per flussi inerti a proprieta costanti). In queste ultime com-
paiono come termini non chiusi gli sforzi di Reynolds, per i quali occorre quindi sviluppare un
modello. Tale modello si servira di alcune informazioni che possono essere desunte sulla statistica
della turbolenza (anch’esse naturalmente sulla base di modelli). Tranne che nei modelli piu semplici,
tale informazioni sono ricavate risolvendo p. es. un’equazione per l’energia cinetica turbolenta (1.74)
(con opportune ipotesi di modellizzazione per esprimere i termini non chiusi), che fornisce quindi
informazioni sull’intensita delle fluttuazioni turbolente della velocita, ed eventualmente una seconda
equazione (anch’essa, ovviamente, modellata) per ricavare informazioni spaziali sulla turbolenza, per
esempio un’equazione per la dissipazione viscosa, vedi Sez. 2.3. Questi modelli in cui sono risolte le
equazioni per i momenti primi, ed in aggiunta anche equazioni per k e altre quantita, sono occasion-
almente designati come modelli con chiusura sui momenti di ordine uno e mezzo.
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Nei modelli con chiusura sui momenti secondi (detti anche modelli con chiusura al second’ordine)
si risolvono le equazioni per i momenti primi e secondi, cioe ancora l’equazione di continuita me-
diata (1.35) e le equazioni della quantita di moto mediate (1.40), ed in piu le equazioni per gli
sforzi di Reynolds (1.68). In quest’ultime compaiono termini non chiusi, rappresentanti 'interazione
pressione—deformazione, il trasporto spaziale dello sforzo stesso, e la dissipazione viscosa, per i quali
occorre sviluppare modelli; il termine di produzione non necessita invece in questo contesto di mod-
ellizzazione. Lo sforzo computazionale e chiaramente accresciuto, poiche si passa dalla risoluzione
di 4 equazioni, pilt eventualmente altre 2 (come k e ¢), per la chiusura sui momenti primi), a quella
di ben 11 equazioni (oltre a quelle per i momenti primi, le equazioni per gli sforzi di Reynolds e la
dissipazione viscosa, in generale). Le equazioni, modellate, per i momenti primi hanno in questo caso
proprieta differenti da quelle di Navier—Stokes, mentre quelle per i momenti secondi comprendono
un gran numero di termini.

Nonostante queste difficolta, la chiusura sui momenti secondi da in generale una descrizione signi-
ficativamente migliore del flusso turbolento. Infatti mentre nella chiusura sui momenti primi sono
risolte equazioni ‘esatte’ per i momenti primi stessi, ed 1 momenti secondi sono modellati, nei mod-
elli con chiusura sui momenti secondi sono invece risolte equazioni ‘esatte’ per i momenti primi e
secondi, e sono i momenti tripli (pit altri termini come l'interazione pressione-deformazione, e la dis-
sipazione viscosa) a richiedere modellizzazione. Si puo enunciare un principio di influenza recessiva,
che stabilisce che le ipotesi di modellizzazione introdotte sui momenti di ordine superiore risultano
influenzare il flusso in maniera molto minore di quanto non facciano quelle introdotte per momenti
di ordine piu basso.

La stragrande maggioranza dei codici di calcolo per flussi turbolenti contempla solo modelli con
chiusura sui momenti primi, sui quali concentreremo inizialmente la nostra attenzione.
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Capitolo 3
Modelli lineari con chiusura sul momenti
primi

Abbiamo visto nella Sez. 1.2, vedi (1.44), che la turbolenza porta ad un notevolissimo aumento
del trasporto della quantita di moto. Per tener conto di questo fenomeno, Boussinesq propose nel
1877 di aggiungere, nell’equazione della quantita di moto, alla viscosita molecolare v una ‘viscosita
turbolenta’ v;. Tuttavia, a differenza della prima, la viscosita turbolenta non e una proprieta del
fluido, ma dipende dalle condizioni di flusso considerate. Il ruolo dei modelli con chiusura sui momenti
primi si riduce a fornire un’espressione per ;. Tali modelli sono anche designati come modelli con
chiusura al prim’ordine, oppure eddy viscosity models (EVM), o talvolta Boussinesq viscosity models

(BVM).

3.1 L’ipotesi di trasporto secondo gradiente.

In questa Sezione cerchiamo di legare gli sforzi di Reynolds a grandezze calcolate (quest’ultime sono
ovviamente le tre componenti della velocita media, e la pressione media), o meglio ai loro gradi-
enti spaziali. Questo e I'approccio piu semplice per la chiusura fluidodinamica, basato sull’ipotesi di
trasporto secondo gradiente. Per fornire una giustificazione di questo approccio, consideriamo dap-
prima lo sforzo di Reynolds di taglio «’ v/ in un canale in flusso (statisticamente) stazionario, essendo
u la velocita assiale e v la velocita trasversale. Analizziamo dapprima 'effetto delle fluttuazioni di
v. Consideriamo per primo il caso in cui il gradiente trasversale del valore medio di u sia negativo
(Fig. 3.1a), cioe (du/dy) < 0. Consideriamo una generica ordinata y, alla quale il valor medio di
u sia u(y). Se una particella fluida posta in y e spostata verso 'alto per effetto di una fluttuazione
turbolenta della velocita v’ > 0, essa si trovera circondata da particelle fluide aventi, in media, valori
di v minori di u(y), percio essa sara caratterizzata da una fluttuazione ' > 0; di conseguenza risulta
un contributo allo sforzo di Reynolds u/v’ > 0. Se invece la particella fluida & spostata verso il basso
per effetto di una fluttuazione v’ < 0, essa sara circondata da particelle fluide con u > wu(y), percio

essa dara luogo ad una fluttuazione v’ < 0, con il risultato che ancora u’v’ > 0. Consideriamo poi
il caso di un gradiente trasversale positivo, (Ju/dy) > 0 (Fig. 3.1b). Ragionamenti secondo le stesse
linee mostrano che in questo caso u/ v’ < 0, in entrambe le situazioni v/ > 0 e v’ < 0.

Dobbiamo poi considerare 'effetto delle fluttuazioni di u, che in modo del tutto analogo si puo
facilmente vedere (Fig. 3.2) che producono un contributo v’ v’ > 0 nel caso di gradiente assiale di v
negativo, (9v/dz) < 0; nel caso opposto, (9v/dz) > 0, si trova invece v’ v/ < 0.

Queste osservazioni suggeriscono che lo sforzo di Reynolds di taglio u/ v’ pud essere tentativamente
preso proporzionale alla somma dei gradienti incrociati dei valori medi delle componenti di velocita,
con segno opposto:
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v'>0,u>0 v’>0,u’<0/

v'<0,u’<0

v'<O,u’>0

y

T

o - -
ou/dy<0 ou/oy>0

Figure 3.1: Flusso in un canale: a) gradiente trasversale di u negativo, b) gradiente trasversale di u
positivo.

w v ox — (au + 81}) (3.1)
dy Ox

Questa ipotesi e basata sull’assunzione che le particelle fluide si muovano come corpi rigidi, che
chiaramente non e verificata in flussi reali. Percio 'assunzione di trasporto secondo gradiente puo
essere considerata solamente come uno strumento per dare un’espressione di tentativo agli sforzi di
Reynolds, piuttosto che una relazione di sicuro affidamento. Notiamo che I’aver assunto proporzion-
alita (cioe una relazione lineare) tra lo sforzo di taglio di Reynolds ed i gradienti indicati soddisfa
sicuramente i vincoli determinati sopra sul segno di u/v’, rappresenta cioe una condizione sufficiente.
Essa non e pero una condizione necessaria; altri tipi di relazioni funzionali tra sforzo di taglio di
Reynolds e gradienti potrebbero essere ipotizzati, che ancora rispettino i vincoli sul segno.

Rimane il problema di determinare il coefficiente di proporzionalita, che si puo vedere che ha le di-
mensioni di una lunghezza per una velocita (incidentalmente, le stesse di una viscosita cinematica).
Possiamo percio congetturare di definirlo come proporzionale al prodotto di una lunghezza caratter-
istica {* del problema per una velocita caratteristica u*. Risulta allora possibile definire una viscosita
turbolenta (cinematica) v,

vy o< utl” (3.2)

ed una viscosita turbolenta dinamica come

He = Pl (3.3)
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u’'<0,v’'<0 u>0,v'<0
y. P \N
S N\ F /

; u>0,v’>0 u’<0,v’>0 (

N /F

<lI

X OV/Ox<0 VIOx>0

Figure 3.2: Flusso in un canale: a) gradiente assiale di v negativo, b) gradiente assiale di v positivo.

Vedremo in seguito i problemi associati all'individuazione delle ‘scale’ della velocita e delle lunghezze
u* ed [*. Con le definizioni appena date, lo sforzo (cinematico) di taglio di Reynolds puo essere

. ou  Ov

Questa equazione puo essere riscritta in forma tensoriale cartesiana:

scritto

ul

upul = —v — ert # k 3.5
Si noti I'analogia con I'eq. (1.3) degli sforzi molecolari. L’eq. (3.5) tuttavia non puo come tale essere
applicata per esprimere gli sforzi di Reynolds normali, per la quale darebbe ®:
u? = —2v !
! ! 8:1;2
in cui il segno del secondo membro dipende dal segno del gradiente di velocita, mentre e evidente
che il primo membro deve essere positivo, o al piu nullo in assenza di fluttuazioni. Allo scopo di

evitare questa eventualita non fisica, ed assicurare inoltre che la somma dei tre sforzi normali di
Reynolds ? sia pari a uju}, cioe due volte I'energia cinetica turbolenta, si aggiunge all’eq. (3.5) un

(3.6)

ulteriore termine:

8La derivata a secondo membro della (3.6) non implica una sommatoria, nonostante gli indici ripetuti, in quanto a
tale fine sono riservati gl indici & ed [.
?Si noti che la somma dei tre sforzi normali secondo I'eq. (3.6) risulterebbe nulla per I'eq. (1.36).
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— ou; oy, 2 —

che rende questa espressione di applicabilita generale, cioe valida tanto per sforzi tangenziali che
normali. &, denota il delta di Kronecker. La linearita della (3.7) giustifica il nome dei modelli
esaminati in questo capitolo. Nella (3.7) si e implicitamente assunto che
u u u 2~

+2yt§$1 = '2+2yt§$2 = '2+2yt§$z = gk (3.8)
cioe che la discrepanza tra la somma delle tre espressioni del tipo (3.6) ed il valore 2 k sia egualmente
ripartita fra le tre componenti. Quest’assunzione trova una giustificazione nell’isotropia delle piccole
scale (prossime alla scala di Kolmogorov [x) della turbolenza, vedi Sez. 1.1; occorre pero considerare
che al valore degli sforzi normali di Reynolds contribuiscono tutte le scale comprese tra la scala
integrale [; e [k, per cui la condizione (3.8) e verificata solo in modo approssimato. Vedremo che
I'ipotesi (3.8) e foriera di notevoli limiti dei modelli lineari.
Allora, con la chiusura sui momenti primi (lineare), I’ equazione mediata della quantita di moto puo

essere riscritta come °

g , . 10p 2 Ok 9, Ou;  Ouy, .
Tm(ukuz) T pdxi 30w * Oy, l(l/ ) (&m * 8:1;2)] g P=123 (39)

L’equazione della quantita di moto e spesso scritta in una forma un poco piu semplice, definendo la
grandezza

[N]

pr=p+ Srpk (3.10)

w

Questa strada e praticabile perche (almeno in flussi a bassa velocita, in cui effetti di compressibilita
sono esclusi) la natura della pressione nelle equazioni di conservazione € tale per cui essa non richiede
la specificazione di condizioni al contorno, e lo stesso vale per p*; inoltre in questi flussi la pressione
non risulta di per se una variabile di interesse (anche se indirettamente € molto importante, in quanto
influenza il moto). Possiamo percio risolvere un campo, anziche per p, per p*, e scrivere

O womy — Lo 9 Ow | U -
Oxy, (W) = p du; * dxy, l(l/ T #) (axk " 8:1;2)] T c=had (3.11)

Resta il problema di identificare le scale della velocita e delle lunghezze da inserire nell’espressione
della viscosita turbolenta. A questo scopo e necessario approfondire I’analogia tra diffusione moleco-
lare e diffusione turbolenta che deriva dall’ipotesi di trasporto secondo gradiente. La diffusione
molecolare e dovuta al moto di agitazione termica delle molecole, e la relativa viscosita molecolare
risulta proporzionale al prodotto della velocita media delle molecole per il loro cammino libero medio.
Nella turbolenza, possiamo pensare che il trasporto di quantita di moto (come pure quelli di energia
e specie chimiche che si verificano in flussi con scambio di calore e massa) sia dovuto all’effetto delle
fluttuazioni; in questa visione, le molecole sono sostituite da particelle fluide che collidono e quindi
scambiano le loro proprieta. Questa analogia mette anche in luce i limiti di questa modellizzazione:

10Si noti che quando si inserisce la (3.7) nella (1.40), il delta di Kronecker da un solo termine non nullo, quello per

k=1
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chiaramente le particelle fluide non sono corpi rigidi che conservano la loro identita, ed inoltre la
distanza percorsa nelle fluttuazioni non e trascurabile rispetto alle dimensioni del campo di flusso
(come invece si puo assumere nella teoria cinetica dei gas, che permette di dare un’espressione agli
sforzi molecolari). Tuttavia essa funziona bene in molti casi pratici, perché la viscosita turbolenta
puo essere identificata con buona approssimazione.

Il ruolo dei modelli di turbolenza del primo ordine si riduce quindi all’identificazione di una scala
delle velocita, che puo essere intesa come uno scarto quadratico medio delle fluttuazioni di velocita,
ed una scala delle lunghezze, che rappresenti una sorta di ‘libero cammino medio’ percorso da una
particella fluida per effetto delle fluttuazioni.

3.2 Modelli lineari a zero equazioni.

Nei modelli di turbolenza piu semplici le scale della velocita e della lunghezza sono determinate senza
introdurre equazioni di conservazione aggiuntive. Per identificare queste scale facciamo riferimento
ad un flusso in un canale, senza ricircolazione (vedi p. es. la Fig. 3.1). Sia y la coordinata trasversale.
Se indichiamo con Vu? lo scarto quadratico medio della velocita, possiamo definire una ‘lunghezza
di mescolamento’ [, nel modo seguente. Quando una particella fluida e spostata per effetto di una
fluttuazione trasversale della velocita di una misura Ay, sia Au la differenza tra la sua velocita
(supposta indisturbata) e quella media del fluido adiacente. La distanza Ay che bisogna coprire,
muovendosi in senso trasversale, perche Au sia pari a Va2 e appunto la lunghezza di mescolamento
l,., introdotta da Prandtl nel 1925. La velocita caratteristica puo allora essere riscritta come

o
dy

e, prendendo [, come lunghezza caratteristica, la viscosita turbolenta puo essere definita come

w = \Ju? =1, |

(3.12)

-l |§Z| (3.13)

Si noti quindi che il coefficiente di proporzionalita previsto dalla (3.2) & qui preso pari all'unita.
In flussi semplici, [, puo essere presa come una frazione dell’altezza del canale o del diametro del
condotto; essa dipende anche dalla particolare configurazione del flusso (getto, scia, flusso piano,
assialsimmetrico, etc.), vedi p. es. [4].

Questo modello per la chiusura fluidodinamica, che esprime la viscosita turbulenta algebricamente, e
il piu semplice possibile. Modelli di questo tipo sono stati sviluppati da diversi autori [5]; abbastanza
diffuso € il modello di Baldwin e Lomax, vedi p. es. [6].

Essi soffrono di limiti in flussi complessi, specie in presenza di ricircolazione, dove diventa molto
difficile assegnare una lunghezza di mescolamento. Inoltre, questi modelli non sono in alcun modo in
grado di tenere in conto della ‘storia’ della turbolenza; come si vede infatti dall’eq. (3.13), il valore
della viscosita turbolenta dipende linearmente dal valore locale del gradiente di velocita media, per
cui per esempio in turbolenza dietro una griglia, Fig. 3.3, dove ad una certa distanza dalla griglia
stessa 1 gradienti trasversali di velocita media si annullano, la viscosita turbolenta risulta nulla.
Questo significa che, se immettessimo p. es. una goccia di colorante nel flusso, in corrispondenza
alla zona dove il gradiente di velocita media si e ormai annullato, questi modelli prevederebbero che
il colorante diffonde solo per effetto molecolare (quindi molto piccolo), mentre in realta la goccia
si dissolve rapidamente per effetto della turbolenza residua del flusso (per quanto essa sia in fase
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Figure 3.3: Schematizzazione di flusso turbolento dietro una griglia, con profili trasversali della
velocita media a varie stazioni assiali.

di decadimento per effetto della dissipazione, essendo nullo il termine di produzione in assenza di
gradienti di velocita media). Allo stesso modo, questi modelli non sono in grado di conservare
memoria della convezione dei vortici, che fa si che anche la scala delle lunghezze I* non sia valutabile
semplicemente a livello locale.

Appare quindi evidente che un miglioramento nella descrizione della turbolenza puo essere ottenuto
introducendo equazioni di conservazione per le grandezze che descrivono la turbolenza (per esempio
u* e I*, o grandezze ad esse collegate), che quindi permettano di conservare una ‘memoria’ della
storia del flusso. A motivo dell’assenza di equazioni per grandezze relative alla turbolenza, i modelli
considerati in questa Sezione sono invece denominati ‘modelli a zero equazioni’.

3.3 Modelli lineari ad una equazione.

In questi modelli e risolta, oltre alle equazioni di Navier—Stokes mediate e modellate secondo I'ipotesi
di trasporto secondo gradiente (1.35,3.11), un’ulteriore equazione, generalmente per I’energia cinetica
turbolenta, la quale permette di ottenere una scala delle velocita come

v = \VE (3.14)

Si e quindi introdotta una ‘memoria’ della storia del flusso nella valutazione della scala delle velocita.
La scala delle lunghezze deve invece ancora essere specificata empiricamente sulla base di conside-
razioni ad hoc. La viscosita turbolenta, indicando con ¢ il coefficiente di proporzionalita previsto
dalla (3.2), e qui presa pari a
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v, = cL\/il* (3.15)

L’equazione per 'energia cinetica turbolenta e ricavata a partire dalla (1.74), dove il termine di
produzione (1.71) & esprimibile, grazie alla (3.7), come

(o w2y Y ow (om0
b= [”f (axk * 8:1:1) - 35”“4 oy (8:1:k * 8:1;1) da (3.16)

Si noti che il termine in é;; da contributo nullo per la (1.35). Il termine (1.73), per il suo significato
di trasporto dell’energia cinetica turbolenta, puo essere modellato mediante un’estensione dell’ipotesi

B a Vi a%
d N 6:1;k [(V + O'k) 6:1;k] (317)

Il termine in v e evidentemente il trasporto molecolare di k, che € espresso in maniera esatta (cioe non

di trasporto secondo gradiente:

necessita di modellizzazione). Il coefficiente o, (dove 'indice k in questo caso, come eccezione, non ha
il significato di un indice di sommatoria, ma ricorda semplicemente un riferimento alla grandezza k)
a denominatore di v; e stato posto per ricordare che I’energia cinetica turbolenta potrebbe diffondere
con una diffusivita turbolenta legata a v;, ma non esattamente uguale ad essa; ha quindi il significato
di un numero di Prandtl turbolento. Peraltro, nella maggior parte dei modelli si pone o, = 1.0. 1l
termine di dissipazione viscosa e invece modellato attraverso la scala delle lunghezze, sulla base di
considerazioni di carattere dimensionale

€ = Cp (318)

dove ¢p e un’ulteriore costante. La forma modellata dell’equazione dell’energia cinetica turbolenta
assume quindi la forma

3/2

_ 6% . 6@ 6@ 6@ E 8 Uy 6%
W g (axk * axl) b TP T o l(” + ) a] (3.19)

Si noti che nello shear layer considerato nelle Figg. 1.5, 1.6, la (3.7) si riduce sotto 'ipotesi adottata
di trasporto secondo gradiente, a

o
wo = —uy aZ (3.20)
e quindi il termine di produzione (3.16) si a
P 7 8 ou\’ (3.21)
= — U — = VU —_— .
dy "\ dy

che conferma inequivocabilmente il suo carattere di produzione (essendo sempre positivo).

Altri modelli di questo tipo sono riportati in letteratura, vedi p. es. [7]. Nei paesi dell’ex URSS ¢
invece largamente impiegato un modello in cui si risolve un’equazione per la viscosita turbolenta v,
stessa. Quest’approccio € stato recentemente riproposto da altri ricercatori [13].
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3.4 Modelli lineari a due equazioni.

I modelli a zero e ad un’equazione presentano quindi lo svantaggio che la lunghezza di miscela-
mento [,,, o la scala delle lunghezze [*, deve essere valutata ‘a sentimento’, operazione effettuabile
con ragionevoli possibilita di successo solo in configurazioni di flusso particolarmente semplici, ma
certamente proibitiva in flussi complessi; non viene inoltre conservata una memoria della convezione
della scala delle lunghezze (ed in quelli a zero equazioni, nemmeno della scala delle velocita). Nei
modelli a due equazioni, mentre la scala delle velocita e ancora determinata attraverso I’equazione
per 'energia cinetica turbolenta (come nei modelli ad un’equazione), la scala delle lunghezze e de-
terminata risolvendo un’ulteriore equazione, per [* o per una grandezza ad essa collegata, del tipo

7 = [k 17’ (3.22)

dove « e 3 sono esponenti che possono essere assegnati in vario modo. Numerose scelte della seconda
variabile sono state proposte, dando luogo ai corrispondenti modelli k-, k—kl, k—kl, k—e, k-w,
k—1. Tra essi quello che ha conosciuto di gran lunga maggiore diffusione e il modello k—¢, a causa
della relativa semplicita dell’equazione per la seconda variabile, che richiamiamo percio con maggiore
dettaglio.

3.4.1 Il modello k—¢ lineare.

Nel modello di turbolenza k—e (lineare), espresso in forma iniziale in [8] ed in forma consolidata
in [9], si adotta come seconda variabile il tasso di dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta
€. Poiche questa grandezza ha le dimensioni di un’energia cinetica diviso un tempo, la scala delle
lunghezze puo essere ricavata, sulla base di considerazioni di ordine dimensionale, come

—3/2

=t (3.23)

L’equazione di conservazione dell’energia cinetica turbolenta assume allora la forma

no = (B By ey DT ) (3.21)

dove sono chiaramente riconoscibili, a secondo membro, 1 termini di produzione, dissipazione, trasporto
(molecolare e turbolento). La viscosita turbolenta risulta, dalle (3.14,3.23), come
—2
k
v = ¢y — (3.25)
€
avendo indicato con ¢, la costante di proporzionalita della (3.2), da determinarsi sperimentalmente.
Consideriamo ancora a questo scopo lo strato limite in prossimita di una parete; in queste condizioni
I'eq. (3.24) dell’energia cinetica turbolenta si scrive, come vedremo nel Cap. 4, semplicemente come

P =c (3.26)

Si verifica quindi in questo flusso un’equilibrio tra i termini di produzione e dissipazione dell’energia
cinetica turbolenta. Il termine di produzione, che come abbiamo osservato si riduce in questo caso
alla (3.21), puo anche essere scritto, in base alla (3.20), nella forma
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'’

P = 3.27
. 327

L’eq. (3.26), moltiplicata per vy, si puo allora riscrivere come
u” = e (3.28)

ed esprimendo quindi 4 secondo ’eq. (3.25)
2 —2

u'' = ¢,k (3.29)

dalla quale risulta che ¢, ¢ determinabile, per questo particolare tipo di flusso, dalla relazione

¢ = (“;)2 (3.30)

Si trova sperimentalmente che per lo strato limite considerato il modulo del rapporto tra sforzo di
taglio di Reynolds ed energia cinetica turbolenta vale circa 0.3, di conseguenza risulta

c

. = 0.09 (3.31)

Avendo introdotto in questo modello la dissipazione € come ulteriore incognita, € necessario ricavare
un’equazione di conservazione per questa grandezza. Essa puo essere formalmente derivata, e risulta

_0e 0 Je _ duj du, N oul du! '\ Ju B du; Oup Oduj, B
e dr, Oy, g Jdzy, g 0z, 0z, dz; Oz | Oz, g dzy, Oz, 0z, (3.32)
9 0?u, 0%, 9 ( - /) v 9 [0 Oy '
g Oz, 0z, Ox) Ox), Oz, Y € p Ox; \ Oz, Oz,

dove eccezionalmente gli indici tensoriali di sommatoria adottati sono tre, k, [ e m, ed ¢ indica

, du; Ouj
= v

8:1;k al'k

Tutti i termini a secondo membro della (3.32), ad eccezione del primo che esprime il trasporto

molecolare, risultano essere non chiusi, e richiedono percio ipotesi di modellizzazione. Tale compito
si presenta chiaramente non facile. Osserviamo che i termini piu importanti dell’equazione descrivono

— ¢ (3.33)

€

processi che avvengono alle scale alla quale la dissipazione risulta importante, cioe alla scala di Kol-
mogorov. Tali processi tuttavia, come osservato nella Sez. 1.1, sono passivi, nel senso che le loro
scale si aggiustano per dissipare energia cinetica turbolenta con un tasso che e invece determinato
da processi che avvengono su scale grandi, quindi sostanzialmente indipendenti dalla viscosita per
la (1.43). La conclusione che si trae e che si puo tentare di descrivere ’evoluzione di € attraverso una
semplice equazione, modellata sulla base di considerazioni di ordine dimensionale ed intuitive; per
una derivazione piu dettagliata vedi [10]. Tale equazione comprendera quindi, oltre ai termini di con-
vezione e trasporto molecolare (che non richiedono modellizzazione), termini di trasporto turbolento,
e presumibilmente anche termini di produzione e dissipazione. Si possono ovviamente modellare 1
termini di trasporto turbolento con lipotesi di trasporto secondo gradiente, ottenendo percio un
termine del tipo
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0 (v, Oe
[ = (3.34)

Jz; \o. Oz,
dove ancora o, € un coefficiente (presumibilmente prossimo all’'unita) destinato a tenere conto del
fatto che la diffusivita turbolenta della dissipazione puo risultare diversa da quella della quantita di
moto, per quanto proporzionale a questa. Possiamo poi pensare che 'ipotetico termine di produzione

abbia una struttura simile all’analogo termine dell’equazione dell’energia cinetica turbolenta; per
consistenza dimensionale supponiamo che sia proporzionale a P moltiplicato per il rapporto ¢/k:

oy Oup \ Ouy

1| enl

Ce1 P = Caln

T end

k

avendo indicato con ¢, una costante di proporzionalita, da determinarsi opportunamente. Possiamo
seguire una strada analoga per l'ipotetico termine di dissipazione, indicando con ¢ un ’ulteriore
costante di proporzionalita da determinarsi:

62

— Ce2 f (336)
L’equazione modellata della dissipazione assume percio la forma
_ Je € [ Oy ou, \ o, ¢? 0 ( z/t) e
v = — g — - — ) =— 3.37
Uk Oz, Car vt k (8:){;;C + 8:1;1) Oz, ce2 k + Jdzy, v o./) Oxp ( )

Vediamo come determinare le costanti del modello. In turbolenza dietro ad una griglia (Fig. 3.3)
non c’e produzione essendo nulli i gradienti della velocita media (a sufficiente distanza dalla griglia),
mentre i termini convettivi e diffusivi sono nulli (quelli in cui figurano derivate rispetto ad y) o
molto piccoli (quelli in cui figurano derivate rispetto ad ), per cui sostanzialmente rimane solo il
termine di dissipazione; confrontando quindi il decadimento di k con x previsto dal modello con dati
sperimentali, e possibile stimare che ¢ deve essere compreso nel range

1.8 < ¢y < 2.0 (3.38)

Per ricavare ¢, si considera lo strato limite in prossimita di una parete, dove sussiste l'eguaglianza
tra termini di produzione e dissipazione dell’energia cinetica turbolenta (3.26), ed inoltre vale una
legge universale di velocita (vedi Cap. 4 ), che permette di scrivere

/{2

dove il significato della costante £ (=0.41) sara meglio specificato in seguito; da cio risulta che la

(3.39)

C1 = Ce2 —

differenza tra ¢, e ¢ € circa 0.5 (o, non e ancora determinato, ma possiamo prevedere sia prossimo
ad uno). Abbiamo quindi quasi tutti gli elementi per determinare le costanti del modello: ¢, e gia
stata determinata, c.q e co sono legate dalle relazioni (3.38,3.39) ed inoltre abbiamo detto che oy
e o, sono presumibilmente vicine all’'unita. Per affinare la determinazione dei valori di ¢, ¢, o}
e o. gl autori del modello hanno ricorso ad ottimizzazione al calcolatore, confrontando i risultati
delle previsioni numeriche generate dal modello con risultati sperimentali relativi a molti casi test,
ed hanno dedotto i seguenti valori:

cq = 144 cy = 1.92 (3.40)
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op = 1.0 oo = 1.3 (3.41)

Talvolta si riportano in letteratura valori di ¢ e ¢, lievementi diversi da quelli citati. Questi aggius-
tamenti sono a volta effettuati per cercare di adattare meglio i risultati numerici a quelli sperimentali
in uno specifico caso test, e sono comunque da scoraggiare (1'utilita delle previsioni numeriche risiede
nel fatto che esse appunto servono a prevedere, pur con i loro limiti, il comportamento del flusso, e
non a giusticare a posteriori la presunta bonta del modello). Bisogna comunque tener presente che le
variazioni di questi due coefficienti devono essere opportunamente bilanciate secondo 'eq. (3.39); al-
terare uno solo dei coefficienti porta a sensibili variazioni del flusso calcolato. Non ci si puo tuttavia
attendere una completa universalita delle costanti del modello. Gia per semplici flussi assialsim-

metrici, privi di ricircolazione, risulta opportuno modificare le espressioni di ¢, e ¢z, secondo il
cosidetto modello k—el [9].

La forma (3.37) adottata per ’equazione del tasso di dissipazione viscosa € estremamente semplice, e
ci si puo ben attendere che dia prestazioni insoddisfacenti, almeno in certi casi. Tuttavia, 1 tentativi
di modificarla hanno sempre dato luogo ad un peggioramento delle prestazioni del modello, quando
queste sono verificate su un’ampia gamma di casi test. Una di queste modifiche per esempio e la
forma RNG [11], che ¢ risultata in miglioramenti miracolosi in alcuni casi test, ma in peggioramenti
catastrofici in altri.
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Capitolo 4
Trattamento dello strato limite

La risoluzione numerica dello strato limite che si forma in prossimita delle pareti pone, per flussi
turbolenti, due problemi:

1. nello strato limite si verificano elevatissimi gradienti di velocita, per risolvere i quali sarebbe
necessario concentrare un gran numero di nodi della griglia di calcolo in questa regione, peraltro
molto sottile;

2. le equazioni dei modelli di turbolenza sono generalmente ricavate sotto l'ipotesi di viscosita
molecolare trascurabile in confronto a quella turbolenta, e quindi perdono significato nello
strato limite dove invece gli effetti molecolari divengono importanti (vedi oltre).

Allo scopo di evitare questi problemi, nella risoluzione numerica di flussi turbolenti si introduce gen-
eralmente un trattamento sintetico dello strato limite, che consente di legare i1 valori delle grandezze
nell’ultimo punto di calcolo del campo (al confine con lo strato limite turbolento) con i valori alla
parete mediante leggi ‘universali’. Diamo qui gli elementi essenziali per la comprensione di questo
trattamento.

4.1 Profili di velocita.

Consideriamo un flusso in un canale di altezza 2 h, completamente sviluppato, per cui la componente
trasversale v della velocita media e identicamente nulla, ed inoltre sono nulle le derivate di tutte le
grandezze in direzione x, fatta eccezione per la pressione. Questo flusso idealizzato risulta utile per
lo studio che intendiamo affrontare, perche nello strato limite in prossimita delle pareti sono appunto
verificate le condizioni citate (in particolare velocita diretta parallelamente alla parete) — in flusso
statisticamente stazionario.

In queste condizioni I’eq. (1.40) della quantita di moto in forma mediata, si scrive nelle direzioni
x ed y (abbandoniamo in questo caso per comodita la notazione tensoriale; assumiamo inoltre che
I'origine della coordinata y sia su una delle due pareti) come

dp It — puv')
_F S e A 4.1
Ox + dy (41)
(o o)
dy
Nella prima equazione abbiamo indicato con 7 = 71, = p(9u/dy + dv/dx) = pdu/dy lo sforzo

=0 (4.2)

molecolare di taglio (si noti invece che 711 = 2udu/dx = 0 e 129 = 2udv/dy = 0). Nella (4.2), per
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flussi a bassa velocita, possiamo trascurare p v2 rispetto a p: infatti il rapporto di questi due termini

puo essere messo nella forma (indicando con v il rapporto dei calori specifici)
g

— = 7=

p vplp

Il denominatore del secondo membro rappresenta il quadrato della velocita del suono, quindi questo

termine ha il significato di un numero di Mach della turbolenza al quadrato. Per flussi a bassa

(4.3)

velocita questo rapporto e percio sicuramente trascurabile. L’equazione della quantita di moto in ¥y
si riduce quindi a
dp
dy

indicando cioe che la pressione media e uniforme attraverso lo spessore dello strato limite. Possiamo

=0 (4.4)

quindi sostituire la derivata parziale della pressione che compare in (4.1) con una derivata totale, e
riscriverla nella forma

@ A1 — pu'v’) B
o —8y =0 (4.5)

Possiamo integrare ’eq. (4.5) tra la parete (y = 0) e la generica ordinata y:

Jo
—yd£+r—pU’v’—Tw=0 (4.6)
x

avendo indicato con 7, lo sforzo d’attrito alla parete (lo sforzo turbolento pu/v’ & evidentemente
nullo alla parete, in quanto le velocita si annullano). In particolare per y = h si ha, essendo 7 e pu'v’
nulli per simmetria (in quanto cioe du/dy = 0; per convincersi dell’annullarsi dello sforzo turbolento
si puo ricordare 'ipotesi di trasporto secondo gradiente):

dp

—h— —17, =0 4.7
I (4.7)

quindi il gradiente di pressione puo essere espresso come

dp Tw
— = - — 4.8
dx h (48)
Sostituendo nell’eq. (4.5) si ha
Tw A1 — pu'v’)
— 4 =0 4.9
L, T 9y (4.9)
ed integrando in y tra la generica ordinata e ’asse di simmetria, si ottiene 'importante risultato
_ o Y
Tt = T — puv) = 7 (1 — h) (4.10)

che mostra come la somma degli sforzi di taglio molecolari e turbolenti (indicata con 7, sforzo
totale) vari linearmente lungo l'altezza del canale. In particolare, essendo l'altezza dello strato
limite trascurabile rispetto all’altezza del canale, lo sforzo totale di taglio puo essere considerato
praticamente costante nello strato limite. Si noti come questo risultato sia indipendente da ogni
ipotesi di modellizzazione della turbolenza.



4.1. PROFILI DI VELOCITA. 43

Abbiamo osservato che lo sforzo turbolento e nullo alla parete, mentre lontano da essa e alquanto
piu grande dello sforzo molecolare, vedi (1.44). Lo strato limite puo quindi essere diviso in due zone,
una dove il 7 molecolare e prevalente, detta sottostrato laminare (nelle immediate vicinanze della
parete), ed una ove lo sforzo di Reynolds e prevalente. Tra le due si trovera una limitata zona dove
i due tipi di sforzo sono comparabili.

Trattiamo separatamente le due zone, cominciando dalla zona turbolenta dello strato limite. In essa
quindi lo sforzo totale sara dovuto quasi totalmente alle fluttuazioni turbolente, ma sara ancora molto
vicino al valore alla parete:

Tt = —pu'v) = T, (4.11)

Introduciamo per comodita di notazione la wvelocita d’attrito, definita come

u, = ﬁ (4.12)

Si noti che questa e 'unica scala della velocita che puo essere avvertita dal flusso in prossimita della
parete, il quale ovviamente non avverte i valori su grande scala della velocita, come la velocita di
massa del fluido, o la velocita sull’asse del canale. Poiche nella parte turbolenta dello strato limite
vale la relazione (risultanza sperimentale che e stata usata per valutare ¢, vedi Sez. 3.4.1)

= 0.30 (4.13)

k = 1/72 (4.14)
Cu

Quindi essa e in prima approssimazione costante entro la parte turbolenta dello strato limite (essa
varia con y ma con una scala dell’ordine di A, mentre le velocita variano con una scala dell’ordine dello
spessore dello strato limite, quindi molto minore). Allora I'eq. (1.74) dell’energia cinetica turbolenta
si riduce, in questa zona dello strato limite, a

- pu’v’gz —pe =0 (4.15)

che esprime il gia citato (vedi Sez. 3.4.1) equilibrio tra produzione e dissipazione. In questa espressione

possiamo esprimere lo sforzo di Reynolds attraverso le (4.11,4.12) come

w2l (4.16)

mentre I'ordine di grandezza di € puo essere legato a quello di k attraverso la scala delle lunghezze (3.23),
che per la (4.14) risulta essere:

—3/2
k 1
r~~-—.-+=- —+—-"1 4.17
3 ci/4 3 ( )
da cul
1w
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Se in questa espressione si introduce un’espressione di tentativo per la scala delle lunghezze, allora
diventa possibile dall’eq. (4.15) stimare ’andamento del profilo di velocita nella zona turbolenta dello
strato limite, esplicitando il gradiente di velocita ed utilizzando (4.16,4.18):
ou € Uy
— = (4.19)

oy T

Si puo innanzitutto senz’altro assumere che [* sia proporzionale alla distanza dalla parete, unica
lunghezza significativa nello strato limite; conviene esprimere questo concetto inglobando nella pro-
porzionalita tutto il denominatore della (4.19), essendo ¢, una costante. Possiamo allora porre

ci/4 r=xky (4.20)
dove la costante di proporzionalita & andra determinata sperimentalmente. Allora 1'eq. (4.19) si
riscrive:

o
o (4.21)
dy Ky
ed integrando
u 1
— = —logy + cost (4.22)
Uy K

ed esprimendo in maniera conveniente la costante d’integrazione tramite un’altra costante adimen-
sionale F si ottiene infine il profilo universale di velocita, valido nella parte turbolenta dello strato

limite:
A (£y") (4.23)
Uy K
dove
+ Y us
= 4.24
Y » (4.24)

e una distanza dalla parete opportunamente adimensionalizzata (tramite le grandezze v ed u, che
sono le sole di cui il flusso in prossimita della parete puo risentire). Per le costanti si trovano i
valori £ = 0.41 (costante di von Karman) ed £ = 9.0 (per condotti tubolari lisci; per pareti piane
lisce si puo adottare £/ = 7.4, per quanto la maggior parte dei codici di calcolo non tengano conto
di questa differenziazione) [12]. Nella parte turbolenta dello strato limite si ha quindi un profilo
semilogaritmico di velocita, con pendenza pari all'inverso della costante di von Karman.

Nel sottostrato laminare, invece, gli sforzi di Reynolds sono trascurabili, per cui dall’equazione della
quantita di moto in x si ricava un andamento lineare della velocita (legge della parete). Dalla (4.5)
si ottiene infatti, esplicitando lo sforzo molecolare e trascurando lo sforzo di Reynolds

b o
dx V@yQ

Se supponiamo dapprima che il gradiente di pressione media sia nullo, dp/dx = 0, la (4.25) da
semplicemente

=0 (4.25)

J*u
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che integrata in y da
du
dy
avendo indicato con ¢ una costante d’integrazione. Integrando una seconda volta rispetto ad y, e

tenendo conto che l'ulteriore costante di integrazione e necessariamente nulla (in quanto rappresenta
la velocita alla parete), si ottiene 'atteso andamento lineare:

= c (4.27)

u = cy (4.28)

Quando poi il gradiente di pressione media risulta essere diverso da zero, alla (4.28) occorre apportare
una correzione, la quale pero non influisce sostanzialmente sulla natura lineare del profilo di velocita,
in quanto i valori di dp/dx sono normalmente piuttosto piccoli, in flussi a bassa velocita.

Si puo verificare che per y= < 5 prevale la soluzione lineare, mentre per y* > 15 prevale quella
semilogaritmica, ed in particolare per y* > 30 il profilo di velocita praticamente coincide con quello
universale. Naturalmente quest’ultima soluzione vale solo nella parte turbolenta dello strato limite,
per cui non puo essere applicata per valori di y* superiori a circa 100.

4.2 Applicazione al modello k—e¢.

La constatazione che nella parte turbolenta dello strato limite la velocita e data da una legge univer-
sale suggerisce un mezzo per evitare di integrare le equazioni del moto nello strato limite, superando
quindi i problemi citati all’inizio di questa sezione. 1 valori di @, k, € nel punto di calcolo adiacente
alla parete (che per quanto visto deve essere posizionato in modo tale da rispettare la condizione
30 < y* < 100, approssimativamente) sono legati alla distanza y dalla parete nel modo seguente.
Notiamo esplicitamente che il trattamento adottato per lo strato limite sintetico puo differire lieve-
mente da codice a codice in alcuni dettagli. Tratteremo dapprima una forma (A) adottata p. es. in
alcuni codici di calcolo agli elementi finiti, e poi quella (B) adottata in alcuni codici alle differenze
finite utilizzanti I’algoritmo di soluzione SIMPLE.

4.2.1 Forma A.

Nella forma (A), dall’eq. (4.23), con i valori di y* e u aggiornati all’ultima iterazione, si ricava il
valore locale di u,. Tenendo poi conto che nello strato limite lo sforzo totale risulta praticamente
costante, esso si calcola come

Tiot = Tw = Puz (429)

per la (4.12). L’eq. (4.29) definisce quindi la condizione al contorno da applicare all’equazione
(mediata) per la componente della quantita di moto parallela alla parete; la componente a questa
ortogonale e evidentemente nulla:

v =0 (4.30)

Per quanto riguarda ’energia cinetica turbolenta, consideriamo che essa per I'eq. (4.13) dapprima
cresce avvicinandosi alla parete, nella parte turbolenta dello strato limite, proporzionalmente a u’v’
(vedi anche le eq. 4.11, 4.10), per poi annullarsi alla parete stessa. Essa avra quindi un massimo, che

risulta essere piuttosto largo e consente di porre la condizione al contorno per k nella forma
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Ok

dy
Infine, per il tasso di dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta, osserviamo che dalle
eq. (4.14, 4.18, 4.20) risulta

=0 (4.31)

3/4 23/2
e= 2 (4.32)
kY
Le condizioni (4.29) — con u, ricavato dalla (4.23) — (4.30, 4.31, 4.32) definiscono quindi il trattamento
sintetico dello strato limite nella forma (A).

4.2.2 Forma B.

Nella forma (B) invece il profilo universale di velocita viene riscritto esprimendo la velocita d’attrito
tramite le (4.11,4.12,4.13) come

1/2

U, = ciME (4.33)
per cui il profilo universale di velocita (4.23) si puo riscrivere nella forma
1/4 El/? 1o 1/4 El/?
u o= A log | —& Y (4.34)
K v

Per I'energia cinetica turbolenta, dalla (4.15) con lo sforzo di taglio di Reynolds espresso in funzione
di k attraverso la (4.13), si ha
R (4.35)
-~ ap0u '
oy
dove il gradiente di velocita e espresso derivando la (4.34). Per la dissipazione viscosa € si adotta
ancora la condizione (4.32).

Le condizioni (4.34, 4.30, 4.35, 4.32) definiscono quindi il trattamento sintetico dello strato limite
nella forma (B).



Capitolo 5
Flussi con galleggiamento

5.1 Ipotesi di Boussinesq.

In flussi gassosi nei quali si verificano significative variazioni della temperatura 7', la densita varia
secondo 'equazione termica di stato

p
= £ 5.1
P = 5 (5.1)
dove R e la costante del gas operativo, esprimibile come rapporto tra la costante universale dei gas
R ed il peso molecolare W:

RO

R= (5.2)

Incidentalmente, se la composizione chimica del gas operativo non e uniforme, W variera con essa,
e cosi anche R. Per flussi a bassa velocita, le variazioni di pressione risultano invece assolutamente
ininfluenti nella (5.1).

Una trattazione formalmente analoga a quella vista nei capitoli precedenti per flussi a densita costante
richiederebbe quindi di riscrivere tutte le equazioni facendo esplicitamente apparire la p variabile.
Cio e senz’altro possibile, ed adottando opportuni criteri di media [1] porta ad una semplice formu-
lazione. Tuttavia essa richiede di dare un’espressione alla media della densita, p, cioe di affrontare la
cosidetta chiusura termochimica, in aggiunta alla chiusura fluidodinamica gia ampiamente discussa.
La chiusura termochimica, tramite opportuni modelli, si rende quindi assolutamente necessaria in
flussi in cui si verificano forti escursioni di densita, e quindi tipicamenti in flussi in cui avvengono
fenomeni di combustione. In quest’ultimi, per 'effetto congiunto delle forti escursioni di temperatura
e di composizione chimica, si hanno variazioni della densita tipicamente di un ordine di grandezza.

Quando invece le fluttuazioni di densita sono contenute, si puo adottare un differente trattamento dei
termini di galleggiamento, che consente di evitare di ricorrere a modelli di chiusura termochimica.
Tale trattamento garantisce un’ottima approssimazione nei casi in cui 'escursione di densita non
superi indicativamente il valore 1.5. Esso e quindi senz’altro applicabile per descrivere il moto
dell’aria in ambienti abitativi sottoposti a moderate escursioni termiche (qualche decina di gradi
Kelvin al massimo). Questo trattamento, dovuto a Boussinesq, consta nel tener conto esplicitamente
degli effetti di galleggiamento nella sola equazione della quantita di moto, scrivendo il termine di
forza di volume nell’equazione della quantita di moto (1.2) come

P — Po
: 5.3
g (5.3)
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dove py € una densita di riferimento, che ha il significato di un valore attorno al quale si verificano
moderate escursioni della grandezza in questione. Per ’equazione termica di stato (5.1), il termine di
galleggiamento (5.3) puo essere riscritto, per gas a composizione costante, per i quali quindi p < 1/7,
come

To — T T — T
i~ —¢;——— = — 5, (T — T, 5.4
9 9% B ( 0) (5.4)
avendo definito le costanti (7 = 1,2, 3)
gi
= 5.5
b= & (5:5)
L’equazione della quantita di moto si scrive quindi, per i valori istantanei, come
8ui 8 1 ap 1 6% .
ot + Oxy, (1 i) p Ox; p Oxy B 0) ' (56)

Applicando I'operatore di media, € possibile ricavare da questa la forma mediata, che sotto I'ipotesi
di flusso statisticamente stazionario introdotta nella Sez. 1.2 risulta

aamui): Lop 10T O Gy g (T Ty i=123 ()
T

avendo adottato anche per la temperatura 1'usuale decomposizione di Reynolds nella forma

_paxi pal’k_ail'k

T =T+ T (5.8)

L’estensione dei modelli di turbolenza con chiusura sui momenti primi, descritti nel Cap. 3, a flussi
in presenza di galleggiamento, comporta due risvolti:

1. come abbiamo visto, i modelli di turbolenza della classe considerata, che possano ritenersi ra-
gionevolmente completi, utilizzano un’equazione per I’energia cinetica turbolenta &, ed un’equa-
zione per una seconda variabile, che nel caso del modello k—¢ ¢ il tasso di dissipazione viscosa ¢,
la cui modellizzazione & fortemente legata all’equazione di k stessa. L’equazione per l'energia
cinetica e stata ricavata (Sez 1.3) contraendo 'equazione per gli sforzi di Reynolds m (cioe
ponendo ¢ = j = [ e sommando rispetto a quest’ultimo indice). L’equazione per gli sforzi
di Reynolds era stata a sua volta ricavata dall’equazione per la quantita di moto. Occorre
percio valutare 1 termini aggiuntivi nell’equazione per gli sforzi di Reynolds, corrispondenti
all’introduzione del termine di galleggiamento, quindi effettuare un’operazione analoga per
I'equazione per k, ed infine studiare le modifiche da apportare alle equazioni modellate per k
ed ¢

2. poiche nell’equazione della quantita di moto mediata compare T', occorre derivare un’equazione
di conservazione per la temperatura media, e modellarne i termini non chiusi.

Questi due problemi sono affrontati nelle due Sezioni che seguono. Per quanto riguarda 1’equazione
mediata della quantita di moto (5.7), adottando l'ipotesi di trasporto secondo gradiente (3.7), e
definendo la p* secondo la (3.10), si ottiene una formula analoga alla (3.11):

0 1 op* 0 Jdu; Ju
- 7 l(V+Vt)(u+W

B, R T) = t o o, T Bz,

— e T o )] —B(T-Ty)  i=123 (59)
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5.2 Sforzi di Reynolds ed energia cinetica turbolenta.

In modo del tutto analogo a quanto visto nella Sez. 1.2, ricaviamo il contributo del termine di gal-
leggiamento all’equazione di conservazione dello sforzo di Reynolds moltiplicando il secondo membro
della (5.4), scritta per 'indice 2, per u}, ed ancora la (5.4), scritta pero per l'indice j, per u;. Come
al solito, 7 e j possono assumere i valori 1, 2, 3. Il termine che ne deriva e

— B U; (T = To) — Bjui(T — Tp) (5.10)

e decomponendo la T secondo la (5.8)

— By (T 4+ 1) = To) — Biu;[(T + T") — 1] (5.11)

Applicando 'operatore di media, e tenendo conto dell’annullarsi dei termini in cui compare una
singola fluttuazione, si ha il termine

Gij == _62' u;T’ — ﬂ]‘ u;T’ (512)
da aggiungere alla (1.68) come contributo di galleggiamento. 1’equazione per gli sforzi di Reynolds
si riscrive percio simbolicamente come

_ Quln
u
F al'k

Ricaviamo ora dalla (5.12) I'analogo termine di galleggiamento per I'equazione per I’energia cinetica

= P + Gij + ¢ — &5 + dj (5.13)

turbolenta, ponendo 2 = j = [, sommando sull’indice [ e dividendo per 2:

G = C;” = — 3T’ (5.14)

L’equazione per I'energia cinetica turbolenta assume quindi, in forma simbolica, la forma

da confrontare con la (1.74). 1l termine (G & quindi un termine sorgente dell’equazione per I'energia
cinetica, in maniera analoga al termine di produzione P; per questo e chiamato termine di produzione
per galleggiamento. L' importanza relativa dei termini di produzione P e (i e quantificata attraverso
il numero di Richardson (di flusso — indicato con I'indice f, per distinguere da un’altra definizione
che daremo piu avanti)

G w 1"
Ri, = — = BE&-m 5.16
iy P o aul ( )

PR Oy,

dove eccezionalmente abbiamo usato anche m come indice di sommatoria tensoriale.

5.3 Equazione per la temperatura media.

Per ricavare la temperatura, osserviamo che questa e legata all’entalpia dall’equazione calorica di
stato (essendo Trer una temperatura di riferimento)
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ho= /T ¢, (T)dT (5.17)

Tref

che in questa forma e valida per gas a composizione costante; essa risulta allora una funzione

h = W) (5.18)

Occorre quindi a rigore risolvere 'equazione di trasporto per I'entalpia, che per i valori istantanei si
scrive (sotto 'ipotesi di flusso a bassa velocita, e trascurando lo scambio di calore per radiazione)

Oh 0 0 ()\ 6h) (5.19)

o T oan ) = g0

Nel termine di diffusione molecolare compare il coefficiente di conduzione del calore A, anch’esso

pc, Oy,

funzione di T'. La temperatura, una volta nota h, andrebbe poi ricavata invertendo la (5.18). In realta,
nella condizioni di applicabilita dell’ipotesi di Boussinesq, I’escursione di temperatura e molto limitata
per cui e lecito assumere ¢, e A costanti; dividendo allora la (5.19) per ¢, si ottiene direttamente
un’equazione per i valori istantanei della temperatura

or 0 0 ()\ 8T) (5.20)

= %0 \oe Bu

Il coefficiente di diffusione molecolare della temperatura € A/(p¢,) ed ha un significato analogo a

pc, Oy

quello di v nell’equazione della quantita di moto, e ne ha ovviamente le stesse dimensioni. Risulta
allora spesso utile introdurre il numero di Prandtl, rapporto tra il coefficiente di diffusione della
quantita di moto e della temperatura (a volte indicato con Pr)

vpe _ ne

— — 21
o ;| ;| (5 )

che permette di scrivere il coefficiente di diffusione della temperatura come

A v
— = — (5.22)

pCp o
Per i gas (con 'eccezione dell’idrogeno), il numero di Prandtl ha valori tipicamente intorno a 0.7. Se
allora si assume o =cost, avendo assunto anche v =cost, ne segue che la (5.20) si puo riscrivere nella

forma
aT d v 0T
— —(upT) = — ——— 5.23
ot + Oxy, (1) o Ory Oy (5:23)
Mediando, otteniamo ’equazione per la temperatura media
0 — v 0T 0 ——
— (w.T) = = — K 5.24
Oz, (1) o Oxr 0xp Oz, (i 77) ( )

nella quale, analogamente a quanto accade nell’equazione mediata della quantita di moto, compare
un termine non chiuso, il cosidetto flusso di Reynolds '' u'T’. Per chiudere I’equazione abbiamo
quindi bisogno di un’espressione per questo termine. Come visto per l'equazione della quantita di

moto, possiamo ricavare un’equazione di conservazione per u.T’, nella quale compariranno tuttavia

11Gi usa la dizione di flusso di Reynolds anche per altre grandezze scalari, come entalpia e concentrazioni di specie
chimiche.
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diversi termini da modellare. Quest’approccio e seguito nei modelli con chiusura sui momenti secondi,
vedi Sez. 2.3.2. Oppure, piu semplicemente, si puo adottare I'ipotesi di trasporto secondo gradiente
per modellare direttamente il flusso di Reynolds, senza introdurre equazioni di conservazione ag-
giuntive. Il primo approccio e certo piu potente ma alquanto pit complesso e costoso (in termini
di risorse computazionali necessarie). L’approccio del trasporto secondo gradiente e percio adottato
praticamente da tutti i codici di calcolo correnti. Prima di prenderlo in considerazione, ricaviamo
tuttavia equazione per il momento secondo u! T”, che risultera utile per comprendere i limiti della
modellizzazione utilizzante la chiusura sui momenti primi.

5.4 Equazione per i flussi di Reynolds.

Riscriviamo dapprima la (5.6) manipolando il termine convettivo secondo la (1.45) ed esplicitando il
termine di diffusione molecolare secondo la (1.41,1.47)

8ui 8u2 1 ap 82ui .
= —— — B (T = T, =1,2,3 5.25
ot + Oz, p Ox; T 8:1;k Oz, B 0) ! ( )
e manipolando analogamente il termine convettivo nella (5.23)
aT aT v O*T
— = = 5.26
ot uk Oxy, o Oz Oxy, (5:26)

Per ricavare un’equazione per il flusso di Reynolds » 7", moltiplichiamo ’equazione della quantita di
moto in direzione i per 1", 'equazione della temperatura per u}, mediamo e sommiamo. Allora, il
prodotto della (5.25) per 17" risulta

. R T/ 2
POy, O o T gy =123 (527)

T =
ot k@xk p Ox; T Oz, Oxy,

e quello della (5.26) per u!

, 0T , oT v , 0T
Vg T e = Y G o (5:28)

Sommando e mediando si hanno a primo membro i seguenti termini

o + u; at (5.29)
, 6u2 , 8T
T uy, D, + ulup — D, (5.30)

il primo dei quali e nullo per l'ipotesi di flusso statisticamente stazionario. A secondo membro si
hanno 1 seguenti termini

T op

(5.31)

0%u; v 02T
T ¢ oyl 5.32
g Oz Oxp, + o i Oxy Oxp, ( )
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= B, 1 (T — Tp) (5.33)

Per esplicitare il significato dei vari termini, procediamo a manipolazioni analoghe a quelle eseguite
nella Sez. (1.2). Per il termine convettivo (5.30) si ha, adottando la decomposizione di Reynolds per

u; e .

ou! du; ou! U — ] ar’
ur T ¢ /T/ r ? o Ot 1o _
UL g T g T g, F UG i G
outT’ T 8T 8u T
Up —— T’ 5.34
L’ultimo termine puo essere riscritto considerando che
LouT dulug T T ouj,  Juluy T’ (5.35)

uk al‘k N 6:1;k ! 8xk N 8:z;k

per l'equazione di continuita (1.36). Allora il termine convettivo (5.30,5.34) complessivamente da

oulT" o O 0T oulul 1"
Uy — T’ vy : 5.36
Il termine (5.31) in cui appare il gradiente di pressione si puo riscrivere come
mop+yp) T T 0p Lopr —p o1 (5.37)
p 0x;  p Oz, p Oy p Or; '
Il termine viscoso (5.32) da
0%(u; + ul) v 82(T + 17) 02! v 02T
T i P S A oV ! — ! 5.38
g Oz, Oz, + a0 Oz, Oz, g Oz, Oz, + o Oz, Oz, ( )
Per esplicitarne il significato, consideriamo che
d ou! v, 0T’ 0%l oul o1’ v o1 v dul T’
SR T A — ! =vT ! ! — ! — 5.39
Jdzy, (V Jdzy, + o i 8:1;k) g Oz, Oz, T Oz, Oz, + UuZ Oz, Oz, + o Jzy, Oz, ( )
che permette di riscrivere la (5.38) come
oul IT" d ou!, v 8T’
— T — — 5.40
Manipoliamo 1'ultimo termine ponendo
1
R = <y + ;) (5.41)

) (5.42)

>
Il
SR
=
|
SN

per cui
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0 ou’ oT’ O*ulT! 0 ou' oT’
— N1 — — o) ul = : ) T — — u! 4
al‘k (K + ) al‘k + (K )UZ 6:1;k a 8xk 8xk + 8:z;k ( 8:z;k i 8:1;k) (5 3)

Definendo il tasso di dissipazione mista

v\ ou; 01"
o - L 5.44
“r (V + O') Oz Oz, ( )
Iintero termine viscoso si puo riscrivere come
ol d ou! ar’
— ¢ : 1) T — — u! 5.45
“r —I_ a 8:1;k 8:1;k —I_ 8:1;k ( al'k Hi al’k) ( )

dove il secondo termine ha evidentemente il significato di trasporto molecolare dello sforzo di Reynolds
(e sara quindi piccolo in confronto con I’analogo termine turbolento, che vedremo fra breve); il terzo
termine e moltiplicato per un coefficiente (5.42) che e molto piccolo per flussi gassosi (in cui come
abbiamo osservato o € prossimo ad uno), per cui puo in prima approssimazione essere trascurato in
questo contesto.

Infine, il termine di galleggiamento (5.33) da immediatamente

— BT (T+T-Ty) = —51" (5.46)

dove T & evidentemente la varianza della temperatura. L’equazione di trasporto del flusso di
Reynolds u!T" puo alfine scriversi per esteso come

_oulT ——du; ——OT p oI’ o — oulT"
o= —ut T —uwu, — - —— — e — —— |l T Oir, — : 547
e Jdzy, Y Oz, Uit Jxy  p Ox; “r Oz, (UZ wed' p L Jdzy, ( )

Possiamo interpretare i termini di questa equazione in modo analogo a quanto visto per ’equazione
per gli sforzi di Reynolds (1.68). Il termine a primo membro ha evidentemente il significato di
convezione del flusso di Reynolds. I primi due termini a secondo membro rappresentano la produzione
del flusso di Reynolds, che indichiamo con

ou; oT

1o,
— uu, —
8:1;k Tk al'k

e la produzione per galleggiamento

Gqg = — 5,17 (5.49)

Notiamo che la produzione (5.48) & dovuta tanto a gradienti di velocita media che di temperatura me-
dia. Il terzo termine a secondo membro rappresenta l'interazione pressione—gradiente di temperatura,
ed e indicato come

P a1’

¢ir = (5.50)

Il termine €;7, come citato, ha un significato di dissipazione; anticipiamo che esso e praticamente nullo
per flussi ad alto numero di Reynolds. Infine, I'ultimo termine della (5.47) rappresenta il trasporto

del flusso di Reynolds
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T

o (— oulT’
dip = — — [vul T :
= 6:1;k (UZ Y + 8xk )

In particolare, I'ultimo termine tra parentesi nella (5.51) rappresenta il trasporto molecolare, gli altri
il trasporto turbolento, preponderante come sempre rispetto al primo. In forma simbolica I’equazione
per il flusso di Reynolds si scrive allora

oulT"
U 8:; = Pr + Gir + &7 — &7 + dir (5.52)
k

Per i modelli con chiusura sui momenti secondi, il termine convettivo e quello di produzione sono
esatti, mentri gli altri devono essere modellati, eccetto il piccolo contributo a d;r dovuto al trasporto
molecolare.

5.5 Modelli con chiusura sui momenti primi

Per effettuare la chiusura dell’equazione (5.24) per la temperatura media € dunque necessario fornire
un modello per il flusso di Reynolds «!7". A tale scopo, nell’ambito della modellizzazione con chiusura

sui momenti primi, si fa ancora ricorso al modello di trasporto secondo gradiente. Riprendiamo
quindi brevemente i concetti gia stabiliti nella Sez. 3.1, specializzandoli al caso in esame, facendo
ancora riferimento ad un flusso statisticamente in un canale, nel quale sia presente un gradiente di
temperatura media in direzione y, vedi Fig. 5.1.

Le fluttuazioni della componente trasversale v della velocita indurranno spostamenti delle particelle
fluide verso il basso o verso l'alto, a seconda che siano positive o negative. L’effetto risultante
sul flusso di Reynolds dipende dal segno del gradiente di temperatura media. Consideriamo per
primo il caso in cui il gradiente trasversale del valore medio di T sia negativo (Fig. 5.1a), cioe
(0T /dy) < 0. Consideriamo una generica ordinata y, alla quale il valor medio di T sia T(y). Se
una particella fluida posta in y e spostata verso 'alto per effetto di una fluttuazione turbolenta
della velocita v’ > 0, essa si trovera circondata da particelle fluide aventi, in media, valori di T
minori di T(y), percio essa sara caratterizzata da una fluttuazione di temperatura 7" > 0 rispetto al
fluido circostante; di conseguenza risulta un contributo al flusso di Reynolds v’ 7" > 0. Se invece la
particella fluida e spostata verso il basso per effetto di una fluttuazione v’ < 0, essa sara circondata
da particelle fluide con T' > T(y), percio essa dara luogo ad una fluttuazione 7" < 0, con il risultato
che ancora v/ 1" > 0. Consideriamo poi il caso di un gradiente trasversale di temperatura media
positivo, (0T /dy) > 0 (Fig. 5.1b). Ragionamenti secondo le stesse linee mostrano che in questo caso

v 1" < 0, in entrambe le situazioni v’ > 0 e v’ < 0.
Queste osservazioni suggeriscono che il flusso di Reynolds v/ 1" pud essere tentativamente preso
proporzionale al gradiente della temperatura media, con segno opposto:

o1 =L (5.53)

dy

A differenza di quanto accade per il modello di trasporto secondo gradiente per gli sforzi di Reynolds,
le fluttuazioni di temperatura T” non contribuiscono al flusso di Reynolds, nell’ambito di questa mod-
ellizzazione. Il coefficiente di proporzionalita ha ovviamente sempre le dimensioni di una lunghezza
per una velocita, cioe le stesse di una viscosita cinematica. Risulta evidente che tale coefficiente
di proporzionalita sara legato a quello che compare nella modellizzazione dei flussi di Reynolds,
che abbiamo chiamato viscosita turbolenta ed indicato con r;. Possiamo esprimere tentativamente
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a) b)

v>0,T>0 v>0,T<0"[

v'<0,T'<0
v'<0,T>0

"

9T/9y<0 oT/9y>0

Figure 5.1: Flusso in un canale: a) gradiente trasversale di T' negativo, b) gradiente trasversale di T
positivo.

il legame citato imponendo che il coefficiente della (5.53) sia legato a v; attraverso un numero di
Prandtl turbolento, che indichiamo con oy, per cui

— v, OT

T = — T (5.54)
O ay

Questa equazione puo essere riscritta in forma tensoriale cartesiana:
Uy aT

oy Ox;

T = —

k3

(5.55)

Si noti 'analogia con I'espressione del termine di diffusione molecolare che compare nell’eq. (5.20);
inoltre si osservi che la (5.55) indica un modello di trasporto secondo gradiente lineare, cioe una
relazione lineare tra flusso di Reynolds e gradiente di temperatura. Il numero di Prandtl turbolento
e assunto costante, anche se non c’e unanimita sul valore da attribuirgli. Normalmente si assume

o = 0.7 (5.56)

ma alcuni autori preferiscono valori significativamente diversi, come per esempio o; = 0.9, mentre altri
suggeriscono di adottare valori di o; differenti per flussi piani ed assialsimmetrici. Tali discordanze
possono essere viste come un sintomo dei limiti del modello di trasporto secondo gradiente, cioe con
chiusura sui momenti primi.

Allora, con la chiusura sui momenti primi (lineare), ’equazione della temperatura media puo essere
riscritta come
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a — a 14 Vg aT
—(upT) = — || — + ) P 5.57
axk( e 1) Oz, l(a o axk] ( )
Questa equazione suggerisce un’immediata estensione dei modelli con chiusura sui momenti primi
visti nel Cap. 2.3.2 a flussi con galleggiamento. Nei modelli che usano equazioni per grandezze come

I’energia cinetica turbolenta, ed il suo tasso di dissipazione viscosa, e pero necessarie effettuare alcune
lievi modifiche.

5.6 Il modello k—¢

Nella Sez. 5.2 si e visto come gli effetti di galleggiamento facciano sorgere nell’equazione per I'energia
cinetica turbolenta (5.15) un termine (5.14). In quest’ultimo compare il flusso di Reynolds, che &
stato modellato secondo I'ipotesi di trasporto secondo gradiente come indicato dalla (5.55); il termine
di galleggiamento modellato allora si scrive

_ g 0T
G= By (5.58)

dove come al solito I'indice [ ripetuto sta ad indicare una sommatoria sulle tre componenti carte-
siane. L’equazione di conservazione dell’energia cinetica turbolenta, scritta in forma estesa analoga
alla (3.24), assume allora la forma

Ok _ 0, (8ul n 6uk) 6@ n Z/tﬂ oT _ 2 0 [(l/ n Z/t) 6k] (559)

v dee T 0w ) o oM on T ST ons o) Den

dove sono chiaramente riconoscibili, a secondo membro, i termini di produzione, galleggiamento,
dissipazione, trasporto (molecolare e turbolento).

Per quanto riguarda 'equazione per il tasso di dissipazione dell’energia cinetica turbolenta (3.37),
ricordiamo che essa e stata modellata assumendo che i suoi termini di produzione e distruzione fossero
proporzionali agni analoghi termini dell’equazione per k, moltiplicati per €¢/k ed opportune costanti
di proporzionalita. Quando il flusso e affetto da galleggiamento, occorre considerare anche il termine
(G tra i termini di produzione, per cui la forma modellata si riscrive come

W — S S S Y=ol 72 W
Oe _ Cd% ll/t (am N auxg) ouy N l/tﬂlgz;] B Cezi N 0 KV N l/t) 86] (5.60)
!

ukaixk Oxy ox; | Oxp oy k Oxy o 8791;;g

Alcuni autori [4] ritengono opportuno introdurre nel coefficiente che moltiplica il termine di pro-
duzione una dipendenza dal numero di Richardson Ry, introdotto nella Sez. 5.2. La forma suggerita
per l'equazione della dissipazione viscosa e in questo caso del tipo

vt Oxp, Ox; | Oxp oy l@xl cez ko Oxy v o./) Oz
(5.61)

Non esiste tuttavia unanimita sul valore da attribuire alla costante di modellizzazione c.3, ed anzi
diversi autori suggeriscono che essa debba essere prossima a zero. Per tali motivi, la forma (5.60) e

e

Up 75—
8:1;k

= C¢ (1 + Ce3 le)

T end

generalmente preferita alla (5.61).
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Incidentalmente, si noti che il numero di Richardson di flusso (5.16) & un rapporto che, quando i
termini P e (¢ sono espressi attraverso l'ipotesi di trasporto secondo gradiente (3.16,5.58), e dato da

oT
le N F N Ouy n oup \ Ju; (562)
ot 8:1;k 6:1;1 6:1;k

Il numero di Richardson espresso secondo la (5.62) risulta piu facile da misurare che non quello
espresso nella forma originaria, essendo ridotta ad un rapporto di gradienti. Si introduce allora un
numero di Richardson di gradiente, definito semplicemente come (traendo vantaggio dal fatto che il
numero di Prandtl turbolento e assunto costante, e per di piu prossimo ad uno)
oT
Ri, = o, (5.63)
7 du, N dup\ O '
6:1;k 8:1;, 8:z;k

Riassumendo, 'applicazione del modello k—e ad un flusso con galleggiamento implica la risoluzione

dell’equazione di continuita mediata (1.35), delle equazioni della quantita di moto nella forma (5.9),
dell’equazione per la temperatura media (5.57), e delle equazioni per I’energia cinetica turbolenta ed

il suo tasso di dissipazione viscosa nelle forme (5.59,5.60), rispettivamente. La viscosita turbolenta
e ancora data dalla (3.25), mentre il numero di Prandtl turbolento o; e generalmente preso come

stabilito dalla (5.56).
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Capitolo 6
Strato limite termico

6.1 Particolarita dello strato limite termico

Vogliamo determinare se e possibile estendere il trattamento dello strato limite riportato nel Cap. 3.4.1
al caso dello strato limite termico, cioe alla sottile regione che si forma in prossimita di una parete
solida caratterizzata da una temperatura differente da quella del fluido che la lambisce. In questa
regione si hanno elevati gradienti di temperatura, i quali richiedono di concentrarvi un gran numero
di nodi della griglia di calcolo, quindi un sensibile sforzo computazionale.

Un trattamento di questo tipo e possibile, ed e effettivamente utilizzato, tuttavia si presenta meno
affidabile di quello visto nel Cap. 3.4.1, per la differente natura dello strato limite termico. Ricor-
diamo infatti che lo studio dello strato limite ¢ stato impostato a partire dalla nozione di flusso
completamente sviluppato, tale cioe che tutte le grandezze (eccetto la pressione) variano solo nella
direzione y ortogonale alla parete solida. Questa condizione e di difficile realizzazione per lo strato
limite termico. Se infatti la parete scambia calore con il gas, la temperatura di quest’ultimo neces-
sariamente cresce, o diminuisce, nella direzione x parallela alla parete, a meno di non considerare il
caso estremamente particolare raffigurato in Fig. 6.1a, concernente un flusso in un canale in cui la
parete inferiore fornisce calore al fluido, mentre la parete superiore lo estrae dal fluido stesso in pari
entita. Quindi in generale il concetto di flusso completamente sviluppato non puo essere applicato.
Inoltre, la variazione della temperatura del fluido, sia in x che in y, indurra effetti di galleggia-
mento, con conseguenti ripercussioni sul moto del fluido, come si puo vedere dalla forma mediata
dell’equazione della quantita di moto (5.9) e dalle equazioni dell’energia cinetica turbolenta e del
suo tasso di dissipazione viscosa (5.59,5.60) (le quali ultime, determinando la viscosita turbolenta
nell’ambito di modelizzazione con chiusura sui momenti primi, influenzano ulteriormente la quantita
di moto).

Nella Sez. 6.2 deriveremo, per un caso particolare, un trattamento per lo strato limite termico.
Da quanto esposto, e dalle ulteriori approssimazioni che introdurremo, si evince tuttavia che tale
trattamento non ha la stessa affidabilita di quello esposto nel Cap. 3.4.1 per il profilo di velocita in
prossimita di una parete.

6.2 Canale a distribuzione simmetrica di temperatura

Consideriamo il flusso in un canale di altezza 2 h, vedi Fig. 6.1b, con distribuzione di temperatura
media simmetrica rispetto all’asse, con profilo di velocita completamente sviluppato. Supponiamo
che la il flusso di calore dalle parete verso il fluido (o viceversa) sia tale da mantenere il profilo
simmetrico. Allo scopo di separe il calcolo del profilo di temperatura dal campo di moto, supponiamo

59
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2Th
/]; l

a,! b)

Figure 6.1: Flusso in un canale con scambio di calore alle pareti: a) profilo di temperatura media
invariante in x, b) profilo di temperatura media simmetrico.

che le variazioni di temperatura del fluido non influenzino significativamente il campo di moto.
Quest’ultima ipotesi, per quanto esposto nella Sez. 6.1, e particolarmente drastica, e corrisponde a
trascurare del tutto i termini di galleggiamento. In queste condizioni, I’evoluzione della temperatura
media del canale, data in generale dall’equazione (5.24), € descritta nella forma

aax(UT) _ aay (”aT _ U/T/) (6.1)

Notiamo esplicitamente che tale forma non implica alcuna ipotesi di modellizzazione della turbolenza.
Possiamo moltiplicare la (6.1) per p ¢, per dare al primo membro il significato di un termine convettivo
dell’entalpia per unita di massa:
a 0 oT S
—(ul) = — [A— — e 6.2
per g @) = 5 (A5 = e o) (62)
tenendo conto della (5.22). Analogamente a quanto fatto nella Sez. 4.1, integriamo la (6.2) tra la

parete (y = 0) e lasse del canale (y = h). Alla parete le velocita sono nulle, per cui v'T" = 0;
sull’asse, per simmetria, risulta tanto d7'/dy = 0 che v/ T" = 0, per cui la forma integrata risulta

o [h__ aT
pcpa—x/o uldy = —A (ay) (6.3)
y=0

dove il gradiente di temperatura e valutato alla parete; esso e legato al flusso termico alla parete ¢,

dalla
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g = - (ZZ) (64)

che permette di scrivere la (6.3) nella forma

a
pcpa—x/o uldy = q, (6.5)

la quale evidenzia 'effetto globale del calore scambiato alla parete sull’aumento di temperatura del

fluido con . Per determinare il campo di temperatura media nel canale, T'(x,y), occorre quindi
integrare la (6.2), con opportune condizioni iniziali (all’ingresso del canale, © = 0) ed al contorno
(alla parete, y = 0, ed all’asse di simmetria, y = k). Indichiamo le condizioni iniziali come

T(0,y) = Tol(y) (6.6)

Due casi estremi di condizioni al contorno possono aversi alla parete, a seconda del problema con-
siderato. In regime di temperature imposte, la temperatura alla parete e data:

T(z,0) = T,(2) (6.7)

ed il flusso termico ne e conseguentemente determinato attraverso la (6.4). Nel caso di flusso termico
imposto, come puo p. es. verificarsi nello scambio da una termoresistenza o da una barretta di
combustibile nucleare, il flusso termico alla parete e assegnato

o= 2 () o

Sull’asse di simmetria ovviamente la condizione al contorno assume in ambedue i casi la forma

@j) ~ 0 (69)

Introducendo l'ipotesi di trasporto secondo gradiente per esprimere il flusso di Reynolds

Uy aT
o v o7 6.10
v o (6.10)

la forma modellata dell’equazione per la temperatura media (5.57) si scrive

a = a 14 Vg aT
—ul) = — |-+ — ) — 6.11
Ox () dy KU + O't) 8y] ( )
e manipolando il termine convettivo grazie all’equazione di continuita mediata
or 0 v v\ 0T
U= —|[|—+ —) 5+ 6.12
“ 9z dy Ka + O't) 8y] ( )

Ricerchiamo da questa equazione una soluzione per il campo di temperatura media T(z,y), ed
ipotizziamo che possa essere effettuata una separazione della dipendenza dalle due variabili spaziali,
nella forma

T(z,y) = X(2)Y(y) (6.13)
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dove X(z) e Y(y) sono due funzioni da determinare. Inoltre, assumiamo ancora che la dipendenza
da x sia di tipo esponenziale:

X

X(z) = exp (L) (6.14)

Questa assunzione, a prima vista molto drastica, puo trovare una parziale giustificazione nel fatto che
la scala delle lunghezze | L | alla quale corrisponde un aumento di temperatura di un fattore e, secondo
la (6.14), od un decremento se L e negativa, risulta presumibilmente molto grande rispetto all’altezza
2 h del canale, per cui I'andamento esponenziale puo in prima approssimazione essere assimilato, su
un tratto di condotto di lunghezza limitata, ad un andamento lineare. Resta comunque il fatto
che I'assunzione (6.14) e del tutto arbitraria, ed ha il solo scopo di consentire i successivi passaggi
matematici. Sulla sezione iniziale posta ad @ = 0 la (6.14) e evidentemente uguale all’unita, per cui
dalla condizione iniziale (6.6) si deduce che

Y(y) = To(y) (6.15)

e quindi la soluzione cercata (6.13) sara della forma

T(z,y) = exp (i) To(y) (6.16)

Inseriamo ora questa forma della soluzione cercata nell’equazione per la temperatura media (6.12)

m T\ — x\ d v v\ dT
— — T = —— -+ =) 1
L P (L) oly) P (L) dy KU + O't) dy] (6.17)
e dividendo per exp(a/L) si ha infine una semplice equazione differenziale in y:
uTo(y) d (1/ Z/t) dT,
= — ||l-—+ —) — 1
L dy |\o + o/ dy (6.18)

dalla cui soluzione intendiamo ricavare I’andamento di Ty con y. Separiamo ancora la trattazione
del sottostrato laminare da quella dello strato turbolento.

6.2.1 Sottostrato laminare

In questa regione la viscosita turbolenta e trascurabile in confronto a quella molecolare, per cui

la (6.18) si riduce a

ﬂTo(y) K dzTo

L o dy?

(6.19)

Ricaviamo ora il rapporto tra l'ordine di grandezza del primo e del secondo membro, considerando
che la scala delle lunghezze che compare nella derivata e dell’ordine dello spessore, che indichiamo
con ¢;, del sottostrato laminare. Possiamo allora scrivere

uTo(y)

#:OHTO of -0 o udy 6.20
KdzTo (L v T L v (6.20)

o dy?
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avendo indicato con u e T i valori rappresentativi di velocita e temperatura media. Il termine u 6;/v
ha il significato di un numero di Reynolds, valutato con una scala delle lunghezze tipica del sottostrato
laminare; esso assume quindi tipicamente valori non superiori a 5, per quanto detto nella Sez. 4.1,
vedi anche la (4.24). Il rapporto 6;/L tra lo spessore dello strato limite turbolento e la distanza L
che figura nella (6.14) e invece estremamente piccolo, per cui possiamo senz’altro trascurare il primo
membro della (6.18) rispetto al primo, e riscrivere questa equazione come

d*T,
dy?

Integrando la (6.21) si ottiene il profilo cercato di temperatura nel sottostrato laminare. Una prima

~ (6.21)

interazione da

dT
dT,O = ¢ (6.22)

ed integrando una seconda volta si ottiene

To(y) =y + ¢ (6.23)

[’andamento della temperatura nel sottostrato laminare e quindi lineare, sotto le ipotesi adottate. I
valori delle costanti di integrazione ¢q e ¢; si identificano facilmente. Per y = 0 la (6.23) da

To(0) = ¢ = T,(0) (6.24)

quindi ¢q rappresenta la temperatura di parete sulla sezione iniziale (cioe, per @ = 0 — si ricordi che
T, € una funzione di ). La costante ¢; si identifica invece dalla (6.22) che da, in virtu della (6.8)

dTo B B qw(O)

qunidi ¢; rappresenta il flusso termico sulla sezione iniziale (x = 0), diviso la conducibilita termica

A, cambiato di segno. Quindi la (6.23), che da la temperatura media sulla sezione iniziale, si scrive

. (0

To(y) = — qA( )y + T.(0) (6.26)
Alla generica ascissa x, per l'ipotesi adottata (6.13), la distribuzione di temperatura sara

T _ (@)

Tlay) = = 7y + Tul2) (6.27)

Ovviamente, la validita di tale soluzione implica che flusso termico alla parete e temperatura di
parete varino con x in modo tale g, (x) o T, (x). Questo sottolinea i limiti della soluzione ottenuta.

6.2.2 Strato turbolento

Nella regione turbolenta dello strato limite, essendo la viscosita turbolenta assolutamente prepon-
derante rispetto a quella molecolare, 1’eq. (6.19) assume la forma

uTo(y) 1 d dT
- - ¢ 2
L oy dy v dy (6.28)
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dove abbiamo preso o, costante, mentre ovviamente v; non lo e, essendo data, nel modello k—¢

da (3.25)

v o= ¢, (6.29)

Possiamo ricavare come varia v; con y osservando che dalla (4.14) e

i Ur
VE = i (6.30)
Cc

m

mentre dalle (4.17,4.20) risulta

23/2 Ky
— = 6.31
- = 5 (631)
per cui la viscosita turbolenta e esprimibile, in questa regione, come
Vi = KU,y (6.32)
e quindi varia linearmente con la distanza con la parete. Sostituendo nella (6.28)
ul , d dT
iloly) _ wuy d [ dTo (6.33)
L oy dy dy

Possiamo anche in questo caso confrontare gli ordini di grandezza di primo e secondo membro,
considerandone il rapporto

ﬂTo(y) .- s -
L _ "o 2% ) _ o2 -
&i & (L KUTTO) (L uT) (6.34)
O dy dy

dove nel secondo passaggio abbiamo considerato che o; e k sono dello stesso ordine di grandezza. Per
ricavare 'ordine di grandezza del rapporto u/u, ricordiamo la definizione (4.12) di velocita d’attrito,
dove esprimiamo la 7,, secondo la (4.8):

» h dp
w, = = -2 (6.35)
p p dz

Incidentalmente, osserviamo che dp/dz in un canale ¢ ovviamente negativo. Esprimiamo poi la
perdita di pressione nel canale mediante la formula empirica di Darcy (1.82), che in questo caso si
scrive (essendo D = 4h per flusso in un canale)

dp ,pu’ 1
— = —f— 6.36
dx / 2 4h ( )
per cul u, ¢ esprimibile come
!
U, = J;u (6.37)

ed il rapporto di velocita cercato risulta pertanto
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= ﬁ (6.38)

Poiche, come osservato nella Sez. 1.4, i valori tipo di f’ sono intorno a 0.02, la (6.38) indica che il

£ =

valore tipico del rapporto di velocita a primo membro e intorno a 20.

L’altro rapporto, é;/L, che compare nella (6.34), e invece sicuramente di molti ordini di grandezza
inferiore all’unita. Infatti, é; rappresenta lo spessore dello strato limite turbolento, che e molto sottile
rispetto all’altezza 2 i del canale. La lunghezza [ e stata definita come una lunghezza in direzione
x in cui la temperatura cresce (o decresce) di un fattore e, quindi sara senz’altro molto maggiore
dell’altezza 2 h del canale.

In conclusione, il rapporto tra l'ordine di grandezza del primo del secondo membro della (6.33), dato
dalla (6.34), e trascurabile, per cui la (6.33) stessa puo essere riscritta, con ragionevole approssi-

a ( dry
dyydy

Da questa espressione ricaviamo ’andamento della temperatura media nella parte turbolenta dello
strato limite, procedendo come al solito ad una doppia integrazione rispetto ad y. Una prima
integrazione da

mazione, come

jam)

(6.39)

dT

ossia
dT
g a (6.41)
dy y
ed integrando quest’ultima si ottiene
To(y) = ¢ logy + <o (6.42)

dove ¢ e ¢; denotano opportune costanti d’integrazione, da non confondere con quelle usate nella (6.23).
Si ha cioe un profilo semilogaritmico di temperatura media, analogamente a quanto si era trovato
per la velocita media nella Sez. 4.1. Esprimendo le costanti di integrazione in maniera conveniente,
si puo riscrivere la (6.42) nella forma consueta

pCp Uy
Guw

analoga al profilo universale di velocita (4.23); si puo facilmente constatare che anche in questo caso il
primo membro e adimensionale, ed ¢ anche indicato come T't. Il segno di ¢q,, e stato preso positivo per

(T, — To) = - log(i1y*) (6.43)

trasferimento di calore dalla parete al fluido. Le costanti d’integrazione che compaiono nella (6.43)
sono determinate mediante confronto con dati sperimentali, dal quale si deduce il valore

ko= 0.46 (6.44)

mentre la E risulta essere una funzione del numero di Prandt]l o del mezzo. Talvolta la (6.43) viene
invece manipolata esprimendo il logaritmo di y* mediante la (4.24):



66

log y© = kut — logF (6.45)

avendo indicato con ut il rapporto u/u,, da cui

log £/ — log E
T+ = " (u+ n M) (6.46)
R K
e posto
log(L/E
P — M (6.47)
R
si ha infine la forma equivalente della (6.43)
R () 4

- (vt + P) (6.48)

La funzione P dipende ovviamente dal numero di Prandtl; la forma suggerita per flusso in tubi e

g

P = 9.24 [()3/4 _ 1] [1 + 0.28 exp (— 0.007 U)] (6.49)

Oy Oy

Se invece si usa la forma (6.43), la dipendenza di E da o & esprimibile attraverso la

E = FE exp(RP) (6.50)

6.3 Conclusioni

Da quanto esposto si intuisce che il trattamento ‘sintetico’ dello strato limite termico risulta assai
meno soddisfacente dell’analogo trattamento per il profilo di velocita. Si puo anzi dire, piu in generale,
che i problemi di scambio termico con una parete sono quelli che pongono i maggiori problemi nella
modellizzazione della turbolenza.



Capitolo 7
Limiti della modellizzazione standard

7.1 Limiti nella riproduzione del campo di moto

I modelli esposti nei Capp. 2.3.2-5.6 definiscono quella che puo essere chiamata la modellizzazione
standard della turbolenza. Questa modellizzazione presenta notevoli vantaggi dal punto di vista
computazionale:

1. le equazioni di Navier—Stokes mediate conservano una forma analoga alle equazioni valide per
i valori istantanei delle grandezze, con la sola differenza che la viscosita (o diffusivita, nel
caso dell’equazione per la temperatura) molecolare e sostituita con una viscosita (o diffusivita)
efficace, somma di un termine molecolare e di un termine turbolento;

2. le equazioni per 'energia cinetica turbolenta ed il tasso di dissipazione viscosa hanno anch’esse
una forma sostanzialmente simile a quella generale delle equazioni di Navier—Stokes, pur con
I'aggiunta di termini di produzione e dissipazione, peraltro di espressione relativamente sem-
plice;

3. lassimilazione del fenomeno di trasporto turbolento ad un effetto diffusivo facilita notevolmente
la soluzione numerica, in quanto 'accresciuta diffusione tende ad ‘uniformare’ il flusso;

4. la trattazione sintetica dello strato limite, sia per quanto riguarda il profilo di velocita che di
temperatura, consente una notevole economia nel numero di nodi di calcolo necessari.

Questi innegabili vantaggi hanno determinato il largo successo di questa modellizzazione, che e
ampiamente adottata in tutte le applicazioni pratiche. Abbiamo pero avuto occasionalmente modo
di notare come alcune delle ipotesi sulle quali tale modellizzazione si basa si prestano a qualche
critica. Queste carenze si ripercuotono sulla qualita delle previsioni numeriche del campo di moto,
che in alcune situazioni si discostano sensibilmente dalle risultanze sperimentali.

Nelle tre successive sottosezioni sono analizzati alcuni dei principali limiti della modellizzazione
standard per quanto riguarda la previsione del campo di moto; nella Sez. 7.2 sono invece esaminati
i limiti attinenti alla previsione del campo termico.

7.1.1 Flussi con ricircolazione

Consideriamo ’equazione della quantita di moto mediata, nella forma in cui ancora non sono in-
trodotte ipotesi di modellizzazione (1.40); supponiamo inoltre che il flusso sia bidimensionale nella
media, e scriviamo esplicitamente la componente dell’equazione citata in direzione x

67
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Figure 7.1: Andamento delle linee di corrente a) nel flusso in un canale, e b) nel flusso a valle di un
gradino.

%(ﬂﬂ)—l_@iy(vu):_;@ix—l_p Ox p Oy dx dy

In questa equazione i termini da modellare sono le derivate degli sforzi di Reynolds

- - - 72 I
0 J 1 0p 187'1,1, N larwy ou B ou'v g (7.1)

Ju?

9 (7.2)
Ju'v’

9y (7.3)

Determineremo ora l'ordine di grandezza di questi termini, dapprima per il flusso in un canale
riportato in fig. 7.1a, e quindi per il flusso con ricircolazione a valle del gradino indicato in fig. 7.1b.

Cominciamo con il valutare I'ordine di grandezza della (7.3); se indichiamo con ' un valore caratteris-
tico della fluttuazione di velocita, dobbiamo innanzitutto considerare che I'ordine di grandezza di u/v’

e inferiore a u’

, in quanto le componenti di velocita u’ e v’ non sono perfettamente correlate, come
gia osservato nella nota 4 della Sez. 1.2, e nella Sez. 4.1, vedi in particolare la (4.13). Ad ogni modo,
nel quadro di una grossolana valutazione dell’ordine di grandezza, possiamo prendere il quadrato di
u' come una prima stima di w/v’. L’ordine di grandezza della (7.3) puo allora essere indentificato
come il rapporto tra un valore caratteristico u’ della fluttuazione di velocita, al quadrato, diviso una
lunghezza caratteristica in direzione y. Poiche la velocita media varia in direzione y con una scala
dell’ordine al piu della semi-altezza h del canale (ma in verita piu piccola di questa, specie nello

strato limite), possiamo approssimativamente scrivere una stima per difetto dell’ordine di grandezza

di questo termine come
du'v' u?
o o) ”




7.1. LIMITI NELLA RIPRODUZIONE DEL CAMPO DI MOTO 69

Per valutare Pordine di grandezza della (7.2), possiamo ancora prendere ordine di grandezza di u’?
come il quadrato di v’. La sostanziale differenza tra la valutazione dell’ordine di grandezza della (7.3)
e della (7.2) risiede tuttavia nella scala con cui la velocita varia in direzione x, che qui indichiamo
con L. Possiamo indicare quindi una stima dell’ordine di grandezza della (7.2) come

ou? u'?

In un flusso in un canale, I e molto piu grande di h, per cui l'ordine di grandezza del termine
nello sforzo normale di Reynolds (7.2,7.5) e di gran lunga minore di quello nello sforzo di taglio di

Reynolds (7.3,7.4).

Analizziamo ora cosa accade nel caso di un flusso con ricircolazione, come p. es. il flusso a valle di
un gradino indicato in fig. 7.1b. Se indichiamo con h l'altezza del gradino, e con L la ‘lunghezza
di riattaccamento’ (cioe la distanza dal gradino, nella direzione principale del flusso, in corrispon-
denza alla quale si esaurisce la zona di ricircolazione), allora le stime degli ordini di grandezza date
dalle (7.4,7.5) sono ancora formalmente valide. Tuttavia, in flussi con ricircolazione la scala del

moto medio in direzione z, che abbiamo indicata come [, non e piu molto maggiore della scala
in y, indicata come h. Per flussi ad alto numero di Reynolds, la lunghezza di riattaccamento per
un flusso a valle di un gradino piano e tipicamente intorno a 7 volte 'altezza del gradino stesso.
Quindi il termine (7.2) risulta in questo caso di un ordine di grandezza comparabile a (7.3). Ne
consegue che mentre nel flusso in un canale solo il termine nello sforzo di taglio di Reynolds en-
tra significativamente nelle equazioni del moto medio (e lo stesso avviene per flussi in tubazioni,
o comunque condotti allungati), in presenza di ricircolazione anche gli sforzi normali di Reynolds
influenzano il moto medio. Ora, abbiamo visto nella Sez. 3.1 che I'estensione dell’ipotesi di trasporto
secondo gradiente agli sforzi normali di Reynolds (3.7) non e completamente soddisfacente, in quanto
basata sull’equiripartizione (3.8). Ne consegue che i modelli sinora visti danno previsioni numeriche
caratterizzate da una sostanziale isotropia degli sforzi normali di Reynolds

u? ~ 2~ w'? (7.6)

E facile tuttavia intuire che la relazione (7.6) e alquanto approssimata, a partire dallo studio del

flusso in un canale, fig. 7.1a. Se consideriamo i termini di produzione nelle equazioni per i tre sforzi

di Reynolds normali, si ha in questo caso per u’? alla (1.65)

— Ju T du

Py = —2u? — — 2uv — ~ —2ulv — 7.7

1 Ox dy dy (T.7)

per considerazioni sull’ordine di grandezza dei due termini (essendo la scala delle lunghezze del moto
medio in « sempre molto maggiore dell’analoga scala in ), poi per v'2

— — 0v
Py = —2uv — — 202 — =0 7.8
22 u'v O v dy (7.8)
essendo la componente © della velocita media nulla nel flusso in un canale, ed infine per w'?
—_ Jw — Jw
Py = —2u’w’a—:— 2v’w’alyv =0 (7.9)
essendo w = 0 per questo flusso. Quindi, I'unica componente dello sforzo normale di Reynolds

ad avere un termine di produzione e u’?; le rimanenti componenti v? e w’? saranno comunque non
nulle grazie all’effetto dei termini pressione—deformazione ¢;; (1.66), i quali come detto nella Sez. 1.3
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Figure 7.2: Flusso a) su una lastra piana, e b) su una lastra concava.

hanno l'effetto di redistribuire direzionalmente le fluttuazioni. Si intuisce tuttavia facilmente che
tale effetto non potra essere tale da compensare totalmente 'assenza dei termini di produzione,
per cui nel flusso considerato v/ risulta sensibilmente superiore (circa il doppio, come dimostrato
sperimentalmente) rispetto alle componenti v2 e w2, In definitiva, la (7.6) risulta un’approssimazione
molto povera, per cui mentre l'ipotesi di trasporto secondo gradiente nella forma (3.7) e accettabile
per gli sforzi di taglio di Reynolds, essa lo e assai meno per quelli normali. Di conseguenza, i modelli
‘standard’ visti sinora danno previsioni accettabili quando sono applicati a flussi in cui I'importanza
degli sforzi di Reynolds normali sulle equazioni del moto medio e secondaria, come in canali, tubi,
o comunque condotti allungati; danno invece previsioni piuttosto modeste quando gli sforzi normali
entrano significativamente a determinare il moto medio, cioe in presenza di ricircolazione. Come
esempio, riportiamo che tipicamente il modello k—e prevede, nel flusso a valle di un gradino, un
rapporto L/h tra lunghezza di riattaccamento ed altezza del gradino intorno a 5, contro il valore
intorno a 7 determinato sperimentalmente.

7.1.2 Flussi su superfici non piane

| stato osservato in esperienze di laboratorio concernenti flussi su superfici non piane, che anche
una debole curvatura della superficie stessa esercita un notevole effetto sul flusso, il quale non puo
essere riprodotto nell’ambito della modellizzazione standard. Per renderci conto del perche di questo
fenomeno, consideriamo il flusso su una lastra piana, fig. 7.2a, a confronto con il flusso su una lastra
che presenta una lieve concavita, fig. 7.2b. Poiche in entrambi i casi la scala spaziale nella direzione
del moto e molto piu grande della scala in direzione normale alla parete, anche in questo caso 'unico
sforzo di Reynolds che entra in modo significativo nelle equazioni della quantita di moto mediata e lo
sforzo di taglio u/v’. Nell’ambito della modellizzazione standard, questo sforzo e modellato dalla (3.4),
che qui riportiamo
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ou  Ov
uv = — Vs (ay + 8;1;) (710)

Esso dipende quindi da due componenti di gradiente di velocita, cioe

du

bl 7.11

. (.11)
e

v

— 12

9 (7.12)

Nel flusso su una superficie piana, completamente sviluppato, la componente di velocita media nor-
male alla parete v e identicamente nulla per cui il solo contributo a u/'v’ viene dal termine (7.11),
che chiamiamo percio gradiente primario. Una stima del suo ordine di grandezza puo essere indicata
come

du U
=0(}) 713
Oy . (7.13)
essendo U una velocita caratteristica, p. es. nel flusso in un canale la velocita media sull’asse di sim-
metria, o nel flusso su una lastra piana la velocita media al di fuori dello strato limite; analogamente,
h denota una scala caratteristica delle lunghezze in y, come la semi—altezza del canale o lo spessore
dello strato limite nei due casi citati, rispettivamente.

Nel flusso su una superficie concava, fig. 7.2b, interviene invece anche il termine (7.12), del quale
cerchiamo ora di valutare 1'ordine di grandezza. Indichiamo con « I’angolo (espresso in radianti) di
inclinazione della superficie concava rispetto all’orizzontale, il quale quindi e una funzione crescente
dell’ascissa x:

a = afr) (7.14)
con

do

— 1

i 0 (7.15)

Se supponiamo che in prossimita della parete le linee di flusso abbiano un’inclinazione prossima al
valore locale di «, possiamo scrivere

v~ tanau ~ au ~ = O(al) (7.16)

dove la seconda approssimazione vale evidentemente per « piccoli, cioe per le superfici di limitata
curvatura alle quali limitiamo la presente analisi. L’ordine di grandezza della (7.11) puo essere percio

gi _ O(UZZ‘) = 0(a (Lj) (7.17)

dove nel secondo passaggio abbiamo valutato l'ordine di grandezza di da/dz come rapporto tra «

valutato come

stesso ed una scala delle lunghezze del moto medio in direzione z, che abbiamo indicato con L.
Essendo evidentemente nei flussi in questione L >> h, e considerando come detto valori di « piccoli,
I'ordine di grandezza (7.17) del gradiente (7.12) risulta evidentemente molto minore di quello (7.13)
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del gradiente primario (7.11). Chiameremo allora il termine (7.12) gradiente secondario; perla (7.10),
sarebbe quindi lecito aspettarsi che esso eserciti un’influenza quasi trascurabile sul moto medio. Le
risultanze sperimentali indicano invece che anche una lieve curvatura della superficie da luogo ad
importanti effetti sul flusso.

Per chiarire il perché di questo comportamento inatteso, € necessario analizzare in maggiore dettaglio
i meccanismi che concorrono a determinare il valore dello sforzo di taglio di Reynolds u’v’ che, come
abbiamo detto, e quello che altera significativamente il bilancio della quantita di moto mediata. Le
equazioni di conservazione per gli sforzi di Reynolds (1.68) costituiscono a questo fine un valido
strumento. Consideriamo in particolare il termine di produzione (1.65), specializzato al caso dello
sforzo di taglio di Reynolds in un flusso bidimensionale nella media

—__Ju — OJu — Jv ov
P, — —uv — — 2 — — 2L _ o == 718
2 e T oy e uv@y (7.18)
Osserviamo innanzitutto che i due termini in u/v’ hanno somma
Ju ov
el e v 7.19
b (6:1; + 8y) ( )

che risulta nulla per I'equazione di continuita mediata (1.35), scritta per un flusso bidimensionale
nella media. I termini residui danno percio
—Ou  —Ov
P, = — 2 — oy 7.20
i (7.20)

Come si vede il primo termine di questa espressione e legato al gradiente primario, ed il secondo al
gradiente secondario; quest’ultimo e evidentemente nullo per flusso su una superficie piana. Nel flusso
sopra una superficie non piana, se i livelli degli sforzi normali di Reynolds sono comparabili (7.6), come
risulta dalla modellizzazione standard, dobbiamo aspettarci che ancora il primo termine della (7.20)
sia prevalente sul secondo, per la valutazione degli ordini di grandezza dei gradienti (7.13,7.17).
Abbiamo gia osservato, nella Sez. 7.1.1, che in realta lo sforzo normale di Reynolds nella direzione
principale del moto e circa il doppio rispetto a quello nella direzione trasversale. Cio da gia una
prima indicazione che il peso del gradiente secondario di velocita, che moltiplica /2 nel termine di
produzione (7.20) (mentre il gradiente primario moltiplica v'2), & superiore a quanto previsto nella
modellizzazione standard. Ma la situazione e esaltata in modo del tutto particolare nello strato limite.
Se y indica la distanza dalla parete, possiamo sviluppare le componenti della velocita fluttuante, ad
un dato istante, secondo un’espansione in serie:

ou’ 1 (0% 9 1 (0% 3
o - = 21
’ u0+(9y)oy+2!(9y2)oy +3!(9y3)0y ! w2y
o ’ av’ 1 821)/ 2 1 831/ 3
i () vy () g (G ) e (7.22)
ouw' 1 (0% 9 1 (0w 3
r_ / - _ 2
N w0+(9y)oy+21(9y2)oy +3!(9y3)0y ! (29)

dove l'indice 0 sta ad indicare che componenti di velocita e loro derivate sono valutate alla parete,
cioe per y = (0. Osserviamo subito che le componenti di velocita alla parete sono ovviamente nulle,
per cui i termini uy, v; e w) si annullano. Per quanto riguarda le derivate prime, osserviamo che
in particolare nella (7.22) compare una derivata di v’ in direzione y, cioe uno dei tre termini che
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contribuiscono alla divergenza della componente fluttuante della velocita, che sappiamo essere nulla
per la (1.36). Possiamo allora scrivere tale derivata come

5, -~ (5),- ()

Le derivate a secondo membro sono evidentemente nulle essende derivate di componenti di velocita,

identicamente nulle su tutta la superficie, nel piano della superficie stessa. Allora anche il termine
in y della (7.22) e nullo, e le (7.21,7.22,7.23) si possono allora riscrivere piu precisamente come

au’) 1 (a%’) 5 1 (631/) 3
A L8 W A LCATA I LT I (125
(), o (5e), 7+ (55),
1 [0% 9 1 (0% 3
r_ = - 2
o= (o), (5), 26
ouw’ 1 (0% 9 1 [P 3
;o 1 kS 2
w (8y)0y+2!(6y2)0y +3!(8y3)0y+ (7.27)

Si noti che mentre u’ e w’, in base a queste espansioni, crescono linearmente in prossimita della parete
(dove, essendo la y piccola, prevalgono i termini di ordine inferiore), la componente fluttuante normale
v' presenta un andamento parabolico, con derivata nulla alla parete. Cio indica che nelle vicinanze
della parete, cioe nello strato limite, la componente dello sforzo normale di Reynolds ortogonale
alla parete, v'2, risulta alquanto inferiore alle componenti nella direzione del flusso u’2, ed a quella
ortogonale alle due precedenti direzioni, w’. In particolare, nella parte turbolenta dello strato limite,
alla quale si applica il trattamento descritto nel Cap. 3.4.1, il rapporto tra v’ e u’2 & tipicamente 1/4.
Cio fa in modo che il termine di produzione dello sforzo di taglio di Reynolds (7.22) sia molto piu
sensibile al gradiente secondario (che moltiplica u’?), rispetto al gradiente primario (che moltiplica
v"?), di quanto non risulti in base alla modellizzazione standard.

Da quanto detto deriva tra 'altro un interessante corollario. Abbiamo gia citato che, nel flusso in
un canale, il valore di u/2, sforzo di Reynolds normale nella direzione del moto medio, & tipicamente
circa il doppio del valore di v/2 e w’2. L'effetto smorzante delle pareti sulle fluttuazioni in direzione
y fa tuttavia si che w” risulti lievemente superiore a v'2.

Ritornando al flusso su lastra non piana, la sensibilita alla curvatura della superficie € poi accresciuta
da un fenomeno di auto—esaltazione. Se consideriamo il termine di produzione nell’equazione per v'2,
questo risulta in base alla (1.65)

~__0Jv —0v
Py = —2u’v’—v - 2v’2l

oz dy

dove pero il secondo termine e ancora nullo per flussi completamente sviluppati (Ju/07 = 0, w = 0)

(7.28)

in base alla equazione di continuita, questa volta ovviamente relativa ai valori mediati (1.35), per cui

P22 = —QU’U’—

ox

Da questa equazione si vede come la produzione di v”? dipenda solo dal gradiente secondario.

(7.29)

Dall’ipotesi di trasporto secondo gradiente per gli sforzi di taglio (7.10), si evince che /v’ & negativo;
il gradiente secondario (7.12) e positivo per i flussi su superficie concava esaminati, per le (7.15,7.17),
quindi nel complesso il termine (7.29) risulta positivo, cioe il gradiente secondario che si genera per
effetto della concavita della superficie tende ad aumentare il valore di v/2. Questo aumento di v’
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Figure 7.3: Flussi secondari in un condotto a sezione non circolare.

interagisce con il gradiente primario nel termine di produzione (7.20) dello sforzo di Reynolds di
taglio, che aumenta pertanto in valore assoluto, mantenendo il segno negativo. Ne consegue che
anche u/v’ crescerd in valore assoluto, mantenendo il segno negativo. Cio si ripercuote sul termine
di produzione (7.29) di v'2, che crescera ulteriormente. Questo processo di auto-esaltazione rende
il flusso molto sensibile alla curvatura della superficie. Inevitabilmente, questi effetti non possono
essere apprezzati nell’ambito della modellizzazione standard.

Il ragionamento appena esposto sembra delineare un aumento di v/2 che tende a riportare la tur-
bolenza verso uno stato isotropo. Si osservi pero che il segno di tale effetto dipenda dalla concavita
o convessita della superficie. Nel secondo caso esso tenderebbe infatti a ridurre v2, esaltando percio
I’anisotropia. Cio conferma la sensibilita del flusso alla curvatura della superficie.

7.1.3 Flussi secondari

Nel flusso turbolento in condotti a sezione non circolare, vedi p. es. la fig. 7.3, oltre al moto medio
che si sviluppa secondo 'asse x del condotto, si osservano moti medi nel piano normale all’asse del
condotto, detti flussi secondari. Tali moti non si osservano invece in regime laminare. E possibile
dimostrare [14, 15] che l'origine di tali moti ¢ legata alla differenza tra i livelli degli sforzi normali di
Reynolds trasversali, cioe del tipo v2 — w'2.
Per ricavare questo risultato osserviamo che la presenza dei flussi secondari indicati in fig. 7.3 implica
che, per I'analoga della (1.8) e la fig. 1.3, sia non nulla la componente del vettore vorticita media
nella direzione z
dw v
W, = 9y 5 (7.30)
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Per accertare le cause dell’insorgere di questa vorticita, deriveremo un’equazione di conservazione
per w;, ed individueremo i termini che svolgono il ruolo di ‘sorgente’. Partiamo dalle equazioni di
conservazione della quantita di moto mediata nella forma (1.35) ancora esente da ipotesi di mod-
ellizzazione, dove il termine di viscosita molecolare (1.41) puo essere espresso secondo la relazione
lineare (1.46), nelle direzioni y e z:

*@4_*@ — _1@4_ @‘F@ _ aﬁ _ aW + (731)
v Ay Yo T p Oy g dy? 022 dy 0z Iy '
ow Jw 1 0p P w  w o' Ow'?
TR e - - . 7.32
v@y +w82 paz—l_y(@y? + 822) dy 0z T (732)

In queste equazioni abbiamo espresso il termine convettivo facendo uso dell’equazione di continuita
mediata (1.35), ed abbiamo considerato che, sotto I'ipotesi di flusso completamente sviluppato, le
derivate delle velocita in direzione x si annullano. Per ricavare ’equazione cercata per w,, deriviamo
la (7.31) rispetto a z e la (7.32) rispetto a y, ottenendo

@@J; 825+@@+*@——3 82]3_|_ > +@ _62ﬁ_82W(733)
0z dy v@y@z 9z 9z " Vo2 T p Oy 0z g dy?0z 073 dy 0z 0z? '
@@J;WEJF@@JF* Fw 1 PP N a3w+ Pw \ P Pu” (7.30)
dy Oy v dy? Oy 0z w@y@z  pOyoz g oy3 Jy 022 Oy? oyoz

Osserviamo che in queste equazioni il primo e terzo termine a primo membro puo essere espresso
come un fattore che moltiplica

ov N ow
dy 0z
e la (7.35) e evidentemente nulla per I'equazione di continuita mediata (1.35), ricordando inoltre

I'ipotesi di flusso completamente sviluppato (676:1; =0); le (7.33, 7.34) possono dunque essere riscritte
come

(7.35)

0% 0% 1 9% v v v 9*o'w!
v +w—— = —— vV le=—mr— + — ] — — (7.36)
dy 0z 022 p Oy 0z dy*dz 023 dy 0z 0z?
Pw . Pw 1 Pw 0w v’ Pw?
ngﬂ + w@y@z B _payaz T (83;3 + 8y822) 0y Oy o (7.37)

Sottraendo la (7.37) dalla (7.36) si ottiene ’equazione cercata per la componente della vorticita media
in a:

(7.38)

Ow, 0w, (a%x am) B ) I T
oo,

! dy oz dy? + 0z2 dy 0z + Ay 92

In questa equazione possiamo riconoscere a primo membro il termine di convezione, ed a secondo
membro il termine di diffusione molecolare di w,, il quale quindi non contribuisce né a creare né a
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Figure 7.4: Sistemi di riferimento yz e yz.

distruggere vorticita; ne segue che 1'unico termine che puo agire come sorgente di vorticita e quello
nelle derivate degli sforzi di Reynolds
D*(w? — v?) 0*v'w’ 0*v'w’

Jy 0z + dyr 922

(7.39)

Queste termine dunque dipende dalla differenza degli sforzi normali w2 — v"2, come pure dallo sforzo
di taglio vw’. Dimostreremo pero ora che se la differenza degli sforzi normali & nulla, necessariamente
risulta nullo anche lo sforzo di taglio, per cui e tale differenza il reale agente che da origine ai moti
secondari. La dimostrazione si basa sulla considerazione di un sistema di assi yZ coplanare con il
sistema yz, ma ruotato di un angolo # rispetto ad esso, vedi fig. 7.4; I'asse x resta inalterato.

Le componenti di velocita v e w, riferite ai nuovi assi g e Z, sono legate a quelle nel sistema originario
dalle relazioni

© = vcosf + wsind (7.40)

A~

W = —ovsinf + w cosl (7.41)

1 sforzi di Reynolds normali 92 e w'? sono allora esprimibili in funzione degli sforzi nel sistema di
Gl st di Reynold li 02 2z 11 p bil 1§ degli sf | sist d
riferimento originario come

02 = v cos?0 + w? sin®6 + 20w siné cosd (7.42)

2 sin? 0 + w2 cos?h — 2v'w’ sinh cosh (7.43)

2,
Il



7.1. LIMITI NELLA RIPRODUZIONE DEL CAMPO DI MOTO 77

Se allora scriviamo ’analoga della (7.38), riferita pero al sistema g2, la differenza degli sforzi normali
di Reynolds, analoga a quella che compare nella (7.39), puo essere legata agli sforzi di Reynolds nel
sistema originario come

W2—0"? = w? (cos? § — sin® O)—v” (cos® O —sin? §)—4 v'w’ sinf cos = (w2 —v2) cos 20—2 v'w' sin 20
- (7.44)
Allora, se ipotizziamo che la differenza w? — ¢ risulti nulla per ogni valore dell’angolo di rotazione

6, la (7.44) indica che necessariamente deve aversi

v'w' = 0 (7.45)
Quindi, la condizione essenziale che deve verificarsi affinche nell’equazione della vorticita medi-
ata (7.38) vi sia un termine sorgente &
w? — v? £ 0 (7.46)
cioe che 1 due sforzi normali di Reynolds perpendicolari all’asse del condotto siano diversi tra loro.

Nei modelli con chiusura sui momenti primi, lineari, gli sforzi normali in questione sono dati dalla (3.7)
nella forma

- ov 2
U/2 = — 2 Vy aiy —|— g k (747)
— ow 2

2= _9, Zk 4
w v + 3 (7.48)

A questo punto, osserviamo che I'unica componente di velocita media sicuramente non nulla nel
flusso sotto esame e quella in direzione z, cioe uw, e quindi gli unici gradienti sicuramente diversi
da zero sono quelli della u nelle direzioni y e z (quello in = e ovviamente nullo per l'ipotesi di
flusso completamente sviluppato). I modelli con chiusura sui momenti primi, lineari, ammettono

quindi una soluzione in cui v e w sono identicamente nulli, di conseguenza le (7.47,7.48) danno
v = w2, e pertanto il termine sorgente nell’equazione della vorticita media in x & effettivamente
nullo, coerentemente con il fatto che v = w = 0. Questo implica che, se una soluzione numerica viene
calcolata a partire da una sezione iniziale sulla quale non si verificano moti secondari, tali moti non si
svilupperanno per tutta la lunghezza del canale. In altre parole, la condizione di flusso unidirezionale
(solo la componente di velocita media in direzione x diversa da zero) e una soluzione ammissibile
delle equazioni del moto mediate, sotto I'ipotesi di trasporto secondo gradiente, lineare, per cui essa
e la soluzione risultante. Questo spiega la constatata incapacita della modellizzazione standard di

rendere ragione della presenza di flussi secondari in condotti a sezione non circolare.

Accanto ai limiti citati, la modellizzazione standard presenta altre limitazioni nella riproduzione del
campo di moto, alle quali pero dedichiamo solo un accenno in quanto non direttamente inerenti al
tema di queste note. Un esempio e il moto in un sistema di riferimento non inerziale, che puo essere
per esempio di interesse nello studio delle turbomacchine. In questo caso infatti e conveniente studiare
il moto del fluido in un sistema di riferimento solidale con la pala, quindi ruotante, in modo da poter
applicare le condizioni al contorno con (relativa) facilita; in questo sistema sul fluido agiscono forze
fittizie. I modelli standard non risultano in grado di riprodurre gli effetti che queste generano sul
tensore degli sforzi di Reynolds. I modelli standard danno inoltre previsioni molto modeste in flussi
con swirl.
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Figure 7.5: Canale con distribuzione simmetrica di temperatura media: profili trasversali ed assiali
di temperatura media.

7.2 Limiti nella riproduzione del campo termico

La modellizzazione standard manifesta notevolissimi limiti nella previsione del campo termico. Le
due successive sezioni riportano i principali.

7.2.1 Trasporto non secondo gradiente

Abbiamo osservato nel capitolo 5.6 che la nozione di flusso completamente sviluppato non puo essere
applicata al campo di temperatura in un canale, tranne il caso estremamente particolare raffigu-
rato nella fig. 6.1a. Se, piu realisticamente, prendiamo in considerazione il canale con distribuzione
simmetrica di temperatura raffigurato in fig. 6.1b, constatiamo che si hanno gradienti di temper-
atura media tanto in direzione z che in direzione y. La situazione e esemplificata in fig. 7.5 la quale
mostra, oltre ai profili trasversali di tempe+ ratura media gia riportati nella fig. 6.1b, il profilo di
temperatura media sull’asse del canale. Si nota immediatamente che il valore (assoluto) del gradi-
ente di temperatura in x e di gran lunga inferiore a quello del gradiente in y; nel caso raffigurato,
il gradiente assiale (in direzione x) € oltre 50 volte inferiore al gradiente trasversale. In effetti, nella
maggior parte delle applicazioni a flussi in condotti, il gradiente assiale e tipicamente di due ordini
di grandezza inferiore a quello trasversale. Se applichiamo al campo termico l'ipotesi di trasporto
secondo gradiente (5.55), dobbiamo allora aspettarci che il flusso termico turbolento in direzione
assiale, il quale & proporzionale (a meno del fattore pc,) al flusso di Reynolds w/'T”, che per la (5.55)
¢ a sua volta proporzionale a 91 /0x, risulti trascurabile rispetto a quello in direzione trasversale,
proporzionale a v'T”7, quindi a 9T /dy. L’esperienza dimostra invece che il flusso termico turbolento
in direzione assiale e in generale addirittura maggiore che non quello in direzione trasversale; si ha
cioe un fenomeno di trasporto non secondo gradiente.

Una spiegazione di questo comportamento inaspettato puo essere desunta dall’analisi delle equazioni
per i flussi di Reynolds (5.52). In esse compare a secondo membro un termine di produzione Py
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dato dalla (5.48), oltre ad altri termini che richiedono modellizzazione. Si noti che in questo termine
compare un contributo dovuto al gradiente di velocita media, oltre che quello dovuto al gradiente
di temperatura media. Specializziamo la (5.48) al caso considerato di flusso bidimensionale nella
media, con profilo di velocita completamente sviluppato (v =w = 0, du/dx = 0). Le componenti di
produzione di w/T" e v'T" risultano rispettivamente

—__9Ju 0T _—_oT
s N AN ) W)
Pir = —oT Iy u 9 u'v ay (7.49)
or 0T
PZT = — u’v’ % — U/2 aiy (750)

Nella (7.50) il termine dovuto al gradiente di velocita media si annulla, essendo la componente v
identicamente nulla in questo flusso. Esso invece compare nella (7.49), nel primo termine a secondo
membro, dove figura 'importante contributo del gradiente di velocita media in direzione normale alla
parete, particolarmente elevato nello strato limite. Dobbiamo percio aspettarci che questo termine
contribuisca notevolmente alla produzione del flusso di Reynolds assiale u/T”. Anche senza considerare
il ruolo degli altri termini che compaiono a secondo membro della (5.52), & intuitivo concludere che il
valore assoluto di u/1" sara sensibilmente maggiore di quello di »’1”, in modo particolare nella parte
turbolenta dello strato limite. Questo rende conto del comportamento riportato sopra, assolutamente
non riproducibile con la modellizzazione standard.

Quanto detto ha anche due ulteriori ripercussioni sul trattamento dello strato limite. In primo
luogo, nel derivare il profilo di temperatura media nella parte turbolenta dello strato limite, abbiamo
utilizzato 'ipotesi di trasporto secondo gradiente (5.55); i limiti appena visti pongono ulteriormente
in dubbio I'attendibilita del trattamento delineato nella Sez. 6.2. In secondo luogo, la sensibilita del
termine di produzione (7.49) al gradiente di velocita media, il quale come noto e particolarmente
elevato nello strato limite, sottolinea I'importanza di un accurato trattamento dello stesso.

7.2.2 Effetto del galleggiamento sui flussi termici
Dall’equazione (5.52) per il flusso di Reynolds, che qui riportiamo
 oaT
u
F al'k

risulta che la varianza della temperatura 772 ha un effetto diretto sul bilancio di tale flusso attraverso
il termine di galleggiamento

= Pr + Gitr + ¢ — &7 + dir (7.51)

Gip = — B;T"? (7.52)

Se l'asse 1 e diretto verticalmente verso 1’alto, il galleggiamento risulta allora in un contributo (al-
gebrico) positivo al bilancio del flusso di Reynolds, essendo in questo caso f3; negativa per la sua
definizione (5.5). Cio lascia intravedere un importante effetto del termine di galleggiamento sul
trasporto turbolento di calore, il quale non ¢ in alcun modo tenuto in conto nella modellizzazione
standard. Dobbiamo percio aspettarci che questa modellizzazione dia previsioni particolarmente
modeste del campo termico in situazioni in cui i termini di galleggiamento siano importanti, e quindi
particolarmente in condizioni di convezione naturale.
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Capitolo 8
Modelli nonlineari con chiusura sui
momenti primi

Da quanto esposto nelle Sezz. 7.1.1-7.1.3, si evince che la principale limitazione dei modelli standard
nella previsione del campo di moto deriva dalla sostanziale isotropia degli sforzi normali di Reynolds
che risulta dalla relazione costitutiva (3.7). La strada maestra per superare questa limitazione e
anch’essa implicita in quanto esposto nelle Sezz. 7.1.1-7.1.3, e consiste nell’adottare un livello di
chiusura superiore, in cui sono risolte direttamente equazioni di conservazione per i momenti secondi,
cioe gli sforzi (ed i flussi) di Reynolds, nelle quali comunque alcuni termini devono ancora essere
modellati. Adottare questo livello di chiusura implica pero la rinuncia ai fondamentali vantaggi dei
modelli con chiusura sui momenti primi, elencati all’inizio della Sez. 7.1. Va notato, da un punto di
vista pratico, che la dimestichezza acquisita dagli utilizzatori di codici di calcolo con il modello k—e
li spinge ad una forte resistenza ad adottare modelli di turbolenza radicalmente diversi.

Queste motivazioni hanno spinto diversi ricercatori ad investigare la possibilita di apportare miglio-
ramenti ai modelli con chiusura sui momenti primi, senza stravolgerne la struttura e le modalita
operative. Il filone piu consistente di questa ricerca si e indirizzato verso la possibilita di sostituire
la relazione costitutiva che esprime gli sforzi di Reynolds secondo I'ipotesi di trasporto secondo gra-
diente lineare (3.7), con una relazione nonlineare, ed in particolare polinomiale. Si cerca percio di
esprimere gli sforzi di Reynolds come una funzione polinomiale nei gradienti di velocita; al solito,
occorrera anche indicare una scala delle velocita ed una scala delle lunghezze caratteristiche, che per
quanto detto nel Cap. 2.3.2 puo essere fatto attraverso I'energia cinetica turbolenta k ed il suo tasso
di dissipazione viscosa €.

Sotto opportune ipotesi, Shih [16] ricava la forma piu generale possibile che tale relazione puo as-
sumere. Indicando con ay, ay, ..., aqy opportuni coefficienti (costanti, o anche funzioni) ed adottando
come indici di sommatoria tensoriale &k, [, m ed n, questa risulta essere del tipo
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(8.1)
In questa espressione, la prima riga corrisponde al modello k—¢ lineare, se «; ¢ preso pari a c,; 1
termini in «y, a3 ed a4 sono quadratici nel gradiente di velocita; 1 termini in a5 ed ag sono cubici;

i termini in a7, ag ed ag sono del quarto ordine; il termine in a9 € del quinto ordine, ed infine i
termini in aq; e del quinto ordine.

Come si puo intuire, 'individuazione dei coefficienti as, as, ..., ay; € compito estremamente arduo;

finora sono stati sviluppati solo modelli quadratici e cubici, che sono rispettivamente riportati nelle
Sezz. 8.1 e 8.2.

8.1 Modello k—¢ quadratico.

Un modello quadratico ¢ stato proposto da Speziale [17]. Prima di esaminarne la forma, occorre
porre alcune premesse. Il tensore gradiente di velocita media puo essere scisso in una componente
simmetrica ed una antisimmetrica
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L 8:1;1 81}2 81'3 _
I jzaal 8ﬂl_+ g 8ﬂl_+ dus 7 I 0 Jup  Juy Juy  Jus ]
8:1;1 81'2 8:1;1 81'3 8:1;1 81}2 81'1 81}3 6:1;1
gm0 On Ou | L Gn 0 Om O
N 2 8:1;1 8:1;2 8:1;2 61?3 8:1;2 2 6:1;1 8:1:2 61?3 8:1;2
Jus  OJuy  Jus  Juy 2§@§7 Jus  Jur Jus  Ouy 0
L 8:1;1 81'3 81'2 81'3 81'3 _ L 8:1;1 81’3 81’2 81’3 _
(8.2)
che puo essere scritta piu concisamente in forma tensoriale
= — D *QZ" .
5o, = 25 T 5% (8.3)
avendo ovviamente posto
ou; 6@
o= it
S] 6:@ + 81}2 (8 )
ou;  Ou;
Q,; = L L .

Ricordando quanto esposto nella Sez. 1.1, vedi fig. 1.3, si riconosce facilmente che le componenti non
diagonali di S;; sono responsabili di una deformazione di taglio dell’elementino di fluido, mentre quelle
diagonali di una deformazione lineare. Le componenti non diagonali di §);; sono invece responsabili
di una rotazione dell’elementino, mentre quelle diagonali ovviamente non hanno effetto alcuno. Il
tensore S;; (anzi, a rigore %Sij) e percio denominato tensore di deformazione, mentre €);; (a rigore

%sz) ¢ percio denominato tensore di rotazione.

Con queste posizioni, l'ipotesi di trasporto secondo gradiente, lineare (3.7), puo essere riscritta come

9
u;u; = — U Sij + g k 52']‘ (86)
Il modello di Speziale adotta invece una relazione costitutiva quadratica, nella forma
T 2
uiuj == —l/tSZ']‘ + *k&ij —
k dS;; I, o
— — | S Sk + 2u 28 28, L —
Cq Vy - EOk; T 27U Dz, kj D, k P (8.7)
525 08y ou;
— = Sun Sim + 2up —— — 45—
3 ( Im Olm + 27Uy Dz, kl B

con k, [, m come indici di sommatoria. Nell’espressione (8.7), la viscosita turbolenta e ancora definita
come nel modello k—e lineare
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0o

k
vy = CM — (88)
€
con
¢, = 0.09 (8.9)
La costante aggiuntiva del modello ¢ invece determinata come 12
cqg = 0.0756 (8.10)

Per quanto riguarda le equazioni per k ed €, esse devono essere modificate nei termini di produzione.
Per la prima si ha ancora

oy
P = —uu) —
8:1;k

ma lo sforzo di Reynolds deve ora essere espresso secondo la (8.7). Nell’equazione per € il termine di
produzione

(8.11)

€
Cel EP (812)

deve anch’esse essere espresso tenendo conto di quanto osservato per la (8.11).

La forma (8.7) e ricavata da Speziale imponendo che essa risulti formalmente indifferente ad una
trasformazione di coordinate del tutto generale, comprendente cioe una traslazione ed una rotazione,
funzioni del tempo, nel caso limite di turbolenza puramente bidimensionale (cioe con fluttuazioni in
due sole direzioni coordinate). Pur non potendo entrare in questo contesto nei dettagli del problema,
osserviamo che in generale il tensore degli sforzi di Reynolds non e indifferente ad una trasformazione
di coordinate, ma lo diventa [18] per turbolenza bidimensionale. Perche sia rispettata questa pro-
prieta, e allora necessario che il modello quadratico sia costruito a partire da funzioni indifferenti
alla trasformazione, per turbolenza bidimensionale; si puo dimostrare che il tensore di deformazione
rispetta questa proprieta, come pure il termine del tipo

- 85” ou; 6@
Ug N - Sk]aixk - Sklaixk

(8.13)

che compare nella (8.7).

Accenniamo ora a come questo modello riesce a rimediare ad alcune delle piu evidenti deficienze del
modello lineare, prendendo come esempi il flusso in un canale, ed il flusso in un condotto a sezione
non circolare.

8.1.1 Flusso in un canale

Per il flusso completamente sviluppato in un canale, tutte le derivate in = delle grandezze medie
(eccetto la pressione) risultano nulle:

9
ox

12 Nella forma originale del modello figura in realti una costante cp, la quale risulta legata alla c; che compare
nella (8.7) dalla relazione ¢g = ¢, cp /2. Inoltre, la (8.7) é limitata ai flussi statisticamente stazionari qui considerati.

=0 (8.14)
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Inoltre, 'unica componente di velocita media non nulla e quella in direzione x, per cui per le altre si

ha

v=w=0 (8.15)
Dalla definizione (8.4) di 5;; si ha allora
St = Sy = Sz3 = Si3 = Sz = Sz = Sz =0 (8.16)
Le uniche componenti di S;; diverse da zero sono pertanto
du
512 - 521 - 87 (817)
¥

Possiamo ora in particolare specializzare al flusso considerato i termini che compaiono nella com-
ponente quadratica della (8.7), per sforzi normali; la componente lineare e evidentemente nulla per

i = j a causa della (8.16). Per le (8.16,8.17) si ha quindi

N\ 2
Stm St = Sty + S5, = 2 (a“) (8.18)
dy
Per le (8.14,8.15) si ha
s,
G = 0 (8.19)
Skjaixk = 52]871‘2 (820)
6@ _ 6@
Sklaixk = Sy D, (8.21)
e per la (8.16)
_ ISy _
o = 0 (8.22)

Facendo uso delle (8.14,8.15,8.16,8.17) si ottiene infine

_ _ _ . 2
ou, ov ou ou (8u) (8.23)

Sklaixk = 51287:1; +52187y = Szlfy =

Per lo sforzo normale in direzione assiale si ha allora
2. k[ (ou\’ A ou\’ ou\’
2= —f — - — ] -4 —] — = 2= -4 8.24
R R {(934) (934) 3 [ (934) (934) (824)

2 k(0w
u? = gk + ;cd l/t% (ZZ) (8.25)

ossia

Per lo sforzo normale in direzione trasversale si ha invece



86

Ao {G) PG @ e

25k {om)’
v = —k — §cdl/t% (aZ) (827)

ossia

Per lo sforzo normale in direzione ortogonale alle precedenti si ha infine
2 Ef 1], (0w’ ou\”
2 — | _ — 4 =2 == — 4 | — 8.28

22 & (ou)?
w? = gk — gcdl/t% (g:) (8.29)

Il modello quadratico riesce quindi, almeno in questo semplice caso, a riprodurre abbastanza real-
isticamente I’anisotropia del tensore degli sforzi di Reynolds, risultando w2 > w2 > v/, essendo la
costante ¢g positiva (8.10). Si noti inoltre che la somma delle (8.25,8.27,8.29) & ancora uguale a 2 k,
soddisfacendo percio una condizione essenziale. Si puo invece facilmente constatare che lo sforzo di

ossia

taglio di Reynolds resta inalterato rispetto al modello standard:

% (8.30)

8.1.2 Flusso in un condotto a sezione non circolare

Consideriamo ora il flusso in un canale a sezione non circolare. Supponiamo al solito il flusso com-
pletamente sviluppato, per cui tutte le derivate in a delle grandezze medie (eccetto la pressione)
risultano nulle:

0
— =0 8.31

9 (8.31)
Anziché derivare la configurazione di flusso che si stabilisce in base al modello quadratico, ricaveremo
i valori che gli sforzi di Reynolds normali v/ e w'? assumerebbero sotto lipotesi che non st verifichino
moti secondari, allo scopo di dimostrare che tale ipotesi non puo essere valida (una dimostrazione

per assurdo). Assumeremo percio ancora che

v=w =0 (8.32)

per cui
Sll — 522 — 533 — 523 — 532 — 0 (833)
512 — 521 — @ (834)
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9
Siz = Sz = aizf (8.35)

Per gli sforzi normali, il termine che compare nella parte lineare della (8.7) risulta chiaramente nullo
sotto l'ipotesi avanzata, vedi la (8.32). Per i termini che compaiono nella componente quadratica

della (8.7) risulta, per le (8.33,8.34)

N\ 2 N\ 2
Stm Sty = Siy + S5, + Sty + S5 = 2 Ou + Ou (8.36)
dy 0z
Per la (8.31), e sotto I'ipotesi (8.32) si ha ancora
08y
e poi
ou; ou; o,
Skjaixk = Szjaixz + 53 D (8.38)
du; du; du;
Spi — = Sy~ + Sg; 2 8.39
k al’k 2 81'2 + ? 81'3 ( )
Per la (8.33) risulta ancora
o5
Ug e, 0 (8.40)
Facendo infine uso delle (8.31,8.32,8.33,8.34) si ottiene
o, v ou Ow ot ot ou ou\’ ou\’
Sklaixk = 51287:1; -|-521a*y -|-S13% + 531$ = 521@ ‘|‘S31$ = (ay) + (az) (8.41)

Per lo sforzo normale di Reynolds in direzione y si ha allora
2 E | (ou\? 1 gu\®  [ou\’ g\’ [ou\?
2o 2 _ r il B il il _ il .
R . {(ay) 3 [2 ((ay) ¥ (a)) 1 ((ay) ¥ (a) (5.42)

N Elos (o)’ 2 [ou\®
12 _ o - .
v'? = 3k +cavi - [ 3 (ay) 3 (82) ] (8.43)

Per lo sforzo normale di Reynolds in direzione z si ha invece

8 P -9 ()

ol | oF

w's = g%—cdl/t
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2 Elo2 fou\® 5 [(ou\’
122 _ o _ .
w? = 3k + Ca vt~ [ 3 (ay) 3 (82) ] (8.45)

La differenza w? — v"2, che come abbiamo visto compare nel termine sorgente della vorticita media
in direzione z, risulta allora in generale non nulla:

- N2 N2
w? — v? = cdl/t]z [(ZZ) — (ZZ) ] (8.46)

Piu precisamente, tale differenza e nulla solo sugli assi di simmetria diagonali del condotto, riportati
in fig. 7.3; in ogni altro punto della sezione essa e non nulla, per cui il modello riesce effettivamente a
rendere conto di una produzione di vorticita media, e I'ipotesi di semplice flusso unidirezionale (8.32)
risulta percio evidentemente inapplicabile. Il modello quindi e realmente in grado di prevedere
I'insorgere di flussi secondari.

8.1.3 Potenza del modello

E interessante, giunti a questo punto, individuare in cosa risiede la maggiore potenza del modello
quadratico rispetto a quello lineare. A questo scopo, partiamo da considerazioni di puro carattere
matematico sulla natura della relazione che lega gli sforzi di Reynolds ai gradienti di velocita, cioe
quella che abbiamo chiamato la relazione costitutiva.

Supponiamo di voler tentare di esprimere gli sforzi di Reynolds come funzione dei gradienti di velocita,
oltreché di due parametri che indichino le scale della velocita e delle lunghezze delle fluttuazioni,
introdotte nella Sez. 3.1; per le (3.14,3.23), queste possono essere espresse tramite 1’energia cinetica
turbolenta k& ed il suo tasso di dissipazione viscosa €. Adottiamo cioé tentativamente una relazione
del tipo

i, = f@mk) (3.47)

dove gli indici m ed n a secondo membro sono liberi di variare tra 1 e 3. La forma della relazione (8.47)
dovra soddisfare alcune condizioni. Innanzittuto, le dimensioni del secondo membro dovranno essere
ovviamenti uguali a quelle del primo membro. In secondo luogo, la forma della relazione (8.47) dovra
essere tale da garantire 'invarianza rispetto al sistema di coordinate; cio richiede che gli indici mute
(ossia, non implicanti sommatoria) che compaiono a secondo devono essere gli stessi che compaiono
a primo membro. Se, come primo tentativo, assumiamo che la (8.47) sia lineare, allora essa potrebbe
per esempio assumere la forma

Ju;
6:1; J

Essa soddisfa la condizione sulle dimensioni se il coefficiente di proporzionalita a; ha le dimensioni

. = o (8.48)

/,
J

di una velocita per una lunghezza, condizione verificata se risulta

EQ
ap X — (8.49)

€

Inoltre, essa soddisfa certamente la condizione di invarianza rispetto al sistema di coordinate. Si puo
) p p
pero facilmente verificare che quest’ultima condizione e ancora soddisfatta se assumiamo la forma
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wpu, = o (gz; + gz) = a1 .5 (8.50)
ancora lineare rispetto ai gradienti di velocita. Gli indici ¢ e 7 a primo membro possono infatti
essere scambiati senza alterarlo, e lo stesso risulta vero per il secondo membro. Questo modello, pur
accettabile dal punto di vista formale, non e pero soddisfacente dal punto di vista fisico, perche come
detto nella Sez. 3.1 porterebbe ad avere sforzi di Reynolds normali di segno dipendente dal gradiente
di velocita, ed inoltre con somma sulle tre direzioni coordinate nulla, anziche pari a due volte I’energia
cinetica turbolenta k. Per ovviare a questo inconveniente aggiungiamo ancora un termine in k, s1 da
avere

/
u;u

2
Se il fattore di proporzionalita oy e identificato con la viscosita turbolenta vy, cambiata di segno,
la (8.51) risulta completamente equivalente all’ipotesi di trasporto secondo gradiente (3.7).

Cerchiamo ora di adottare una forma quadratica, aggiungendo a secondo membro della (8.51) termini
quadratici nel tensore delle deformazioni. Potremmo allora adottare tentativamente la forma

/
(7

9
== *k&ij + q Sij + (e %) 52 (852)

/4 .
J 3 ij
la quale certamente soddisfa la condizione di invarianza rispetto al sistema di riferimento. Non risulta

pero soddisfatta la condizione che la somma degli sforzi di Reynolds normali sia uguale a zero, in
quanto la somma dei termini quadratici ad essi relativi risulta

our\? o\’ ouz\?
2 2 2 . 1 2 3
am (SH + S5, + 533) = day [(m:l) + (a@) + (axS) (8.53)

la quale in generale non e nulla. Per eliminare questo inconveniente basta introdurre un termine

sottrattivo al contributo quadratico, il quale si attivi solo per sforzi normali, cioe per ¢ = j; otteniamo
percio la forma

2 1
Wi = SR+ an Sy + [sfj — 5 (S 8%, 5%) 5] (8.54)
Rimane infine da soddisfare la condizione di consistenza dimensionale, per cui as dovra essere del
tipo

ES
-~ (8.55)

Qg X

Cio spiega perche il termine quadratico del modello di Speziale (8.7) sia moltiplicato, oltre che per
coefficiente adimensionale, per v; k /€.

La forma (8.54), ancorche allincirca la piu semplice proponibile a livello quadratico, non e la sola
possibile. Possiamo ad esempio adottare un’espressione del tipo

2 1
u;u; = gk&w + o Sij + as (Szk Sk]‘ — gSkl Skl 52]) (856)
dove al solito k£ ed [ sono indici di sommatoria; si osservi, incidentalmente, che Si; .Sy e cosa di-
versa dalla somma dei quadrati delle componenti diagonali del tensore di deformazione che compare

nella (8.54), essendo
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SpSu = Si + S5, + S3, + 2857, + 28k + 255 (8.57)

L’espressione (8.56) soddisfa ancora la condizione di invarianza rispetto al sistema di coordinate; si
riconosce facilmente che essa rappresenta una parte del contributo quadratico nella (8.7). Il termine
Sir Sy fa si che lo sforzo di Reynolds u}u/ non dipenda piti solamente dai gradienti du;/dx; e du; /D,

ma da tutti i gradienti del tipo du,/dxy, e Ouy/dx;, con k che assume i valori 1, 2, 3.

Vediamo quale implicazioni questo comporta p. es. nel caso di flusso in un condotto a sezione non
circolare. Per omogeneita con la trattazione della Sez. 7.1.3, adottiamo notazione cartesiana esplicita.
Si puo allora facilmente verificare che gli sforzi normali v2 e w2 nella forma lineare (8.51) hanno
un’espressione del tipo

v2 = f(Si1, 822, a3 £, ) (8.58)
w? = f (S, S, Sas; b, ) (8.59)
Se assumiamo che il flusso sia completamente sviluppato (0/dx = 0, quindi S;; = 0), ed inoltre

ipotizziamo che non vi siano flussi secondari (v = w = 0, quindi S;3 = S33 = 0), la dipendenza dai
gradienti di velocita viene a cadere nelle (8.58,8.59), per cui rimarra solo il termine 2 k/3 della (8.51),
cioe si ha v”2 = w2 ed il modello non & quindi in grado di prevedere I'insorgere di flussi secondari,
per quanto detto nella Sez. 7.1.3. Se invece adottiamo la forma quadratica (8.56), le espressioni per

2

gli sforzi normali v/ e assumono la forma

v? = f(5117522753375127523;275) (8.60)

w? = f(5117522753375137523;275) (8.61)

Per flusso completamente sviluppato, se anche assumiamo (per assurdo) che non vi siano moti
secondari per cui Szs = 0 (oltreche Si; = Szy = Ss33 = 0 come gia osservato), le (8.60,8.61) prendono
la forma

v2 = f(Siak.e) (8.62)
w? = f(slg;z,z) (8.63)
dove Sy, = 0Ju/dy e Si3 = 0Ju/dz sono sicuramente diversi tra loro e diversi da zero (eccetto

che sugli assi di simmetria). Risulta pertanto v/? # w2, e sussiste quindi un termine sorgente
nell’equazione (7.38) per la vorticita media in direzione x, per cui si stabiliscono in ogni caso moti
secondari, contrariamente all’ipotesi avanzata.

Da quanto detto risulta percio che adottare espressioni nonlineari consente una maggiore flessibilita
del modello. Speziale poi aggiunge nel suo modello quadratico (8.7) anche un termine del tipo

852']‘ ou; 6@ 52']‘ 05y ou;

in quanto esso ha le stesse dimensioni del termine precedentemente visto nella (8.56); il termine tra

2u

parantesi quadre ha evidentemente il compito di non alterare la somma dei tre sforzi di Reynolds
normali. Si osservi pero che mentre il termine
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du; o
— 28— — 285, 8.65
e anch’esso quadratico nel gradiente di velocita, il termine
2u K 8.66
™ (8.66)

e invece il prodotto di una velocita per una derivata seconda di componenti di velocita. Il modello
di Speziale quindi si discosta in realta dalla formulazione generale di modello nonlineare, vedi p. es.
la (8.1).

Altri modelli quadratici sono stati proposti recentemente [19, 20, 21, 22], che tuttavia non riportiamo,
essendo ormai disponibile un modello cubico, verosimilmente pit potente.

8.2 Modello k—e cubico.

Il gruppo guidato da Launder ritiene [23, 24, 25] che la forma quadratica non sia sufficientemente
flessibile, e propone per la relazione costitutiva una forma cubica nei tensori di deformazione e
rotazione, qui riportata:

9
uu = — v Sij + §k5ij +
E 52']‘
+ o v = Sik Sk — Sk 5k1§ +
k
+ o e (Qir Sk + Dk ki) +
k ;i
+ oy = (sz Qi — Qe Qe 3]) +
B\’ 2
+ e, vy = (Ski O+ Sk — gskm Oy, 52']‘) Sk + (8.67)
£\ 5
+ csc v e Sik Sit — Smk Sml§ Skt +
E 2
+ ey vy (6) Si; Skt Sk +
E 2
+ cre, vy (6) Sii Qi Qi

Osserviamo che i termini in ¢, ¢y, ¢3 sono quadratici, mentre quelli in ¢4, ¢s5, ¢g sono cubici. In questa
espressione la viscosita turbolenta e definita come

72

vy = ¢y fu = (8.68)
dove

1 — exp [—0.36 exp(0.75 9)]

— 03
“u 1 + 0.35515

(8.69)
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essendo la grandezza S un invariante di deformazione definito come

/1

Il fattore f, ¢ introdotto per tener conto di effetti di prossimita alla parete nello strato limite, o di
basso numero di Reynolds. Rimandiamo la discussione della sua espressione al Cap. 9.4, dedicato a
questi effetti: ci basta per il momento citare che, al di fuori delle condizioni appena citate, risulta

ol | oF

§ =

fu =1 (8.71)

I coeflicienti del modello sono identificati come

¢, = — 01

Cy = 0.1

C3 = 0.26

cy = — 10c2

o = 0 " (8.72)
cg = — 502

cr = 502

Si noti che il coefficiente ¢5 € posto a zero; si puo infatti provare [24] che il termine relativo coincide
con quello in ¢g. Si puo inoltre verificare che nel termine in ¢4 della (8.67) in realta risulta

Skm Qim St = 0 (8.73)

Analogamente a quanto visto per il modello quadratico di Speziale nella Sez. 8.1, una modifica si
impone nei termini di produzione delle equazioni per k ed €, dovendo utilizzare I’espressione (8.67)
per lo sforzo di Reynolds che compare nel termine

du;
dell’equazione dell’energia cinetica turbolenta, e di conseguenza anche nell’analogo termine
€
Ca1= P (8.75)

k
dell’equazione per il tasso di dissipazione viscosa. Quest’ultima in realta contempla anche un termine
aggiuntivo, il cui effetto si risente pero solo nello strato limite o in flussi a basso numero di Reynolds,
per cui sara anch’esso trattato nel Cap. 9.4.



Capitolo 9
L’ipotesi di trasporto secondo gradiente
generalizzato

9.1 Modellizzazione dei flussi di Reynolds

Abbiamo visto nella Sez. 5.5 che, nell’lambito di quella che abbiamo chiamato la modellizzazione
standard, il flusso di Reynolds (proporzionale, a meno del fattore p¢,, al flusso di calore dovuto alla
turbolenza) e descritto tramite I'ipotesi di trasporto secondo gradiente nella forma (5.55), che qui
riportiamo

i@T

or 6:1;2

wT = —

K3

(9.1)

che e quindi una forma del tipo

ul 1" = f(gf;k,e) (9.2)

Nelle Sezz. 7.2.1, 7.2.2 abbiamo pero osservato come la forma (9.2) non sia soddisfacente. Infatti
se consideriamo ’equazione di conservazione per i flussi di Reynolds (5.52), possiamo facilmente
constatare che i termini di produzione (5.48) e galleggiamento (5.49) (i quali sono esatti nel contesto
di una modellizzazione con chiusura sui momenti secondi, cioe non richiedono modellizzazione) hanno
una forma tale da dar luogo ad effetti di cui non e possibile tenere conto tramite la (9.2).

Anche in questo caso, la via maestra per superare i limiti della modellizzazione standard e quella
di adottare appunto una modellizzazione con chiusura sui momenti secondi, la quale coinvolge tut-
tavia problemi di tutt’altro ordine rispetto alla prima. Parallelamente a quanto fatto con i modelli
nonlineari per affrontare il problema dell’anisotropia del tensore degli sforzi di Reynolds, si e cercato
anche per questi problemi una soluzione relativamente semplice che consentisse di catturare almeno
in parte gli effetti in questione, senza pero stravolgere la struttura del modello computazionale.

Questa linea di pensiero ha portato alla formulazione dell’ipotesi di trasporto secondo gradiente gene-
ralizzato (Generalized Gradient Diffusion Hypothesis, o GGDH per concisione), esprimibile come [26]

[P — e
uT" = —C— (u;uzaxk + & T

ou;
al'k

Questa forma funzionale consente di recuperare la dipendenza del flusso di Reynolds dai gradienti di
velocita, oltre che da quelli di temperatura. Essa supplisce percio in buona misura alle limitazioni dis-

€

+ 1B T’2) (9.3)

cusse nella Sez. 7.2.1, e consente anche di tenere in conto esplicitamente gli effetti di galleggiamento,
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che non compaiono invece nella modellizzazione standard, causando percio le ulteriori limitazioni
discusse nella Sez. 7.2.2. Inoltre, come vedremo nella Sez. 9.4, ’aver introdotto una dipendenza
funzionale da tre componenti uu), dello sforzo di Reynolds consente di descrivere adeguatamente gli
effetti portati dall’anisotropia del tensore dello sforzo di Reynolds sullo scambio di calore in prossimita
della parete.

Si osservi pero che I'espressione esplicita dei flussi di Reynolds conseguente dalla (9.2) e notevolmente
complessa, in quanto nell’espressione per il flusso u/T" compaiono a secondo membro tutti e tre i flussi
up 1!, per k= 1,2,3. 1 flussi possono essere ricavati in forma esplicita invertendo il sistema, che si
ricava immediatamente dalla (9.2)

ul T
A-|uwul | =B (9.4)
us 1"
dove A indica la matrice
E 8u1 k aﬂl k aul 1
1 C - — C - — & —
+ Efal'l Efal'g Efal'g
k au2 k aﬂg k aUQ
A = —& = 1 —¢&—= —¢&—= 9.5
k 8u3 k aﬂg k 8U3
it Mo UE3 1 Mo YRS
CEfaxl 0656:1;2 —I_Cef@xg_
e B indica il vettore
— 97T 9T 0T .
/1287:1;1 + U'lulzaT;Q + UiuéaT;S + B 17
k| . oT —oT T -
B= nC% | gy, + gy, gy, H1AT” o
9T — 9T — IT ___
AT A o7 LAy LN 2
L 8:1;1 81'2 81}3 _

Riportiamo a titolo di esempio 'espressione esplicita dei flussi {7 e u,T":

Ck —IT oT 0T —
il = =5 (a U Gy T Gy, "M'z) |
k  (Ouy,  Ous ) i , [0ty duz  Ouy Jus
! + C Ef ( T2 + 81’3) + C Ez 81'2 81}3 B 81'3 81'2 +
B N AR— D ek (0w dus  duy dus k, 0w
+ (UIU2 a + 2 a 2 + U2%3 61?3 + nﬂ2T ) C E2 f 8:1;3 8:1;2 B 8:1:2 8:1;3 B C € f 8:1;2

€2 Oxy O3 Oxs Oy

022:52 (8u1 ou, Ot auQ) - Ckfam”
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Ck aT oT
ubT! = N {(u’f + wjuly — + wjub — + nﬂlT’Z)
i € 1 L2 3
k2 aEQ au3 aEQ au:)) E aEQ
2 2 _ _ _ L~
C E2 5 (81'3 8:1;1 8:1;1 81’3 C € 5 8:1;1

(. aT 9T B
(Wt g, + g, “’zuéa?g F1AT)

LY (au3 - au3) Lok = 52 (aul Ous O 8u3)] +

81’3 81’3 81'3 8:1;1
o K N R A
€2 Oxs Oxq Oxq Oxs

0

2

——Jr  —— 9T 0T
+ (uaug T T nﬁ:aT’?)
2

€1

T3

(0.

Q
o]
QO
E
(@ o)) N
N —

avendo indicato con A il determinante della matrice A:

aul aUQ aﬂl aﬂg aﬂg aﬂg aﬂl aﬂg aﬂg aﬂz 8@2 aﬂl
A =1 2 g2 o _ o
+ ¢ 5 (8:1;1 81’2 + 8:1;1 81’3 + 81'2 81'3 81’3 8:1;1 81'2 81’3 8:1;1 81’2)
n 03 K 3 aul aUQ aﬂg n aﬂl aﬂg aﬂg n aﬂl aﬂz aﬂg _ aﬂl 8@2 aﬂg _ aﬂl 8@2 aﬂg _ aﬂl 8@2 aﬂg
EB 8:1;1 81’2 81’3 81’2 81’3 8:1;1 81’3 8:1;1 81'2 81'3 81’2 8:1;1 8:1;1 81’3 81’2 81'2 8:1;1 81'3
(9.9)

Specializzando al caso di flusso in un canale ad asse orizzontale, con profilo di velocita (ma non di

temperatura, vedi Sez. 6.1) completamente sviluppato, si ha

T E ) aT aT 7 aT aT 17 k aul
uyT" = _CE l 0es + ujul, — oz, (uluQa . + uf 9y + 5T ) C - 58:1;2] (9.10)
ubT' = —Ci uhu Qa—T + uf Ll + 9B, 172 (9.11)
€ 8 1 8 )

essendo in questo caso, tra l'altro, il determinante A unitario.

Una valutazione sistematica delle costanti del modello GGDH [27] porta ai seguenti valori:

C =02 (9.12)
£ =06 (9.13)
n = 0.6 (9.14)

Osserviamo che l'ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato puo essere ricavata per altra
via, nell’ambito dei modelli cosidetti ASM (Algebraic Stress Models) o, pit specificamente, AFM (Al-
gebraic Flux Models), ai quali dedicheremo un cenno nell’ambito della modellizzazione con chiusura
sui momenti secondi. La complessita dell’espressione dei flussi di Reynolds e tipica di tali modelli.

Per quanto riguarda ’effetto del galleggiamento, occorre osservare che esso e tenuto in conto nella (9.3)
per mezzo di un termine in cui compare la varianza della temperatura 772, per la quale quindi occorre
derivare un’espressione.
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9.2 Equazione per la varianza della temperatura

Per ricavare I’equazione per la varianza della temperatura, partiamo dall’equazione per i valori is-
tantanei della temperatura, nelle forme equivalenti (5.20) oppure (5.23), moltiplichiamo per la flut-
tuazione 1", ed infine applichiamo l'operatore di media. Il prodotto della (5.23) per T" da, avendo
utilizzato I'equazione di continuita (1.1) per esprimere convenientemente il termine convettivo, la
forma

or ar v e 0*T

Y o
ol + Oxy o OxpOxp

Applichiamo quindi 'operatore di media ai differenti termini di questa equazione. La media del

(9.15)

primo termine a primo membro, di transiente, e nulla per 'ipotesi adottata di flusso statisticamente
stazionario. Il secondo termine a primo membro, applicando la decomposizione di Reynolds a uy e

T, da

_ 8(T + 1) N oT N oT’ or oT’
T = T — T — T —— P 9.16
ed effettuando la media
NV ECR— S BT
—u T — — b 9.17

L’ultimo termine della (9.17) puo essere manipolato grazie all’equazione di continuita nella forma (1.36)
applicabile alle componenti fluttuanti, dando quindi

1 91" or 1 duj, T
— Uk _I_ —

Applichiamo infine la decomposizione di Reynolds al termine viscoso, a secondo membro della (9.15):

+ uy 1" (9.18)

Zo 9.19
o Oz Oxp, ( )
L’operazione di media lascia il solo termine
v a*1"
-1 9.20
o OxpO0xp ( )
per esprimere il quale consideriamo dapprima che
aT” a1’
=27 9.21
0?1 o a1’ a1’
= 27" + (9.22)
Allora il termine (9.20) e esprimibile come
1 0*T2 a1’ a1’
- 7 (9.23)

1

La forma mediata della (9.15) risulta quindi, dopo aver moltiplicato per 2 per eliminare i fattori 7,

come
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GIC —JT duy, T v 0¥ v oT" oT"
i+ 20, T S
Ty

L’ultimo termine a secondo membro e detto tasso di dissipazione scalare (o semplicemente dissi-
pazione scalare), ed indicato con Y:

= — - 2-— 24
Oxy Oxp, o Oxy 0xp o Oz, Oz, (9.24)

v T 0T’
v = 2 2
X o Oxy Oxy, (9.25)

L’equazione della varianza della temperatura puo infine essere posta nella forma

o1 ——— T v P17 duy, T
Ug, = —2ul 1" — 4+ — —
Jdzy, Jdzy, o Oxy, Oz, Oz,
Analizziamo il significato dei diversi termini; un confronto con i termini dell’equazione dell’energia
cinetica turbolenta (1.74) (la quale puo essere vista come un’equazione per la semisomma delle

- X (9.26)

varianze delle componenti di velocita) puo aiutare a chiarirne il significato. Il termine a primo
membro rappresenta ovviamente la convezione della varianza della temperatura:

o1
u 9.27
U (9.27)
Passando ai termini a secondo membro, il secondo
v 0¥
7 S 9.28
o Oz, Oxp, ( )

rappresenta ovviamente il trasporto molecolare della varianza della temperatura, mentre il terzo

B duj T
al'k

rappresenta il trasporto turbolento (e risulta percio di gran lunga superiore al precedente, come si

(9.29)

puo facilmente constatare mediante una valutazione dell’ordine di grandezza, analogamente a quanto
fatto nella Sez. 1.2). Il termine di dissipazione scalare rappresenta la distruzione delle fluttuazioni di
temperatura ad opera della conducibilita termica, che si verifica a scale dell’ordine di grandezza di
quella di Kolmogorov. Infine, il primo termine
—JT

— 2u, T — 9.30
rappresenta il meccanismo di produzione delle fluttuazioni di temperatura, che come si vede puo
aversi solo in presenza di gradienti di temperatura media.

La forma (9.26) dell’equazione per la varianza della temperatura non comporta approssimazioni
ma, come sempre, alcuni suoi termini risultano non chiusi. In particolare, nel contesto della mo-
dellizzazione con chiusura sui momenti primi fin qui considerata, i termini di produzione, trasporto
turbolento e dissipazione scalare devono essere modellati, mentre il termine di trasporto molecolare,
peraltro piccolo, e esatto. Per poter utilizzare quest’equazione ¢ pertanto necessario modellare i
termini non chiusi. Analizzeremo nella Sez. 9.2.1 la forma che si ricava sotto 'ipotesi di trasporto
secondo gradiente standard, rinunciando invece a derivare quella secondo l'ipotesi di trasporto sec-
ondo gradiente generalizzato, che come abbiamo visto € non poco complessa. Infine, nella Sez. 9.2.2
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daremo un’espressione per la varianza della temperatura che si puo tentativamente utilizzare qualora
non si intenda risolvere per essa un’apposita equazione di conservazione.

Osserviamo che talora si risolve anziché un’equazione per T'2, un’equazione per 1"?/2, per analogia

con l'espressione dell’energia cinetica turbolenta. Tale equazione, che ovviamente altro non e che
la (9.26) divisa per 2, & abitualmente scritta nella forma

_0T7?)2 9T v OFT2 ou T2
— U T z — — 9.31
e Oz, Uk Oxy + o Ox Oxp, Oz, °r ( )
dove la dissipazione scalare e in questo caso definita come
v T a1’
ey = — 9.32
°r o Oxy, Oz, ( )

risultando percio la meta della ¥ definita nella (9.24).

9.2.1 Equazione per T2 per trasporto secondo gradiente standard

In base all’ipotesi di trasporto adottata, il termine di produzione (9.30) puo essere semplicemente
espresso come

m—T v, OT IT
—2u T — =2— — — 9.33
b 6:1;k ar 6:1;k 6:1;k ( )
Il termine di trasporto turbulento per la varianza della temperatura puo essere modellato in modo

simile a quello per la temperatura media, quindi si ha

Vg aTQ
a2 6:1;k

_ T gn
up 1% =

(9.34)

Si noti che il numero di Prandtl turbolento per la varianza della temperatura, qui indicato come oy,
puo essere specificato indipendentemente da o7, per quanto in genere si tende a porre

orr — 0 = 0.7 (935)

Resta da modellare il tasso di dissipazione scalare. Kolmogorov ha per primo suggerito che esso
possa essere preso proporzionale alla varianza delle fluttuazioni, divisa per una scala dei tempi, che
nel modello k—¢ ¢ data ovviamente dal rapporto k/¢. Si ha quindi il modello

ern
X = Cy —= (936)
k
dove il valore della costante di proporzionalita ¢ determinato come
¢, = 2.0 (9.37)

La (9.36) esprime il concetto intuitivo secondo il quale la dissipazione scalare e tanto piu alta quanto
piu grande e la varianza della temperatura, ed e inoltre inversamente proporzionale ad una scala
dei tempi caratteristica. Una volta sostituiti i differenti modelli per i termini non chiusi, la forma
modellata dell’equazione per la varianza della temperatura risulta allora

T2 T A7 T2 =72
oT 5Vt orT oT 0 l(l/ N vy ) oT ] e 61: (9.38)
6:1;k k

Uy ~—— = 2 —
axk ar 8xk 6:1;k 6:1;k

g o2
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9.2.2 Espressione algebrica per T2

Dalla (9.38) e possibile ricavare un’espressione algebrica semplificata per la varianza, trascurando
in essa i termini convettivi e diffusivi (molecolari e turbolenti). Abbiamo incontrato una situazione
analoga per 'energia cinetica turbolenta; nello strato limite turbolento i termini corrispondenti sono
anch’essi nulli, vedi Sez. 4.1. Eguagliando quindi il termine di produzione a quello di dissipazione
scalare nella (9.38), si ricava

Questa espressione e evidentemente meno accurata della (9.38), ma evita il ricorso ad un’equazione
di conservazione per la varianza della temperatura.

9.3 Modello semplificato

Abbiamo osservato come la forma GGDH completa data dalla (9.3) risulti in espressioni partico-
larmente complesse per gli sforzi di Reynolds, vedi (9.7,9.8). Si adotta talvolta [28, 29] una forma
notevolmente semplificata, qui riportata:

ol o

a1 = —c % (g gl +a877) (9.40)
al'k

in cui quindi la dipendenza dai gradienti di velocita e cassata; cio comporta evidentemente che il
modello semplificato non e piu in grado di tenere in conto gli effetti ad essi dovuti. Tuttavia, poiche il
flusso di Reynolds ora compare solo a primo membro, la sua espressione e enormemente semplificata.
Il modello & comunque ancora in grado di tener conto degli effetti di trasporto non secondo gradiente
dovuti alle tre componenti del gradiente di temperatura media, degli effetti di galleggiamento, ed in
prossimita della parete, che andiamo ora ad esaminare. Launder [28] suggerisce in questo caso per
la costante C' il valore

C =03 (9.41)

9.4 Effetti in prossimita della parete

Nello scambio termico tra una parete ed il fluido che la lambisce, il trasferimento di calore e controllato
da quanto avviene nelle immediate vicinanze della parete [28]. Affinche un modello di turbolenza
possa riprodurre con ragionevole successo il flusso termico, e allora necessario che essa riproduca
in maniera soddisfacente le caratteristiche del campo turbolento nelle immediate vicinanze della
parte. Cio indica che un trattamento dello strato limite mediante wall functions, come descritto nei
Capp. 3.4.1 e 5.6, dara verosimilmente risultati modesti. Sara percio consigliabile ricorrere, qualora
lo scambio con la parete sia importante, ai piu potenti modelli che risolvono in dettaglio lo strato
limite, descritti nel Cap. 9.4. Inoltre, la (9.3) o, equivalentemente, la forma semplificata (9.40),
contengono la dipendenza dai gradienti di temperatura media nella forma

T T T
uluf a— + ul u’za— + ulul 0 (9.42)
8:1;1 81}2

! 81’3
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Nel caso di scambio tra una parete ortogonale all’asse x5 e fluido, il termine di gradiente di temper-
atura media di gran lunga prevalente ¢ 91'/dx,. Poiche il flusso di interesse ¢ u4T’, ne consegue che
riveste particolare importanza il termine

R

2 81'2

in cui compare la sforzo di Reynolds normale v/ nella componente fluttuante di velocita normale alla
parete. Abbiamo visto nella Sez. 7.1.2 che tale sforzo normale va a zero in prossimita della parete piu

rapidamente che non gli altri, u? e u’2. Per poter aspirare a previsioni accurate dello scambio termico

(9.43)

tra parete e fluido, e percio necessario utilizzare un modello che riproduca tale particolare comporta-
mento di u% nello strato limite; cio non e ovviamente possibile con i modelli di turbolenza lineari, a
causa della loro sostanziale isotropia. I modelli nonlineari, nella loro versione specializzata per flussi
in prossimita delle parete che vedremo nel Cap. 9.4, consentono invece di affrontare adeguatamente il
problema, quando utilizzati congiuntamente all’ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato.



Capitolo 10

Modelli a basso numero di Reynolds

10.1 Parametri caratteristici

Abbiamo avuto occasione di sottolineare, nei capitoli precedenti, 'importanza che il pur sottile strato
limite che si stabilisce in prossimita delle pareti esercita sul flusso nel suo complesso. In particolare,
nella Sez. 7.1.2 abbiamo osservato come quanto avviene in prossimita della parete dia luogo ad
una inaspettata sensibilita del flusso alla curvatura della parete stessa; nella Sez. 9.4 abbiamo poi
evidenziato I'importanza di tali effetti sullo scambio termico tra parete e fluido.

Da quanto detto si ravvisa 'opportunita di adottare una descrizione per lo strato limite piu accurata
di quella basata sulle wall functions, riportata nei Capp. 3.4.1 e 5.6. Questa migliorata descrizione
deve quindi essere basata sulla risoluzione delle equazioni mediate del moto anche nello strato limite,
fino ad arrivare alla parete. Cio comporta ovviamente un’aumento considerevole della potenza com-
putazionale richiesta, poiche diviene necessario aggiungere numerosi punti di calcolo in prossimita
della parete (per risolvere gli elevati gradienti), ma questo va inteso come il prezzo da pagare per
arrivare ad una migliore riproduzione del campo di moto e dello scambio termico.

Prima di tentare questa strategia, e opportuno pero chiedersi se le equazioni che abbiamo sin qui rica-
vato, per condizioni di flusso lontano dalle pareti, siano ancora valide quando applicate in prossimita
delle stesse. Per procedere a questa analisi, cerchiamo di definire un parametro che possa essere usato
per indicare in quale misura un punto generico del campo di flusso e influenzato dalla presenza delle
pareti. Questo potrebbe per esempio essere un numero di Reynolds locale, basato sulla distanza y
dalla parete:

u'y Vky

14 14

Re, = (10.1)

dove u* indica una scala caratteristica locale della fluttuazione di velocita, vedi Sez. (3.1), che pos-
siamo pertanto identificare con la radice quadrata dell’energia cinetica turbolenta secondo la (3.14),
come evidenziato nel secondo passaggio. Si tratta pertanto di un numero di Reynolds che coinvolge
quantita relative alla turbolenza, piuttosto che al moto medio.

La definizione (10.1) e senz’altro consona allo studio del flusso in prossimita della parete; tuttavia, il
campo di applicabilita dei modelli che andiamo a descrivere in questo capitolo ¢ in realta piu ampio.
Analizzando quanto avviene nello strato limite, abbiamo osservato nel Cap. 3.4.1 che, avvicinandosi
alla parete, ad un certo punto gli sforzi viscosi (dovuti cioe alla viscosita molecolare) diventano
importanti rispetto agli sforzi di Reynolds. Questo pero in effetti non avviene solo in prossimita della
parete, ma anche in altre situazioni in cui la turbolenza e debole. Tra queste possiamo ovviamente

101
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citare il caso di flussi in cui il numero di Reynolds (basato su parametri globali) & basso, cioe prossimo
al valore che determina la transizione tra flusso laminare e turbolento. Ancora, nel flusso a valle di
una griglia (la quale agisce come generatrice di turbolenza), schematizzato nella fig. 3.3, I'intensita
delle fluttuazioni turbolente va gradualmente decadendo, a causa dell’assenza di gradienti di velocita
media, e di conseguenza dell’annullarsi del termine di produzione (1.71) nell’equazione per I'energia
cinetica turbolenta (1.74). Ne segue che ad un certo punto gli sforzi di Reynolds diventeranno di
un ordine di grandezza paragonabile a quello degli sforzi molecolari, contrariamente alla situazione
tipica, vedi (1.44).

Al fine di estendere I"applicabilita dei modelli a quest’ultime condizioni di flusso, e allora consigliabile
definire il numero di Reynolds turbolento, basato non su una distanza dalla parete, ma piuttosto sulla
scala delle lunghezze del moto turbolento, introdotta nella Sez. 3.1 e indicata come [*:

—3/2 ,_ —2
wlt VEET ek

v v Ve
avendo utilizzato per [* I'espressione basata su k e ¢, gia citata (3.23). La definizione (10.2) & ugual-
mente applicabile a flussi in prossimita della pareti, oppure lontani da essa, a differenza della (10.1).
Sinoti che Re; cosi definito risulta proporzionale al rapporto tra la viscosita turbolenta come definita

nel modello k—¢ e la viscosita molecolare, essendo per la (3.25)

1
Re, = — 2 (10.3)
Cu V
Equivalentemente si puo scrivere
" = ¢, Re (10.4)

Nell’ambito della modellizzazione con chiusura sui momenti primi (lineare), il rapporto v;/v € anche
uguale al rapporto tra lo sforzo di Reynolds di taglio e ’analogo sforzo viscoso. Il numero di Reynolds
turbolento va a zero in prossimita della parete (ricordiamo che k si annulla alla parete, mentre ¢
assume un valore finito, come vedremo meglio fra breve), e tende a valori molto bassi anche nelle
situazioni citate di flusso, p.es. a grande distanza da una griglia, quando lo sforzo viscoso diventa
cioe importante; in generale, possiamo dire che gli effetti della viscosita molecolare andrebbero tenuti
in conto laddove si verifica la condizione Re; < 100. Chiameremo percio 1 flussi di cui ci occupiamo
in questo capitolo flussi a basso numero di Reynolds, con l'intesa che cio stia ad indicare qualsiasi
situazione in cui gli sforzi viscosi siano comparabili, o preponderanti, rispetto agli sforzi di Reynolds.
Analogo termine useremo per i modelli intesi a tenere conto di questi effetti.

10.2 Peculiarita dei flussi a basso Re

Analizziamo ora il comportamento dei flussi a basso numero di Reynolds, nei suoi diversi risvolti.

10.2.1 Comportamento in prossimita della parete

Abbiamo visto nella Sez. 7.1.2 che le componenti di velocita fluttuante, in prossimita di una parete
normale alla direzione y possono essere poste nella forma (7.25-7.27), che riportiamo qui per comodita
in forma piu compatta
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o o= ary + ayy? + azy® +
Vo= byy?* + bsy® 4+ .- (10.5)
w o= qy + eyt + ayt +

dove evidentemente i coefficienti a,, b, e ¢, sono legati alle derivate spaziali di ordine n delle com-
ponenti di velocita, per esempio
1 o™

n = — 10.
“ n! dy» (10.6)

Tali coefficienti sono evidentemente funzioni a valor medio nullo, in quanto la media delle flut-
tuazioni deve essere zero. Se allora esaminiamo ’andamento dello sforzo di di Reynolds di taglio
uw'v’, dalla (10.5) risulta

uv' = aybyy® 4+ (azby + ar b))yt + - (10.7)

Concentrando 'attenzione sul termine piu significativo per valori di y piccoli, ne segue che nelle
immediate vicinanze della parete lo sforzo di taglio di Reynolds ha un andamento del tipo

u'v' o y” (10.8)

Vediamo ora quale andamento dello sforzo di taglio di Reynolds e invece previsto dal modello k—e
standard, secondo l'ipotesi di trasporto secondo gradiente, che per lo strato limite (linee di flusso
parallele alla parete ', per cui v = 0) si scrive
e R

dy Y
Esaminiamo quindi la dipendenza dalla distanza y dalla parete dei diversi fattori che contribuiscono
alla (10.9). Per I'energia cinetica turbolenta si trova facilmente dalla (10.5)

(10.9)

ul2 _I_ U/2 _I_ w/2

P o= g _
a} + ¢ al + b +
= %yz + (a1a2+0102)y3 + (2222+a1a3—|-clc3 yt 4
(10.10)
e quindi limitandoci al termine principale
koo gy (10.11)

Per determinare ’andamento di €in prossimita della parete, osserviamo che dalla sua definizione (1.72)
si ha nel caso in esame (in prossimita della parete i gradienti in direzione normale ad essa sono in
generale assolutamente preponderanti rispetto a quelli nelle altre direzioni)

G

per cui, prendendo in considerazione le derivate delle tre componenti della (10.5), che risultano

1Si noti che per questo tipo di flusso i modelli nonlineari danno per lo sforzo di taglio la stessa espressione del
modello lineare
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ou’ 5

aiy = a4y + 2ayy + 3aszy® +

a/

813)/ = 2by + 3byy? + - (10.13)
ouw’

ay = o + 2cy + 3yt +

s1 ottiene

e =v@d+d) + w@m+aa)ly + v+ 08 +d)+6(@ma+an)|y +
(10.14)
Quindi, € tende ad un valore costante (non nullo) in prossimita della parete. Osserviamo che in
particolare alla parete &€ dv'/dy = 0 per la (7.24), per cui la (10.12) in corrispondenza ad essa si

riduce a
B ou'\’ ow'\’

Per quanto riguarda poi il gradiente di velocita media, poiche quest’ultima ha un andamento lineare
nel sottostrato laminare (4.28), esso sara costante nelle immediate vicinanze della parete. Se allora
sostituiamo nella (10.9) le dipendenze dei vari fattori dalla distanza dalla parete, troviamo che il
modello k—e standard prevede che lo sforzo di taglio vari in prossimita della parete come

wv' oyt (10.16)

in evidente contrasto con la (10.8). Abbiamo quindi una prima indicazione sulla non idoneita del
modello k—e, nella forma forma vista finora e valida per alti numeri di Reynolds, a riprodurre le
caratteristiche del flusso nello strato limite. Sara quindi necessario modificare il modello per adeguarlo
al calcolo dello strato limite.

10.2.2 Condizioni al contorno per la dissipazione viscosa

Un problema, per quanto di minore rilevanza, che si pone nella risoluzione di flussi in prossimita di
una parete e quello di assegnare le condizioni al contorno per il tasso di dissipazione viscosa €, che
come abbiamo visto assume alla parete il valore (10.15), ossia, per la (10.14) (scritta per y = 0)

€ = v(dd + ¢) (10.17)

Per esprimere le derivate indicate, possiamo osservare che il coefficiente (a? + c?) compare come
coefficiente del termine di grado piu basso in y dell’equazione (10.10) che da ’andamento in prossimita
della parete dell’energia cinetica turbolenta. Derivando una prima volta la (10.10) otteniamo

ok o L
oy (@ + )y + 3(aa+eac)y’ + 20+ 6+ +2aa+2aa)y’ +
(10.18)

e derivando ulteriormente
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0*k — N
aTJg = (@ +) + 6(ara; +ac)y + 6(ad +6+ A&+ 2aa3 + 2¢63)y* +
(10.19)
Quindi, alla parete (y = 0) vale 'eguaglianza
_ 0%k
€ = 1/87?;2 (10.20)

che quindi possiamo applicare come condizione al contorno per €. Tale forma tuttavia e di impiego non
semplice, in quanto comporta la valutazione di una derivata seconda in prossimita della parete. Una
forma alternativa puo essere trovata considerando ’andamento in prossimita della parete, anziché di
k, della sua radice quadrata. Per arrivare ad esprimere quest’ultima, poniamo dapprima in evidenza
nella (10.10) il primo termine, ottenendo

1 42702

2 2 2 2
ai + ¢f ay + ¢f

al + ¢ 2 aya; + ¢ 6 a4 b4 A4 2a1a; + 26165 5
Yoo ==Y + Yy

- ) (10.21)

quindi estraiamo la radice quadrata. A tale scopo, poniamo dapprima per concisione

2 2
dy = /& ;r a (10.22)
4 = DBrae (10.23)
aiy + ¢
al + b+ S+ 2araz +2¢ 6
d, = a; + 2+c%+ 321@34' €1 ¢3 (10.24)
aiy + ¢
quindi facciamo ricorso ad un’espansione in serie >
- 3
\/2 = do [y—l—d1y2—|— 4(4d2—d§)y3+---] (10.25)
e derivando
ok 9
Consideriamo poi il quadrato
vE\ 9
(ay) = 2 {1 + 4dyy + [4d§ + 5(4d2 — df)] y? + } (10.27)

dove i coefficienti possono essere esplicitati secondo le (10.22-10.24), ottenendo

L’espansione di una funzione del tipo y (1 + di y + do2y?)"? in prossimita di y = 0 risulta y + d; y* + % (4ds —
@) e
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(ayay + ¢ 02)2

2 _ _
Vk ai +¢ 512, 2 Tas e
( ) S L ) (a1 az; + ¢ ¢3) y—|—[9(a% + b+ &+ 2araz —I—20103) _

% 2 d(at + o)
(10.28)
Da questa si ricava, alla parete
ovE)

In base alla (10.17), la condizione al contorno per la dissipazione viscosa puo essere quindi posta

) VE\

evidentemente di applicabilita pit semplice che non la (10.20). E comunque possibile porre le con-

nella forma

dizioni al contorno in una forma ancora piu semplice, definendo la grandezza

2

¢ =¢—2v (m) (10.31)
dy

la quale evidentemente risulta nulla alle pareti. L’adozione della € al posto della € fa pero sorgere

qualche domanda sulla effettiva intercambiabilita delle due grandezze nel modello k—e. In tale mod-

ello, la dissipazione viscosa compare nell’equazione dell’energia cinetica turbolenta, e nella definizione
della viscosita turbolenta. Poiche dalla (10.31) risulta evidentemente

- W\
€ = ¢+ 2v (ay) (10.32)

sostituendo nella forma che 'equazione dell’energia cinetica turbolenta assume nel modello k—e (3.24)
si ha

ok ou | om\ owm . D v\ Ok VE\
uka—xk = (axk + 8:1;1) D — € 4+ a—xk [(1/ + Uk) axk] — 2v (axn) (10.33)
dove si puo notare che e stato aggiunto un ultimo termine, nel quale la coordinata normale alla
parete e stata indicata con x,. Notiamo esplicitamente che z, in generale non coincidera con una
delle tre direzioni coordinate, per cui la valutazione della derivata in direzione normale alla parete
non e operazione banale. Per quanto riguarda I'impatto della sostituzione di € con € nella definzione
di viscosita turbolenta, osserviamo innanzitutto che il temine

—\ 2

vk

2 () (10.34)
dy

che appunto rappresenta la differenza tra le due, risulta importante solo nello strato limite, dove si

verificano elevati gradienti di k; all’esterno di tale strato limite, esso sara trascurabile, il che consente
di continuare ad adottare la definizione standard (3.25), con la semplice sostituzione di € con €, cioe
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0o

7|

Ve = ¢y (10.35)

('T\Z‘

Analizziamo ora, analogamente a quanto abbiamo fatto nella Sez. 10.2.1 per la (10.9), il compor-
tamento di u/v’ in prossimita della parete che si ha utilizzando invece la (10.35) per la viscosita
turbolenta. A differenza di quanto risulta per la € dalla (10.14), la € e nulla per definizione alla

parete; occorrera allora accertare la sua dipendenza funzionale da y nello strato limite. Bastera a tal
fine considerare la differenza tra (10.14) e la (10.28) moltiplicata per 2 v, che da

(araz + ¢ 02)2

¢ =v |—14 (a2 4+ B2 + &) + c =2 30 (ayas + a6 vt - 10.36
(2 2 2) Q(a%—l—c%) (ay as 163) ( )
quindi in prossimita della parete e
¢ o y? (10.37)
Adottando I'analoga della (10.9)
du & ou
u'v! = —l/ta—y =~ a—y (10.38)

si trova allora che, quando nel modello k—¢ standard si adotta ¢ invece di ¢, risulta per lo sforzo di
taglio

u' o y? (10.39)

quindi ancora un comportamento inconsistente con quello atteso (10.8), pur se diverso dalla (10.16).
Anche in questo caso saranno percio necessarie azioni correttive.

10.2.3 Decadimento dell’energia cinetica turbolenta

Valutiamo ora se I’equazione della dissipazione viscosa €, che come abbiamo detto e quella in cui
hanno maggiore peso le ipotesi di modellizzazione, e adeguata per descrivere flussi a basso numero
di Reynolds. Tale verifica dovrebbe in linea di principio basarsi su un confronto di profili di € ot-
tenuti per via sperimentale, con quelli calcolati attraverso un modello, come il k—¢; abbiamo tuttavia
osservato come le misure sperimentali della dissipazione non siano praticamente possibili, in quanto
richiederebbero una risoluzione spaziale e temporale almeno pari alle scale di Kolmogorov, cioe es-
tremamente piccole. Dobbiamo allora cercare di derivare informazioni sull’adeguatezza dell’equazione
per il tasso di dissipazione viscosa operando analoghi confronti su una grandezza ad essa strettamente
legata, che & Ienergia cinetica turbolenta (nella cui equazione la € compare come termine appunto
di dissipazione), misurabile con relativa facilitd. Analizziamo allora "andamento di & per turbolenza
generata da una griglia, ed in particolare focalizziamo 'attenzione sulla regione a grande distanza
da questa. In queste condizioni, tutti i gradienti trasversali alla direzione principale del moto delle
grandezze medie sono ormai nulli, vedi fig. 3.3, e quindi le forme modellate delle equazioni per
I’energia cinetica turbolenta e la dissipazione assumono la forma

Ok

“ox

= —¢ (10.40)
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Je [
U = — Co— 10.41
Ox * % ( )
Abbiamo qui utilizzato per la dissipazione la sua definizione in termini di €, ma i ragionamenti che
faremo possono ugualmente applicarsi a €. E possibile dimostrare che le (10.40,10.41) ammettono
per 'energia cinetica turbolenta una soluzione del tipo

koo ™" (10.42)
dove n e un esponente positivo legato alla costante ¢.o del modello:

1
n = (10.43)

052—1

Naturalmente la relazione (10.42) puo essere valida solo a grande distanza dalla griglia. Gli andamenti
sperimentali di k in funzione di  a grande distanza dalla griglia confermano gli andamenti attesi.
Anzi, in realta la (10.43) e stata appunto usata per determinare il valore della costante c.o (anche se
poi tale valore e stato lievemente alterato nel quadro di una ottimizzazione globale delle prestazioni
del modello). In particolare, gli esperimenti indicano un valore dell’esponente pari a

no~ 1.2 (10.44)

Dovremmo quindi aspettarci che 'andamento (10.42) prosegua indefinitivamente a valle della griglia.
Tuttavia, man mano che la turbolenza decade, ad un certo punto il flusso raggiunge condizioni di basso
numero di Reynolds, in quanto al decrescere degli sforzi turbolenti, questi diventano paragonabili a
quelli molecolari. Si osserva in corrispondenza (sotto Re;, ~ 10) una pin rapida diminuziuone di k,
con un esponente prossimo ora a

n o~ 2.5 (10.45)

indicando quindi che il modello k—e standard non e piu in grado di riprodurre correttamente I’andamento
dell’energia cinetica turbolenta ai bassi numeri di Reynolds. Sorge quindi il problema di identificare
il motivo di questo comportamento inadeguato del modello. La risposta piu immediata e quella
di attribuire il tutto all’equazione per la grandezza interessata, cioe I'energia cinetica turbolenta.
Tuttavia, il peso delle ipotesi di modellizzazione in questa equazione e relativamente contenuto, es-
sendo esse limitate all’aver introdotto l'ipotesi di trasporto secondo gradiente (che come abbiamo
visto ha una sua giustificazione fisica, pur ovviamente con i suoi limiti) nei termini di produzione
e di trasporto turbolento. Ben maggiore e invece I'impatto della modellizzazione sulla forma che
abbiamo adottato per I’equazione della €. E presumibile percio che i valori di € prodotti dal modello
siano alquanto approssimati, ed influenzino quindi significativamente il bilancio dell’equazione di k,
in cui la dissipazione stessa compare, ed ha anzi un grosso peso. Da quanto esposto, risulta la ne-
cessita di adottare un’opportuna correzione per I'equazione per la dissipazione viscosa, in aggiunta
a quella di cui si e ravvisata la necessita per gli sforzi di Reynolds in prossimita della parete, vedi
Sez. 10.2.1. Possiamo senza’altro dire che questa correzione dovra far aumentare € rispetto al modello
base, in modo da far diminuire ulteriormente & (nell’equazione di k, la dissipazione entra con il segno
negativo) in condizioni di flusso a basso numero di Reynolds.
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10.3 Modelli a basso ERe classici

In questa sezione descriveremo I’approccio che e stato classicamente adottato per operare le correzioni
delle quali abbiamo sottolineato la necessita nelle Sez. 10.2.1 e 10.2.3; nella Sez. 10.5 introdurremo
invece alcuni modelli, piu potenti, che sono stati sviluppati di recente.

L’approccio classico che qui descriviamo e basato sull’introduzione di un coefficiente correttivo (damp-
ing function) f, (dove I'indice sta a designare il fatto che questo termine entra nella definizione di
viscosita turbolenta) nella relazione costitutiva, e di un altro coefficiente nell’equazione del tasso di
dissipazione viscosa, che moltiplica il termine (di distruzione) in c¢.2, nonché eventualmente di altri
coefficienti (a seconda dei modelli). Il primo quindi modifica le (3.25) o (10.35) nelle forme

EQ
Ll (10.46)
€

v, = ¢, [
oppure
EQ
l/t = cp,fp,T (1047)

€

a seconda della definizione adottata per la dissipazione viscosa. Il secondo coefficiente, indicato come
fa, si applica invece al termine di distruzione della dissipazione viscosa:

(10.48)

= T,

Ce2 fz

Assegnando un fy < 1 si ha un incremento della dissipazione viscosa, e conseguentemente un decre-
mento dell’energia cinetica turbolenta, che puo essere opportunamente modulato per avvicinarsi agli
andamenti sperimentali. Ovviamente una formula analoga alla (10.48) puo essere scritta qualora si
adotti € anziché €.

Tali due coefficienti saranno funzioni della distanza dalla parete o, ancor meglio, del numero di
Reynolds turbolento; per alti valori di questi parametri essi devono tendere all’unita, in modo da
consentire, come vedremo, di recuperare il comportamento del modello standard ad alto numero
di Reynolds. L’introduzione del fattore moltiplicativo f; nell’equazione del tasso di dissipazione
viscosa, mentre consente di riprodurre fedelmente il decadimento dell’energia cinetica turbolenta a
grande distanza da una griglia, non consente invece ancora di ottenere un andamento corretto di k
in prossimita di una parete. Si rende quindi necessaria un’ulteriore correzione che, per quanto detto,
dovra essere operata sull’equazione della dissipazione piuttosto che su quella dell’energia cinetica
turbolenta stessa. Poiche in prossimita della parete si hanno elevatissimi gradienti, e presumibile
che in tale ulteriore correzione debba figurare 'effetto di tali gradienti. Alcuni autori introducono a
questo fine un ulteriore fattore correttivo nell’equazione della dissipazione, che va a moltiplicare il suo
termine di produzione; altri invece aggiungono un termine supplementare all’equazione in questione.
In entrambi i casi, per alti numeri di Reynolds il modello dovra recuperare le caratteristiche del
modello standard.

Una classificazione di questi modelli ¢ riportata in [31]. In questa sede ci limitiamo semplicemente a
riportare due modelli, dei quali il primo si caratterizza per la relativa semplicita (la quale pero non
implica necessariamente applicabilita particolarmente facile), mentre il secondo implica un termine
un piu, ma nondimeno gode di larga popolarita.
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10.3.1 Modello di Lam—Bremhorst

Questo modello [32] si caratterizza per 'adozione di € come dissipazione viscosa. I’equazione
dell’energia cinetica turbolenta mantiene quindi la forma (3.24), per quanto la viscosita turbolenta
che compare nel termine di produzione dovra includere il fattore f, secondo la (10.46). Analizziamo
ora gli elementi del modello. Il coefficiente f, ¢ assegnato come funzione tanto di Re, che di Re;:

) 20.5
fo = [1 — exp(—0.0165 Re,)] (1 + Ret) (10.49)

E immediato verificare che per alti numeri di Reynolds questa espressione tende all’unita, come
richiesto. Per quanto riguarda ’espressione dell’equazione per la dissipazione viscosa, questo modello
prevede una correzione nel termine di distruzione

fo = 1 — exp(— Reé?) (10.50)

ma anche una nel termine sorgente, per adeguare I’andamento di k in prossimita delle pareti:

fi =1+ (Of%) (10.51)

Anche questi termini tendono all’unita per flussi ad alto numero di Reynolds. La forma dell’equazione
per il tasso di dissipazione viscosa e pertanto

oy our\ Ou; 2 0 vt 6%

dove, sottolineamo, nei termini di produzione e trasporto la viscosita turbolenta e data dalla (10.46).

oYl

Uk al'k

T end

= Ca f1 Vi

La condizione al contorno per la dissipazione e espressa nella forma (10.20), per quanto sarebbe
possibile in linea di principio adottare anche la (10.30).

10.3.2 Modello di Launder—Sharma

Questo modello ¢ stato in realta sviluppato da Jones e Launder [30]; il successivo lavoro di Laun-
der e Sharma [33] comporta solo una migliore ottimizzazione di alcune costanti. Esso adotta la
dissipazione € definita dalla (10.31), di conseguenza I'equazione per 'energia cinetica turbolenta as-
sume la forma (10.33) dove, come detto, figura un termine in pitt. Un termine in piu figura anche
nell’equazione della dissipazione stessa, per correggere 'andamento di k in prossimita della parete:

_0¢ _ e [ Ouy Jur\ Ou; &2 ] A" 0%, 2
MT@ = Cali= (axk + 8:1;1) Dy ngfz a k [(1/ + ) axk]—l—Zl/l/t (8:1;2 (10.53)

n

Nel termine aggiuntivo

9%, \°
201, (axét) (10.54)

x, designa come sempre la coordinata normale alla parete, mentre @, indica la componente di velocita

media tangente alla parete. Si puo verificare [34] che la (10.54) corrisponde ad un modello per un un
termine dell’equazione esatta per la dissipazione (3.32), finora trascurato, e precisamente
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o, *u,,
— 2vuf, 10.55
L ( )

Si constata facilmente che il termine (10.54) € importante solo nello strato limite, essendo il quadrato
di una derivata seconda della velocita media, che puo essere importante solo dove si hanno elevatissimi
gradienti di velocita. La condizione al contorno per la dissipazione € e nella semplice forma

e=20 (10.56)
L’altro fattore che compare nell’equazione per la dissipazione e definito come
fa = 1 — 0.3 exp(— Reé?) (10.57)
mentre il fattore correttivo nella relazione costitutiva e

3.4
1 + 0.02 Rey)?

fu = exp|— ( (10.58)
Si noti che queste espressioni rispettano i vincoli richiesti, cioe tendono all’unita per alto numero di
Reynolds.

10.4 Limiti dei modelli classici

Nonostante i modelli esaminati nella Sez. 10.3 consentono un notevole miglioramento dell’accuratezza
della soluzione rispetto ai modelli che impiegano "approccio delle wall functions, essi manifestano
tuttavia alcuni limiti, che abbiamo qui tentativamente classificato, anche se in realta sono spesso
interrelati.

10.4.1 Isotropia

Abbiamo osservato nella Sez. 10.2.1 che in prossimita della parete lo sforzo di Reynolds di taglio
varia come %°; cio ¢ evidentemente dovuto al fatto che, considerando i termini di grado pitt basso,
e oy, ma v « y2 E allora necessario correggere ’andamento dello sforzo di taglio mediante
il fattore f,. Questo procedimento, anche se riesce ad aggiustare u’v’, cioé lo sforzo di taglio che
entra direttamente nell’equazione della quantita di moto entro lo strato limite, lascia un’inconsistente
descrizione degli sforzi normali. Nei modelli a basso numero di Reynolds basati sul k—e lineare, il
trasporto turbolento della quantita di moto resta descritto dalla relazione (3.24) anche in prossimita
della parete. Quindi, per flusso completamente sviluppato, parallelo alla parete in direzione z, gl
sforzi normali risultano ancora sostanzialmente isotropi, essendo

2 Ju 2
2 — 2k _ 9, " = 2L 10.
2 dv 2
2 — ZF 9, 2 — ZF 10.60
v 3 Z/tay 3 ( )
_ 2 ow 2
2 — 29y = — 2L 10.61
b 3 Vt@z 3 (10.61)
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Figure 10.1: Flusso in prossimita di punti di ristagno: a) getto diretto contro la parete, b) zona di
riattaccamento in un flusso con ricircolazione (linea di corrente di ristagno tratteggiata).

poiche nelle condizioni di flusso considerate v = w = 0, e du/dz = 0. Il procedimento risulta
quindi concettualmente insoddisfacente, perche non affronta il nodo vero della questione, cioe il fatto
che la turbolenza tende ad uno stato bidimensionale in prossimita della parete. La non riprodotta
anisotropia delle componenti normali dello sforzo di Reynolds nello strato limite si ripercuote diret-
tamente sulle previsioni dello scambio termico tra parete e fluido. Se si adotta l'ipotesi di trasporto
secondo gradiente generalizzato nella forma (9.3), si constata facilmente come le previsioni del flusso
termico saranno di conseguenza alquanto modeste.

10.4.2 Punti di ristagno

[ limiti dell'ipotesi di trasporto secondo gradiente nella forma (3.7) si manifestano in particolare nei
punti di ristagno, cioe in quei punti del campo di flusso in cui la velocita media del flusso e diretta
normalmente alle pareti. Questa situazione puo verificarsi in flussi diretti contro una parete, o nel
punto di riattacamento di una zona di separazione, vedi vedi fig. 10.1. Se supponiamo per semplicita
che il flusso sia bidimensionale nella media, e prendiamo ’asse y normale alla parete e ’asse x nella
direzione della velocita parallela alla parete, con origine nel punto di ristagno, risulta chiaro che, a
differenza di quanto avviene per flusso completamente sviluppato parallelo alla parete, in prossimita
del punto di ristagno risulta © # 0 e du/dx # 0. In particolare, ’equazione di continuita mediata da

ou ov

— = - — 10.62

oz dy ( )
Se allora consideriamo il termine di produzione dell’energia cinetica turbolenta, nella sua forma (1.71)
ancora esente da ipotesi di modellizzazione, esso prende la forma
20 e ov

P = —u % v Jy (10.63)
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e per la (10.62) questo si puo riscrivere

_ (o7 _gn) %
P o= (v2—u?) o (10.64)
In questa espressione il gradiente di velocita media e positivo (vedi fig. 10.1), per cui il segno e I'entita
del termine di produzione dell’energia cinetica turbolenta dipende integralmente dalla differenza tra
gli sforzi di Reynolds normali. Poiche in prossimita della parete e

V2 < u? (10.65)

deve risultare in prossimita del punto di ristagno

P <0 (10.66)

quindi presumibilmente i corrispondenti valori dell’energia cinetica turbolenta saranno alquanto bassi.
Adottando il modello k—¢, si ha invece in questo caso, ricordando la (10.62)

— 2 - ou

2 - —_F -9 — 10.
U 3 Vo (10.67)
— 2 du

2 = —k 4+ 2y — 10.
v 5 + 21, 9 (10.68)

per cui il termine di produzione modellato risulta
o\’

quindi un valore positivo, contrariamente a quanto indicato dalla (10.66). Ne deriva che il livello
previsto di energia cinetica turbolenta sara notevolmente superiore a quello effettivo. In particolare,
in problemi di scambio termico tra parete e fluido, il coefficiente di diffusione turbolenta del calore,
proporzionale a EZ/E per la (5.54), o equivalentemente a EQ/E, risultera notevolmente sovrastimato.

10.4.3 Argomento dei fattori correttivi

I fattori correttivi f,, fi e f; adottati nei modelli visti sinora sono descritti da funzioni di un numero
di Reynolds, definito o in funzione della distanza dalla parete (10.1), oppure sulla base della scala
delle lunghezze della turbolenza (10.2); in ogni caso, I'argomento indica I'importanza relativa dei
fenomeni viscosi molecolari. Abbiamo pero osservato nella Sez. 10.4.1 che in realta la necessita di
una correzione nasce dalla natura quasi-bidimensionale della turbolenza in prossimita della parete.
Come abbiamo visto, quest’ultimo fatto discende dall’equazione di continuita, nella quale in realta
la viscosita molecolare non entra affatto. Si intuisce allora che sarebbe probabilmente piu corretto
definire i fattori correttivi in funzione di un’altra grandezza, non collegata alla viscosita, ma piuttosto
alla stato di maggiore o minore bidimensionalita della turbolenza.

10.4.4 Parametri topologici della parete

Un notevole problema dei modelli per il trattamento della parete e la presenza, in alcuni di essi, di
parametri topologict legati alla particolare configurazione della parete considerata. Fssi consistono
tipicamente in vettori che indicano, per ogni punto computazionale, la distanza dalla parete. Ad
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Figure 10.2: Difficolta nell’individuazione della distanza dalla parete in prossimita di spigoli.

esempio, il modello di Lam-Bremhorst richiede la distanza dalla parete per definire il numero di
Reynolds Re,. Questi parametri implicano sostanziali difficolta d'uso in geometrie complesse. Nel
flusso su una lastra piana, e evidentemente molto facile individuare la distanza dalla parete, ma la cosa
e assal meno semplice in geometrie appena piu complesse, dove risulta difficile definire univocamente
una distanza del nodo di calcolo considerato dalla parete, vedi fig. 10.2.

In queste situazioni si adotta comunemente, in mancanza di una migliore procedura, la prassi di pro-
cedere ad una sovrapposizione degli effetti delle due (o piu) pareti adiacenti. Questo pero porta tipica-
mente ad oscillazioni numeriche in prossimita di tali spigoli, e deteriora significativamente ’affidabilita
della soluzione, specie per geometrie complesse. Si comprende quindi come siano preferibili i modelli
che non richiedono parametri topologici, come ad esempio il modello di Launder—Sharma.

10.5 Modelli a basso Re avanzati

Riportiamo di seguito due modelli per flussi a basso numero di Reynolds, sviluppati in questi ultimi
anni, che suppliscono in minore o maggiore misura ai limiti esposti nella Sez. 10.4.

10.5.1 Forma completa del modello k—¢ cubico

Nella Sez. 8.2 abbiamo riportato la forma del modello k—e cubico valida per alti numeri di Reynolds;
riportiamo qui invece la sua forma completa, applicabile a flussi a basso numero di Reynolds. Come
abbiamo detto, tale modello e in grado di riprodurre in buona misura ’anisotropia del tensore degli
sforzi di Reynolds, per cui I'estensione qui considerata consente di ottenere in particolare discrete
previsioni del flusso termico alla parete, quando viene usata l'ipotesi di trasporto secondo gradiente
generalizzato, come accennato nella Sez. 10.4.1. Inoltre, grazie all'introduzione di un appropriato
termine, esso consente di correggere il comportamento del modello anche in corrispondenza a punti
di ristagno, vedi Sez. 10.4.2.
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Il modello adotta la definizione (10.31) di dissipazione viscosa, per cui ’equazione per 'energia
cinetica turbolenta assume la forma, gia vista (10.33)

Ok

_ 2
m _ 7 /aﬂl ~ 0 Vi Ok 8\@
uka—xk = —uLu D — ¢+ D [(1/ + Uk) axk] — 2v (axn) (10.70)

dove ovviamente gli sforzi di Reynolds che compaiono nel termine di produzione devono essere espressi

secondo la (8.67). L’equazione per la dissipazione viscosa assume la forma

o T 2 9 v\ 0%
= —CaFU — Ca2= + — (V + ) +
k 8:1;k

U ~— Uy — — | =
6:1;k k k lal‘k O¢ 8xk

SE [0\’ & (1 I\’
| oy 835 1 10.71
+ 006 (axg) + 0835 (2.5:1;n ) (2.5:1;n) (10.71)

dove dobbiamo osservare alcune particolarith degli ultimi due termini. Il penultimo, in cui S &
definita analogamente alla (8.70) con la nuova definizione di dissipazione viscosa

/1
iSM Skl (10.72)

sostituisce il termine (10.54), ed ha quindi ancora la funzione di correggere I'andamento dell’energia

& =

e | F

cinetica turbolenta in prossimita della parete. L’ultimo termine invece, in cui [ designa la scala delle
lunghezze della turbolenza identificata, analogamente alla (3.23), come
—3/2
k
[ =

(10.73)

3
e la cosidetta ‘correzione di Yap’, che consente di riprodurre in maniera soddisfacente il comporta-
mento del flusso in prossimita di punti di ristagno, mentre si annulla per flusso parallelo alla parete. Si
ricordi infatti che nella (4.20) abbiamo assunto la scala delle lunghezze della turbolenza proporzionale
alla distanza dalla parete secondo la

y K
Cu
e ricordando 1 valori numerici delle costanti si trova
=25y (10.75)

Nei punti di ristagno invece, dove i modelli standard predicono un’eccessiva produzione di turbolenza,

quindi un livello eccessivo di k, e conseguentemente una [ che eccede il valore (10.75), la correzione
di Yap porta ad un termine positivo a secondo membro della (10.73), quindi ad un aumento della

dissipazione viscosa, il quale contrasta 'eccesso di k.

Il fattore correttivo f, che compare nella (8.68) ¢ poi definito in funzione del numero di Reynolds

turbolento come
| Rey (R@)Z
90 400

Ju=1—exp (10.76)
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e quindi tende all’'unita per alti numeri di Reynolds, come richiesto.

Questo modello, pur superando alcuni dei limiti emersi nella Sez. 10.4, conserva alcune limitazioni.
In effetti, la presenza nella ‘correzione di Yap’ di una distanza dalla parete reintroduce un parametro
topologico, vedi Sez. 10.4.4, dal quale era invece esente il modello di Launder—Sharma. Inoltre, i
fattori correttivi sono ancora espressi in funzione di un parametro viscoso, cioe il numero di Reynolds
turbolento, procedura che come abbiamo visto nella Sez. 10.4.3 non e in linea di principio corretta.

10.5.2 Modello nonlineare a tre equazioni k—e—A4,

Questo modello rappresenta un’estensione del modello k—¢ cubico, ma a differenza di questo adotta
principalmente come parametro per caratterizzare la vicinanza alla parete una grandezza, indicata
come Ay, che e legata all’anisotropia del tensore degli sforzi di Reynolds. In tal modo questo mod-
ello intende superare I'incongruenza della modellizazione classica, come visto nella Sez. 10.4.3, con
Iobiettivo di arrivare a previsioni del campo di moto piu realistiche. Inoltre, la presenza di parametri
topologici, vedi Sez. 10.4.4, dovuta alla correzione di Yap e eliminata adottando una differente espres-
sione per controbilanciare gli eccessivi valori dell’energia cinetica turbolenta in prossimita dei punti
di ristagno.

Introduciamo il tensore anisotropia, definito come

1,1
- 9
ai; = u%u] - Sk (10.77)

il quale fornisce appunto un’indicazione sull’anisotropia della turbolenza; se in particolare gli sforzi

normali sono uguali fra loro (quindi evidentemente uguali a 2 k/3), si ha

a11 = d99 — dzz — 0 (1078)
Inoltre, e possibile definire tramite il tensore anisotropia una grandezza scalare che da un’analoga

indicazione. Definiamo a questo scopo gli invarianti [35] del tensore anisotropia

Ay = ap ay (10.79)

As = ap apy amy, (10.80)

con k, [, m come indici di sommatoria; incidentalmente, il primo invariante ¢ nullo per flussi a densita
costante. E allora possibile dimostrare che la grandezza scalare cercata ha la forma [36]

o ?
8

ed assume valore nullo per turbolenza bidimensionale. Il gruppo di Launder ha pensato di adottare

A= (Ay — As) (10.81)

questa grandezza come indicatore della maggiore o minore vicinanza alla parete, rimpiazzando in tal
modo il ruolo svolto negli altri modelli dal numero di Reynolds turbolento. Lo scalare A potrebbe in
linea di principio essere ottenuto a partire da A, e Az, derivati a loro volta sulla base del campo di
moto calcolato. Tuttavia questo procedimento, che per la chiusura sui momenti primi qui considerata
equivale ad esprimere A puramente sulla base dei valori locali dei gradienti di velocita e di k, non
risulta sufficientemente accurato. La strada scelta per ovviare a questo inconveniente e quella di
introdurre un’equazione di conservazione per il secondo invariante Ay, che puo essere derivata a
partire dall’equazione per gli sforzi di Reynolds; ovviamente, essa richiedera l'introduzione di ipotesi
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di chiusura per i termini non chiusi. Il terzo invariante e invece ancora ricostruito sulla base sel
campo di moto calcolato. Non entriamo in questa sede nei dettagli della modellizzazione, limitandoci
a riportare la forma ultima del modello. Si tratta quindi di un modello ‘a tre equazioni’, in quanto
per determinare lo stato della turbolenza sono risolte tre equazioni, per ’energia cinetica turbolenta,
la dissipazione viscosa, ed il secondo invariante del tensore anisotropia. Incidentalmente, altri modelli
a tre equazioni, come il k—e—v"2 [37] ed il k—e-S [38], sono stati sviluppati con motivazioni simili, per
quanto risultino in generale meno potenti di quello qui riportato (p. es., il modello k—e—S adotta una
relazione costitutiva lineare).

La relazione costitutiva adottata nel modello k—e-A, [24, 39, 49] &

u;u; = — Vy Sij + §k52]—|—
k 8
+ ¢ v z (Sz’k Skj — Skl Smg]) +
k
+ & oy z (Qir Skj + Qi Ski) +
k ;i
+ ¢ v z (sz Qi — Qe Qe 3]) +
A% 2
+ ¢ v (N) (Ski Q4+ Sk QUi — = Skm Qum, 52']‘) Skt +
€ 3
+ ¢ (6) (Qu Qi Sij + S Qi Ly — 3 St Qpn in5ij) +
E 2
+ ¢ v (6) Sii Skt Sk +
E 2
+ oy z Sii Qe Qg
., E 8y Sk Sim S
& A
et (Spq qu)2

con k, I, m, p e ¢ come indici di sommatoria; il termine in ¢5 € comunque nullo, vedi (10.91). Si noti
che il termine in ¢g e del quarto ordine. La viscosita turbolenta e ancora formalmente data da

—2
v, = ¢, [ " (10.83)
ma ¢, e f, sono definite come

_ 0.6677, 5/6
%= 1118y {1 = exp [~ 0.145 exp(1.377%)]} (10.84)

1.1 f [1 — 0.8 exp (— E;?)] (10.85)

1+ 0.6A, + 0.2 A3°

[ e B

fu:

essendo

n = max(S,Q) (10.86)
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rpo= 1+ [I = exp(—843)] l1 + 4 [exp (- 0.057%;)] (10.87)
dove ora il numero di Reynolds turbolento e gli invarianti di deformazione e rotazione sono definiti
come

_ &
Rey = — (10.88)
Ve
s k1
S = /= SuSu (10.89)
€ V2
« ko1
Q= /-0 10.90
FATSRLAL ( )
I coefficienti del modello sono identificati come
fq
¢ = — 0.05°
1 3
[y
cy = 0.11 ==
2 3
fy S
3 = 042 —————
fulS + ) (10.91)
Cq4 = — 08 fc
Cy — 0
Cg — — 0.5 fc
Cr = 0.5 fc
Cg — — 0.5 fB

dove le funzioni sono definite come

f5 = ﬁexp (—2047%) (10.92)

”
fe = \/HOUW (10.93)
fo = 14 045925 (10.94)
avendo posto
—\ 2
¢ =¢—¢=2v (%ﬁ) (10.95)

Nella (10.92), A* rappresenta un valore efficace di A

A = faA 4 (1 — fa) A" (10.96)
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con
Fz
r_ _ __ e
A=Al exp( o 24A2) (10.97)
A 1.5 . ~
VA SR R ( 2 ) [1 — exp (-0.01363)] < (10.98)
8 ag agg €
9
A=1— g (akl apr — Ag) (1099)
As = ap ay @k (10.100)
—\2
fa=1—exp [— (0.0125 Re,) ] (10.101)

Passiamo ora ad esaminare la forma delle tre equazioni differenziali del modello. L’equazione
dell’energia cinetica turbolenta e lievemente modificata nella modellizzazione del termine di trasporto
turbolento, per cui si ha la forma

_ _ 2
gy . 0 k. \ ok vk

Ok

Uk 75—
al'k

— ! 7
= T Upy

dove al solito gli sforzi di Reynolds devono essere espressi secondo la (10.82), e

cp, = 0.22f, (10.103)
con
P e\ 1/4
= Hi/- —4 (- 10.104
sl () -
L’equazione per la dissipazione viscosa assume la forma
T ¢ —— O & 9 E——\ o¢ u\?
ukaixk = —¢Ca ?u’“u’a?k — 052? + 87:1% v o + cegukul 7k + c3v 7@:1;721 +

Vy a% aﬂt azﬂt aﬂl al al
‘I’ Cea V =—

€ —2 k :
Uy _ £ 02 e | L 10.1
k al'k 6:1;1 8:1;k 6:1;1 ‘ k eXP( 0 5Ret) —I_ Ces € g (axm axl axm) ( 0 05)

con [ ancora definita come

(10.106)

ed inoltre

ca =14 0.15(1 — A%) (10.107)
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1.92
Cey = (10.108)
1
14+07(1— — | VA max(0.25, A*)
1 4 0.0025 Re,
oy = 1.2 (10.109)
ca = 1.0 (10.110)
s = 35 (10.111)
L’equazione di A, prende la forma
_ 8A2 A2 6@ ar — 6@ —_— 6* 8 Ei 8A2
R R R AT L vén +022f, = diu ) T2
¢ D T (“’““m Dy T U gy )—I—@xk [(” w022y “k“l) 8:1;11 +
gl O / O _
—I—Q? {—016 lam + (kaaml — Ay 3 )] —ap VA e+
—_— 6*1 —_— 8@ 2 8u
+ 0.6 (ukum D, + wju!, axm) — 0.6 (le + 35k1) up,ul, 87
—— Ouy, dly Oly dly 0l
— — - =
™ Cow U U oz, (3 Oz, Ox; Oz, Oz, f
—|—C/2w6lmpE §%%% §8ﬂ; 8lf 8lf B 6@1 8lf 8lf n
2 Oz, Ox; Oz, 2 0z, Oz, Oz, dx, Oz, Oz,
— Jdu,, Jl; 0l oly 0l oly 0ly 6
p 3. Oum Oly 0y g Oly 0ly Oly b
t G dx, Oz, Oz, (&m ox; dx, Oz, 3 +
A 2
+20 - 2“f’ [f G+ 5 (1 - fe)e(SM] (10.112)
dove
Wk uiur, VE v, WVE ! Wk a\/: ulu)
2v fr — + = + 2v fr = ;i + —=c
0%, ko Ox; ko Ox; ko Oxy 8:1;m k ( )
e = — 10.113
N - 5vfr o, VE VE
€ k Ozr Oz,
con
- e (5]
— eXp\— 5] 1.5
k
VAL (10.114)

l. =
/ 1 + 3.5 A2 ¢
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fo=1— fs |1 —exp(—204"7)] (10.115)
Re,
=1 - - 10.11
R (10.116)
— 2
Ret
=1 - — = 10.117
o= e |- () (10117
& = 3.1 min («/A2,0.5) VA~ f, (10.118)
d =12 (10.119)
cow = 0.088 A] (10.120)
,, = 0.16 A2 (10.121)
= 1.2 14, A (10.122)

La condizione al contorno applicata alle pareti solide e

0A,
dx,

cioe gradiente nullo in direzione normale alle pareti.

— 0 (10.123)

I modello e stato anche esteso per raffinare I'ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato
nella forma (9.40), dove il coefficiente €' assume ora 'espressione

0.3 4+ 0.2
1 + 0.5/A, + 0.07 A2

[N

(10.124)

che sostituisce la (9.41).
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Capitolo 11

Generalita sul modelli1 con chiusura sui
momenti secondi

11.1 Formulazione con chiusura sui momenti primi

Abbiamo osservato come il processo di decomposizione e media delle equazioni di Navier—Stokes
per un fluido inerte, sottoposto a forze di galleggiamento, porti alle seguenti forme delle equazioni
mediate di continuita, della quantita di moto e della temperatura, vedi eq. (1.35,5.7,5.24):

oy,

o , . 10p 0*u; J — .
a—:]ck(ukuZ = —;a—xl + V@xkaxk " oo (ujul) — B; (T — Tp) 1 = 1,2,3 (11.2)
o . - v 0°T 0 —

In queste equazioni compaiono termini che rendono il sistema di equazioni mediate non chiuso, cioe
gli sforzi di Reynolds u{u} nell’equazione della quantita di moto mediata, ed i flussi di Reynolds u;1"
nell’equazione della temperatura mediata.

Per chiudere il sistema delle equazioni di Navier—Stokes mediate e quindi necessario ricavare espres-
sioni per 1 6 sforzi di Reynolds ed i 3 flussi di Reynolds, in modo da pareggiare il bilancio tra il
numero delle incognite ed il numero di equazioni disponibili.

L’approccio modellistico piu semplice, ampiamente riportato nei capp. 2.3.2-9.4, e quello di adottare
modelli per esprimere direttamente gli sforzi ed 1 flussi di Reynolds. In questo caso quindi queste
grandezze (che sono medie del prodotto di due componenti fluttuanti, cioe momenti secondi), sono to-
talmente modellate. Possiamo per esempio adottare la forma lineare dell’ipotesi di trasporto secondo
gradiente, vedi eq. (3.7,5.55), e scrivere

upul = — 1y (axk + axi) + g@kk (11.4)
o o= o (11.5)
o 0x;
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Sostituendo queste espressioni per gli sforzi ed i flussi di Reynolds nelle eq. (11.2,11.3) rispettivamente,
il sistema delle equazioni di Navier—Stokes mediate si riscrive

Juy,
—F = 11.
9 _ _1op 9%u; = .
aixk( _;ail‘l ‘|’ (V ‘I’ Vt)m - 62 (T - TO) = 17273 (117)
d = (v vy o*T
TM(WT) B (U * Ut) dxy, Oy, (11'8)

e risulta evidentemente chiuso una volta che sia assegnata un’espressione per la viscosita turbolenta,
il che equivale come detto ad individuare le scale u* ed [* della turbolenza:

v, o< ul* (11.9)

Facendo riferimento, a titolo di esempio, al modello a due equazioni k—e (abbiamo osservato come
occorrano almeno due equazioni per poter definire u* e [* con un minimo di generalita), tale scale
sono individuate come la radice quadrata dell’energia cinetica turbolenta

v = \E (11.10)

ed attraverso una relazione dimensionale con il tasso di dissipazione viscosa

—3/2
r = kf (11.11)
€

Ricapitolando, in questi modelli le equazioni per i momenti primi (cioe per i valori medi delle compo-
nenti di velocita, della pressione e della temperatura) sono (come si suol dire) ‘esatte’, ma i valori dei
momenti secondi (sforzi e flussi di Reynolds) sono totalmente modellati. Dobbiamo percio aspettarci
che questi modelli, detti appunto con chiusura sui momenti primi, presentino alcuni limiti, come
infatti ampiamente dimostrato nei capp. 6.3 e 9.4. Adottare modelli con chiusura sui momenti primi
di tipo ‘avanzato’, come i modelli nonlineari esaminati nel cap. 7.2.2, ed i modelli GGDH esaminati
nel cap. 8.2, puo dare qualche miglioramento, ma non sovverte la sostanza del fatto che i momenti
secondi in questi modelli sono totalmente modellati.

11.2 Formulazione con chiusura sul momenti secondi

Per superare la limitazione dei modelli con chiusura sui momenti primi, citata nella sez. 11.1, la via

maestra da seguire e quella di considerare le equazioni di conservazione per gli sforzi ed i flussi di

Reynolds, ricavate in precedenza. Per gli sforzi di Reynolds in flussi con galleggiamento, ricordiamo

di aver introdotto le seguenti posizioni per indicare i termini di produzione, vedi eq. (1.65),
I

P, = —vu — Ul
k k
! J 6:1% ! 8:z;k

(11.12)

di galleggiamento, vedi eq. (5.12),

Gij = =BT — BT (11.13)
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di pressione—deformazione, vedi eq. (1.66),

!
I i (11.14)

di dissipazione, vedi eq. (1.67),

ou! au
o= 2u 11.15
€is 8:1;k al'k ( )
e di trasporto, vedi eq. (1.63)
a p/u/ aulul

dij = — — £ 0, ] Oi — L 11.16
; Do (uuuk—l- , ot D PR ( )
Con queste posizioni, I'equazione di conservazione per gli sforzi di Reynolds prende la forma (5.13):

_ Oull
Uk axk == Pij + Gij + qﬁij — G + dij (1117)

Per I'equazione dei flussi di Reynolds, adottiamo le seguenti posizioni per i termini di produzione,

vedi eq. (5.14),

o
Pr = —u, 1" — 11.18
di galleggiamento, vedi eq. (5.49),
G = — 3,17 (11.19)
di pressione—gradiente scalare (di temperatura), vedi eq. (5.50),
/ aT/
b = T (11.20)

di dissipazione mista (che abbiamo osservato essere sostanzialmente nullo in turbolenza quasi isotropa;
tuttavia puo assumere importanza in condizioni di forte anisotropia, per esempio in prossimita di
una parete), vedi eq. (5.44),

oul IT"
p—_ 11.21
“r (V + ) al'k al'k ( )
di trasporto, vedi eq. (5.51),
T e
dr = -~ (u W T+ by — o O (11.22)
dxy, Oz,

Con queste posizioni, I'equazione di conservazione per i flussi di Reynolds prende la forma (5.52):

oulT"
up 8:; = Pr + Gir + o7 — 67 + dir (11.23)
2

Oltre a queste equazioni per gli sforzi ed 1 flussi di Reynolds, consideriamo anche, per motivi che risul-

teranno subito evidenti, I’equazione per un ulteriore momento secondo, la varianza della temperatura,

vedi (9.26),
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o1 _ _QW@ I 0*T"? Qw1
Jdzy, o Oxy, Oz, Oxy,

— Y 11.24
Uk Oy X ( )

dove abbiamo introdotto la seguente posizione per designare il termine di dissipazione scalare, vedi

eq. (9.25):

B v T 9T
X =2- e, D (11.25)

Possiamo allora tentare di risolvere, anziché il sistema delle equazioni mediate per i soli momenti
primi, un sistema per le equazioni mediate dei momenti primi (continuita, quantita di moto, tem-
peratura) e secondi (sforzi di Reynolds, flussi di Reynolds, varianza della temperatura):

Juy,
— =0 11.26
D, (11.26)
0 1 dp 0*u; J —— — .
—(upu;) = —— — — tuly — B (T — T, = 1,2, 11.2
0 — v 0*T 0 ——
" (w.T) = = — T 11.2
Jdzy, (1) o Oz, Oz, Jdzy, (i 77) ( 8)
_ Julu,
Uk == Pij + Gij + qﬁij — G + dij (1129)
al'k
ST
U Nt o Py + Gir + ¢ — 67 + dir (11.30)
al'k
a1 S v 0?17 out, T
— - —_9 /T/i _ — k — Vv 11.31
e Jdzy, Y Jdzy, + o Oxy, Oz, Oz, X (11.31)

In questo sistema di 15 equazioni (5 per i momenti primi, e 10 per i momenti secondi) le incognite
sono le tre componenti della velocita media, la pressione media, la temperatura media (quindi 5
momenti primi), le sei componenti indipendenti del tensore (simmetrico) degli sforzi di Reynolds,
le tre componenti dei flussi di Reynolds, e la varianza della temperatura. E facile pero constatare
che il sistema non e chiuso. In particolare, mentre nelle equazioni per i momenti primi tutti termini
sono chiusi, nelle equazioni dei momenti secondi alcuni termini risultano da modellare. Analizzi-
amo a questo proposito ciascun termine delle equazioni per i momenti secondi. Nell’equazione per
gli sforzi di Reynolds (11.29) il termine convettivo (a primo membro) e ovviamente chiuso; si puo
inoltre verificare dalle posizioni (11.12,11.13) che anche i termini di produzione P;; e di galleggia-
mento (;; sono chiusi. Risultano invece non chiusi i termini di pressione-deformazione ¢;; (11.14),
dissipazione ¢;; (11.15), e trasporto d;; (11.16), tranne il piccolo contributo a quest’ultimo derivante
dal trasporto molecolare. Nell’equazione per i flussi di Reynolds (11.30), il termine convettivo (a
primo membro) e ovviamente chiuso; il termine di produzione Py e anch’esso chiuso, come si puo
verificare dalla posizione (11.18). Per quanto riguarda il termine di galleggiamento G,7 (11.19), in
esso figura la varianza della temperatura, ed e appunto per questo che e stata introdotta 1'ulteriore
equazione per questo momento secondo, si da rendere chiuso G;r. I termini di pressione—gradiente
scalare ¢;r (11.20), dissipazione mista ¢;7 (11.21), e trasporto d;7 (11.22) risultano invece non chiusi
(tranne il piccolo contributo a d;7 dovuto ad effetti molecolari). Nell’equazione per la varianza della
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temperatura (11.31) il termine convettivo a primo membro e ovviamente chiuso; anche il termine di
produzione (il primo a secondo membro) risulta chiaramente chiuso, come pure il piccolo termine
di trasporto molecolare (secondo a secondo membro). Sono invece non chiusi i termini di trasporto
turbolento (terzo a secondo membro), ed il termine di dissipazione scalare Y (11.25).

Quindi, come d’altronde gia sapevamo, la risoluzione delle equazioni dei momenti secondi, in aggiunta
a quelle per i momenti primi, non risolve il problema della chiusura delle equazioni mediate. Tuttavia,
e importante osservare che, mentre nell’approccio basato sulla chiusura sui momenti primi i termini
negli sforzi ed i flussi di Reynolds sono totalmente modellati, nell’approccio basato sulla chiusura sui
momenti secondi tali termini sono descritti da equazioni in un cui buona parte dei termini (in parti-
colare, convezione, produzione, galleggiamento, ed il sia pur piccolo termine di trasporto molecolare)
sono tenuti in conto in maniera esatta, anche se altri termini (pressione—deformazione o pressione—
gradiente scalare, dissipazione, trasporto turbolento) devono ancora essere modellati. In altre parole,
dobbiamo aspettarci che 1 modelli con chiusura sui momenti secondi riescano a riprodurre una ben
piu grande porzione di fenomeni che si generano in flussi turbolenti, che non 1 modelli con chiusura
sui momenti primi.

11.3 Inconvenienti della chiusura suli momenti secondi

Nonostante la loro risconosciuta maggiore potenzialita, i modelli con chiusura sui momenti sec-
ondi presentano alcuni inconvenienti che ne hanno fortemente ostacolato la diffusione, specie in
applicazioni pratiche, cioe quelle perseguite generalmente da non specialisti mediante packages com-
putazionali disponibili sul mercato.

Innanzitutto, i modelli con chiusura sui momenti primi richiedono le risoluzione delle equazioni (11.6-
11.8) (se, come esempio, facciamo riferimento alla forma lineare del modello k—¢), pitt due equazioni
(per 'energia cinetica turbolenta ed il suo tasso di dissipazione viscosa), per un totale quindi di
7 equazioni nel caso considerato di flussi con galleggiamento. I modelli con chiusura sui momenti
secondi richiedono invece, una volta specificate appropriate forme per i termini non chiusi, la soluzione
delle equazioni (11.26-11.31), pit ancora un’equazione per ¢, per un totale di 16 equazioni. Inoltre le
equazioni per i momenti secondi presentano numerosi, complessi termini; si comprende quindi come
lo sforzo computazionale sia sensibilmente superiore rispetto ai modelli con chiusura sui momenti
primi. Questo inconveniente tuttavia tende ad assumere un peso via via minore nel tempo con il
continuo aumentare della potenza degli strumenti di calcolo disponibile.

La codifica dei modelli con chiusura sui momenti secondi e evidentemente alquanto piu complessa
di quella dei modelli con chiusura sui momenti primi, e questo e senz’altro il fattore che frena
maggiormente lo sviluppo di codici di calcolo di questo tipo. Occorre comunque considerare che
questo rappresenta un problema per chi sviluppa il codice di calcolo, ma non ovviamente per un
utilizzatore che impiega un codice di calcolo gia sviluppato.

Un diverso tipo di inconveniente, non quantitativo ma qualitativo, nasce invece dalla diversa struttura
matematica delle equazioni che descrivono il flusso. Nella chiusura sui momenti primi, il fenomeno
di trasporto turbolento e assimilato ad un processo diffusivo, vedi eq. (11.4,11.5), che quindi tende
ad ‘uniformare’ il flusso, ossia a rendere piu facile e stabile la soluzione numerica. Al contrario, nei
modelli con chiusura sui momenti secondi, il trasporto turbolento appare nelle equazioni mediate
della quantita di moto e della temperatura (11.27,11.28) come un termine sorgente, attraverso i
termini
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— i(u§g u!) (11.32)
8:1;k
d sl

che evidentemente non hanno natura diffusiva. Possiamo dire che nella chiusura sui momenti primi
il numero di Reynolds computazionale, essendo U ed L scale di velocita e lunghezza rappresentative
per il moto medio

Re. = UL (11.34)

v+ vy

risulta essere molto basso perche la viscosita turbolenta e in genere molto maggiore della viscosita
molecolare. Nella chiusura sui momenti secondi invece, il numero di Reynolds computazionale viene
a coincidere con quello effettivo

UL
Re, = Re = —— (11.35)

v
e risulta quindi molto alto, per cui gli effetti diffusivi sono quasi trascurabili. La soluzione numerica
di flussi turbolenti mediante modelli con chiusura sui momenti secondi puo percio rivelarsi operazione
notevolmente delicata.

E tuttavia anche il caso di menzionare che alcuni modelli con chiusura sui momenti secondi sviluppati
nell’ultimo decennio, pur ritenendo questo inconveniente intrinseco dell’approccio, sono stati diseg-
nati al fine di evitare I'insorgere di situazioni computazionali prive di significato fisico, contribuendo
in tal modo, tra ’altro, a rendere piu agevole la soluzione numerica.

11.4 Espansione dei termini pressione—deformazione e pres-
sione—gradiente scalare

Per poter utilizzare la chiusura sui momenti secondi, rimane quindi da fornire espressioni per 1 termini
non chiusi delle equazioni per gli sforzi ed i flussi di Reynolds, e per la varianza della temperatura,
eq. (11.29,11.30,11.31). Come abbiamo osservato, i termini che richiedono modellizzazione sono quelli
di pressione—deformazione, pressione—gradiente scalare, trasporto turbolento, dissipazione. Come ve-
dremo nei prossimi capitoli, alcuni di questi termini possono essere modellati con relativa affidabilita,
mentre altri, e segnatamente quelli di pressione-deformazione ¢;; e pressione-gradiente scalare ¢;r,
sono di difficile modellizzazione.

In questa sezione, prima di affrontare il problema della modellizzazione dei termini non chiusi, oper-
eremo un’espansione dei termini in cui appare la pressione, al fine di aiutare a chiarirne il significato
fisico, e dare indicazioni sulla possibile forma dei relativi modelli.

Ricordiamo in proposito che nella sez. 1.2 abbiamo ricavato 'equazione per lo sforzo di Reynolds
moltiplicando per u; ’equazione per u; (cioe 'equazione della quantita di moto in direzione j), per u;
I’equazione per u;, sommando e mediando; in modo simile, nella sez. 5.4 abbiamo ricavato l’equazione

el flusso di Reynolds moltiplicando per u; I’equazione per T', e mediando. Una procedura simile non
del fl di Reynold Itiplicando p I'eq per T, diando. Una p d 1
puo essere ripetuta per i termini pressione—deformazione e pressione—gradiente scalare perché non
esiste un’equazione per la pressione, o almeno, come adesso vedremo, essa ha una forma alquanto
diversa da quella per la quantita di moto o la temperatura.
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Possiamo tuttavia ricavare un’equazione per il laplaciano della pressione, differenziando 1’equazione
della quantita di moto per la direzione 7, scritta nella forma valida per 1 valori istantanei in presenza
di galleggiamento, eq. (5.6), rispetto alla coordinata z;. Si ha quindi

Pu w10 w7
dz; Ot dx; 0,  p Ox? g Oz; 0x; 0z " Ox;

Sommando rispetto ad ¢, ed adottando k& come indice di sommatoria tensoriale, si ha, con qualche

(11.36)

permutazione dell’ordine di derivazione

0 Ouy, Puy 1 9% 0*  Ouy oT

— = — - — Bp 11.37
ot 8:1;k 8:1;k6:1;l P 8:1;k6:1;k + V@x,@xl al'k kal'k ( )
la quale evidentemente da, per I’equazione di continuita (1.1)
9*p D up oT
- _ _ - 11.38

Questa e la cosidetta equazione di Poisson, nella forma valida per flussi con galleggiamento. Tale
equazione, relativa al laplaciano della pressione, non puo come detto essere direttamente utilizzata per
ricavare indicazioni sui termini pressione—deformazione e pressione-gradiente scalare. Possiamo pero
intanto ottenerne una forma mediata, decomponendo dapprima pressione e velocita in componente
media e componente fluttuante

Po+p) _ _ O+ @) AT AT
8xkaxk N P 6:1;k8:1;1 Pk al'k N
82ﬂk ﬂl 82ﬂk u; 82u§€ ﬂl 82u§€ u; 6T’

or
= — — — — — = 11.39
G TR T T v R e L A (11.39)
Osserviamo che il secondo ed il terzo termine ad ultimo membro sono uguali fra loro (I'uno puo
essere ottenuto dall’altro mediante una semplice permutazione degli indici di sommatoria); il termine
risultante puo essere ulteriormente espanso osservando che

Py _ 00 e O (0w O 0w dn L, O O O,
8:1;k8:1;l N 6:1% 8:1;1 R 6:1;k lal‘l k@xl N 8:z;k 8:1;, lawkawl N 8xk 8:1;1
(11.40)

dove I'equazione di continuita e stata utilizzata per annullare i termini duj/dx; e 0*uy/(dxy, dx)) =

0/ 0z (Oug/Oxy). La (11.39) puo quindi riscriversi

or’
al'k

»Pp+r) B 0*uy _ Juy, Juj 0*ul, u)
8:1;k 8:1;k N p@xk 6:1;1 P 6:1;1 al'k pal’kal‘l

or
LT L (11.41)

Applicando quindi 'operatore di media, con ovvio annullarsi dei termini in cui compare una sola
fluttuazione:

I’p B 0%, u; B O*ul ) iy @
8:1;k8:1;k N p@xkax, p@xkaxl P k@xk

Sottraendo la forma mediata (11.42) dalla forma istantanea (11.41) si ha ’equazione di Poisson per

(11.42)

la fluttuazione di pressione:
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o paﬂk Oui pa%;u; p Oui i pp ot (11.43)

al’k al’k 8:1;1 6:1;k 6:1;k Xy 8:1;k8:1;l kal‘k '
Osserviamo che il terzo termine a secondo membro e trascurabile rispetto ai primi due: infatti
in esso compaiono derivate di grandezze medie, che quindi variano su lunghezze dell’ordine delle
scale integrali delle lunghezze. Nel primo e secondo termine compaiono invece derivate di grandezze

fluttuanti, che cioe variano su scale delle lunghezze dell’ordine della scala di Kolmogorov, cioe sino

= —2

alle pit piccole scale della turbolenza. Ne segue che la (11.43) puo essere riscritta, con ottima
approssimazione, come

o*p' D*ulu] @% .8 oT’
P 6:1;1 8:1;k P Pk al'k

Questa espressione permette di comprendere come la pressione fluttuante possa essere scissa in tre
componenti

Y = — 11.44

p o= p/(l) 4 p/(2) 4 p/(3) (11.45)

una legata unicamente ai gradienti delle componenti fluttuanti della velocita, che indichiamo come
pM | una legata sia ai gradienti delle componenti fluttuanti che ai gradienti di velocita media, che
indichiamo come p'(?, ed inoltre una derivante dalle fluttuazioni di temperatura, che indichiamo come
p'® . La prima viene anche chiamata ‘lenta’, mentre la seconda viene chiamata componente ‘rapida’ o
‘veloce’, per motivi che vedremo fra breve. Possiamo allora pensare di scindere il termine pressione—
deformazione (11.14), che e la media del prodotto della componente fluttuante della pressione per
un gradiente di velocita, in maniera analoga alla (11.45)

Gi; = Qi1 + Gij2 + Gijs (11.46)

con

p’(l) au; p’(l) au;
il = — — 11.47
Pt p Ox; + p Oz; ( )

p’(z) au; p’(z) au;
P2y

Qijp = (11.48)

p Ox;

p’(3) au; p’(3) au;
_I_

452']‘3 = p 67:1;2

O, (11.49)
La prima componente e anch’essa chiamata ‘lenta’, o parte turbulenta; essa e interessata percio dalla
scala dei tempi caratteristica dei fenomeni turbolenti su grande scala (perché il termine wju; che
compare nella (11.44), appare in forma mediata nella (11.48)), cioe quella che abbiamo identificato
come k/¢. La seconda componente del termine pressione-deformazione ¢ chiamata ‘rapida’ o ‘veloce’,
od ancora parte di deformazione media. Notiamo che per le (11.44,11.45) essa e interessata, oltre che
dalla scala k/¢, da una scala dei tempi definita dall’inverso del gradiente di velocita media. La scala
dei tempi della seconda componente risulta normalmente molto piu breve di quella associata con la
prima, e questo giustifica i nomi assegnati loro.

Cogliamo l'occasione per osservare come l'insorgere di queste due scale dei tempi, che emergono
naturalmente dalla formulazione ai momenti secondi, resta del tutto inavvertibile nella chiusura sui
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momenti primi. Questo fornisce un’ulteriore indicazione della maggiore potenzialita della chiusura
sui momenti secondi.

Occorre anticipare che, per motivi che appariranno piu chiari in seguito, sara poi necessario aggiun-

gere una ulteriore quarta componente del termine ¢;; in prossimita della parete, che indicheremo
w

come ¢7.

Analogamente a quanto appena visto per il termine pressione—deformazione, anche il termine pres-
sione—gradiente scalare (11.20) puo essere scisso come

¢ir = ¢ir1 + Qir2 + Pits (11.50)

avendo introdotto una componente ‘lenta’, o turbolenta

p/(l) o1’
T = 11.51
i o (1151)
una componente ‘rapida’, o ‘veloce’, o di deformazione media
/(2) oT’
2 = O (11.52)
ed una componente dovuta alle forze di galleggiamento
p/(3) o1’
T3 = 11.53
w220 (11.53)

Considerazioni analoghe a quelle sulle scale dei tempi del termine pressione-deformazione possono
essere avanzate anche per queste componenti.

11.5 Principi guida della modellizzazione dei termini non
chiusi

Per poter applicare la chiusura sui momenti secondi, occorre quindi definire modelli per i seguenti
termini non chiusi:

e nelle equazioni per gli sforzi di Reynolds u}u’:

— pressione—deformazione, componente turbolenta (o ‘lenta’) ¢;;1;
— pressione—deformazione, componente di deformazione media (o ‘rapida’, o ‘veloce) ¢;;2;
— pressione-deformazione, componente dovuta alle forze di galleggiamento ¢;;s;

— pressione-deformazione, componente in prossimita della parete ¢} (eventualmente);

trasporto turbolento ! d;;;

tasso di dissipazione meccanica ¢;;.

o nelle equazioni per i flussi di Reynolds u!T":

'In realta d;;, per come ¢ stato definito (11.16), comprende anche il (piccolo) termine di trasporto molecolare, che
non richiede modellizzazione.



132

— pressione—gradiente di temperatura, componente turbolenta (o ‘lenta’) ¢ir1;

— pressione—gradiente di temperatura, componente di deformazione media (o ‘rapida’, o

‘veloce) ¢ira;
— pressione—gradiente scalare, componente dovuta alle forze di galleggiamento ¢;rs;
— dissipazione mista ¢;7;

— trasporto turbolento % d;7;
e nell’equazione per la varianza della temperatura 7/2:

— trasporto turbolento —duj, T"?/0xy;

— tasso di dissipazione scalare Y.

La modellizzazione di questi termini sara oggetto dei prossimi capitoli. Vogliamo invece qui indivi-
duare le condizioni generali che tali modelli devono (possibilmente) soddisfare, e che sono di seguito
riportate. Questa discussione amplia quella accennata nella sez. 8.1.3.

1. Consistenza dimensionale. Questo principio richiede che il termine da modellare ed il modello
per esso escogitato abbiano le stesse dimensioni.

2. Indipendenza dal sistema di coordinate. Il modello deve poter essere applicabile qualunque sia
il sistema di coordinate scelto. Per assicurare questo principio, basta che il termine da modellare

ed il modello possano essere scritti come tensori (o vettori, a seconda del termine considerato)
cartesiani con gli stessi indici.

3. Invarianza galileiana. Questo principio richiede che le equazioni del moto siano invarianti
rispetto ad una trasformazione (p. es. una rotazione) del sistema di riferimento, supposto
inerziale. Quindi il termine da modellare ed il modello devono trasformarsi nello stesso modo.

4. Realizzabilita. Discuteremo ampiamente questo concetto, introdotto da Schumann [41], piu
avanti. Per ora ci basti osservare che esso richiede che la soluzione del modello deve sempre
avere significato fisico. Per esempio, I’energia cinetica turbolenta dovra sempre essere positiva
o al piu nulla, in quanto valori negativi dell’energia cinetica non hanno significato fisico.

5. Linearita ed indipendenza degli scalari conservati passivi . Questa condizione si applica alle
equazione per le grandezze scalari, per esempio temperatura, entalpia e composizioni chimiche
(espresse sotto forma di frazioni di massa, o in forme equivalenti). Per quanto nel contesto

di queste note ci interessi solo marginalmente, osserviamo che essa richiede che le equazioni
modellate per una grandezza scalare, definita come combinazione lineare di scalari conservati
passivi siano pari alla combinazione lineare delle equazioni per i singoli scalari conservati.

?Analogamente, d;7, per come ¢ stato definito (11.22), comprende anche il (piccolo) termine di trasporto molecolare,
che non richiede modellizzazione.

3Cioé grandezze scalari nelle cui equazioni compaiono solo termini di convezione e diffusione, mentre il termine
sorgente (p. es. dovuto a reazioni chimiche) & nullo. In pit, Iipotesi richiede che queste grandezze siano passive, cioe
inflenzino in modo trascurabile la densita del fluido. Tali grandezze possono essere p. es. le concentrazioni di specie
chimiche inerti presenti a livello di tracce, come alcuni inquinanti nell’aria atmosferica.
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6. Limitatezza delle composizioni. Anche questa condizione si riferisce alle equazioni per grandez-
ze scalari. Queste sono di per sé inerentemente vincolate a spaziare in un intervallo limitato.

Per esempio, per la concentrazione della i—esima generica specie chimica, espressa in termini di
frazioni di massa (cioe massa della specie ¢ contenuta in una massa unitaria di miscela gassosa),
vale la limitazione

0 <Y <1 (11.54)
ed il modello deve ovviamente rispettare questa limitazione.

Per quanto i concetti espressi da questi principi appaiano abbastanza ovvii, e sembrino definire vera-
mente il minimo che si possa richiedere ai modelli di turbolenza, dobbiamo invece osservare che spesso
i modelli attualmente disponibili violano alcuni di questi principi (ad eccezione del primo, che deve
ovviamente essere strettamente osservato). Questo aggiunge un ulteriore fattore di approssimazione
alle soluzioni ottenute mediante questi modelli di turbolenza.

11.5.1 Osservazioni sulla notazione

Talvolta alcuni dei termini delle equazioni per i momenti secondi sono indicati in letteratura con
simboli differenti da quelli qui adottati. Per esempio, il termine d;; (11.16) di trasporto degli sforzi
di Reynolds e talvolta indicato come

ad; ;
— aTJ: (11.55)
con d;;;, ovviamente dato da
B N P T
dije = uiuju + ik + 7]5% = G (11.56)

per rimarcare espressamente che il termine d;; e la divergenza di un tensore del terzo ordine.

Nella notazione largamente adottata negli USA (in particolare da Lumley e collaboratori), tale ter-
mine di trasporto ¢ indicato come T;; oppure come

aTijk
al'k

dove il simbolo T' sta a richiamare il concetto di trasporto (mentre la d largamente adottata in Europa
richiama il concetto di diffusione, che come vedremo e adottato per modellare tale termine).

(11.57)

Per le componenti turbolenta, e di deformazione media, del tensore pressione-deformazione, da noi
indicate come ¢;;; e ¢;js rispettivamente, negli USA si adotta prevalentemente la notazione Ily;; e

I1y;; (si noti che gli indici sono stati invertiti), oppure 71'2(»]2), dove pero che nella componente turbolenta

viene conglobata la parte anisotropa del tensore di dissipazione viscosa:

(1) Q. 1) o’ 2
m(?):p Loy aul-l-%‘_i%

p Ox; p O
Analoghe notazioni sono adottate per i termini dell’equazione per i flussi di Reynolds. Per quanto
riguarda invece l'equazione per la varianza della temperatura (11.31), spesso essa viene scritta

€ (11.58)

in termini di 772/2 anziché T72, per analogia con l'equazione dell’energia cinetica turbolenta. In
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tal caso il termine di dissipazione scalare ¢ normalmente indicato come ¢r, ed ¢ pari alla meta
dell’espressione (11.25).

Altri autori poi adottano notazioni loro proprie, per esempio Speziale denota i termini di trasporto
nell’equazione degli sforzi di Reynolds come —dC;1./0xy.



Capitolo 12

Chiusura sul momenti secondi: modelli
lineari

In questo capitolo diamo le linee generali della modellizzazione dei termini che appaiono in forma
non chiusa nelle equazioni dei momenti secondi, cioe 'equazione degli sforzi di Reynolds (11.17),
I'equazione dei flussi di Reynolds (11.23), e 'equazione della varianza della temperatura (11.24). Ci
limitiamo per ora a considerare 1 modelli ‘classici’, in cui i termini non chiusi sono espressi tramite
funzioni lineari degli sforzi, o equivalentemente del tensore anisotropia (10.77), e dei flussi di Reynolds.

Inoltre, invochiamo 1'ipotesi di flusso ad alto numero di Reynolds, il che comporta due conseguenze:

1. 1 moti su grande scala, ai quali e dovuta la gran parte del trasporto turbolento di quantita
di moto e calore, non sono praticamente influenzati dalla diffusivita (viscosita e conducibilita)
molecolare del fluido;

2. 1moti su piccola scala, responsabili della dissipazione viscosa, non sono direttamente influenzati
dai moti su grande scala e dal moto medio, per cui sono isotropi.

Questo significa ovviamente che tali modelli non sono applicabili in prossimita di una parete, ove
la turbolenza non e isotropa (in quanto sicuramente avverte la direzione normale alla parete come
una direzione particolare). Per comodita di esposizione, raggruppiamo insieme la modellizzazione di
termini di significato analogo nelle tre equazioni citate, specializzandola poi a ciascuna di esse.

12.1 Termini di trasporto turbolento

Questi termini, come osservato, hanno un effetto di redistribuzione spaziale dei momenti secondi.
Hanno quindi un significato analogo ai termini nelle derivate spaziali degli sforzi e dei flussi di
Reynolds, che compaiono nelle equazioni per i momenti primi. Nella chiusura sui momenti primi,
questi termini sono stati modellati con I'ipotesi di trasporto secondo gradiente, in particolare, nei
modelli lineari, nella forma (11.4,11.5).

Nei termini che abbiamo indicato come d;; e d;p, vedi eq. (11.16,11.22), e nell’ultimo termine
dell’eq. (11.24), compaiono momenti tripli (cioe valori medi del prodotto di tre componenti fluttuanti)
up, uluf, upul T e uj, T™ rispettivamente. Nasce di conseguenza l'idea di modellarli in analogia con
I'ipotesi di trasporto secondo gradiente, avanzata nella sez. 3.1 (per i momenti secondi). La disponi-
bilita, nell’ambito del livello di chiusura in considerazione, dei valori dei momenti secondi, consente
una formulazione piu generale dell’ipotesi stessa. Adottiamo qui in particolare I'ipotesi di trasporto
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secondo gradiente generalizzato nella forma suggerita da Daly e Harlow [42]. Indicando il prodotto
di due generiche componenti fluttuanti fluttuanti come ¢’ (p. es ¢’ = u; T"), tale modello ipotizza

k

P = =l
&

r 0%
k@xk

dove al solito I'indice tensoriale £ indica sommatoria sulle tre direzioni coordinate; il valore di ¢, puo

7
u;

(12.1)

dipendere dalla particolare grandezza  considerata. Si osservi come questa forma richiami quella
adottata per descrivere i flussi di Reynolds nei modelli considerati nel cap. 8.2. Specializziamo ora
questo modello alle tre equazioni per i momenti secondi sotto esame.

12.1.1 Equazione degli sforzi di Reynolds

Secondo 'ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato nella forma (12.1), il momento triplo
che compare nella (11.5) puo essere modellato come
k

1,0 ! !

— dul
uluuk — _ngukul

6:1;1

dove l'indice s della costante di modellizzazione sta ad indicare che questa si riferisce all’espressione
degli sforzi di Reynolds. 1l valore suggerito e nel campo

(12.2)

¢, = 021 + 0.22 (12.3)

La forma (12.2) presenta tuttavia un difetto concettuale; si puo facilmente constatare che mentre gli
indici 7, j, k che appaiono a primo membro possono essere permutati senza alterare la il prodotto,
cio non vale per il modello a secondo membro. In altre parole, non e rispettato il principio di
indipendenza dal sistema di coordinate citato nella sez. 11.5. Un modello che rispetta invece tale
principio e quello di Hanjali¢ e Launder [10]:

k (—— ou' oul u! out u'
k
; —Cs = CELNTERTRE Pl

ub ) oe, L B, + ul ) oe, (12.4)
Questo secondo modello comporta ovviamente un numero di termini triplo rispetto a quello di Daly
e Harlow; per la precisione, per ciascuno dei 10 distinti momenti tripli, il modello di Daly e Harlow
comprende 3 termini, quello di Hanjali¢ e Launder 9. Tuttavia, occorre osservare che in realta il mo-
mento triplo ufu’u} che intendiamo modellare compare nell’equazione per gli sforzi di Reynolds (11.5)
sotto il segno di derivata parziale rispetto a xx, quindi la (12.2) compare nella forma

Lu;u;uz = —c, a (k uy U] Lug u;) (12.5)

8:1;k al'k € k 6:1;1

e si constata facilmente che questa rispetta 'invarianza rispetto ad una permutazione degli indici 2
e j (k in questa espressione ¢ un indice di sommatoria). In secondo luogo, occorre osservare che la
modellizzazione dei momenti tripli, per quanto giochi un ruolo nelle equazioni per i momenti secondi,
si riflette in misura contenuta sulle equazioni per i momenti primi; inoltre e stato ampiamente provato
per via computazionale che soluzioni numeriche ottenute adottando il modello di Daly e Harlow, o
in alternativa il modello piu corretto (ma piu complesso) di Hanjali¢ e Launder, non danno risultati
apprezzabilmente differenti.
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Il momento triplo considerato ¢ tuttavia solo una delle componenti del termine d;; da modellare; a
parte il termine nella viscosita molecolare v (che e chiuso a questo livello), rimangono i termini nella
pressione fluttuante (anch’essi sotto derivata)

o/l oyl

pu; pu;
ikt !

bi (12.6)

Questi termini sono generalmente trascurati poiché si ritiene siano di modesta importanza [10]. E
tuttavia interessante osservare che questi termini non sono invarianti rispetto ad una permutazione
degli indici ¢, j, k, il che offre qualche motivo per considerare la forma di Daly e Harlow (12.2) come
un modello globale per il momento triplo ed i termini (12.6) stessi. In alternativa, per i termini nella
pressione fluttuante un modello ¢ stato proposto da Lumley [36].

In definitiva, adottiamo per il termine di trasporto turbolento dell’equazione degli sforzi di Reynolds,
tenendo conto anche del termine molecolare (il quale e comunque generalmente trascurato del tutto,
essendo come sempre di ordine di grandezza nettamente inferiore alla sua controparte turbolenta),
la forma

0 k—— oul u';
d” = aixk [(cseuzuf + V&k[) axl]] (127)

12.1.2 Equazione dei flussi di Reynolds

L’ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato nella forma (12.1), applicata al momento triplo
uiuy, T che compare nel termine di trasporto (11.22) dell’equazione dei flussi di Reynolds, risulta in

— k oul T’
wul 1" = —cf%uzu; g;l (12.8)

dove l'indice f della costante di modellizzazione sta ad indicare che questa si riferisce all’espressione
dei flussi di Reynolds. Il valore suggerito e

cy = 0.15 (12.9)
Anche in questo caso, il termine nella pressione fluttuante p’1" é;./p non e considerato esplicitamente,
pur essendo stato proposto da Lumley [36] un modello.

Adottiamo quindi per il termine di trasporto turbolento dell’equazione di flussi di Reynolds, tenendo
conto anche del termine molecolare (anch’esso generalmente trascurato del tutto), la forma

0 k—— oul T
dir = D, [(cfeuzug + /i(Skl) P ] (12.10)

12.1.3 Equazione della varianza della temperatura

Il termine di trasporto turbolento dell’equazione della varianza della temperatura (11.24) puo essere
anch’esso modellato secondo la (12.1), che da

S k oT”
w17 = —cvguzu; e (12.11)
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dove l'indice v della costante di modellizzazione sta ad indicare che questa si riferisce all’espressione
dei varianza della temperatura. Il valore suggerito e

¢, = 0.20 (12.12)

In questa equazione non si hanno termini nella pressione fluttuante. Il termine di trasporto turbo-
lento (quello di trasporto molecolare e indicato separatamente nell’equazione per la varianza della
temperatura) risulta percio nel complesso

duy 1" o [(k—— oT”?
— = ¢, — | = — 12.13
8:1;k ¢ al'k (éuk b 6:1;1 ( )
Il (piccolo) termine di trasporto molecolare puo eventualmente essere inglobato in esso, per dare
d k—— v oT"”?
- — v = — 0 12.14
Oxy, [(C e Rt + o M) oz, ] ( )

12.2 Termini di dissipazione

Per modellare i termini di dissipazione (11.15,11.22,11.25) che compaiono nelle equazioni per i mo-
menti secondi, faremo ricorso all’ipotesi di flusso ad alto numero di Reynolds avanzata all’inizio di
questo capitolo. Le derivate spaziali dei valori fluttuanti che compaiono in questi termini sono infatti
influenzate in misura preponderante dalle fluttuazioni che avvengono sulle piu piccole scale (dette
appunto anche scale dissipative); a queste scale la turbolenza e sostanzialmente isotropa. Trarremo
vantaggio da questa osservazione per imporre le proprieta che il tensore di dissipazione ¢;; ed il vettore
di dissipazione mista €;7 devono soddisfare. Cominciamo, per semplicita espositiva, dall’equazione
per i flussi di Reynolds.

12.2.1 Equazione dei flussi di Reynolds

Per quanto detto, il valore della dissipazione mista ¢;7 deve risultare indipendente dall’orientamento
degli assi, in quanto il flusso, alle piccole scale, non ha modo di riconoscere una direzione preferenziale.
Analizziamo pero cosa comporta un cambiamento del sistema di riferimento sul valore dell’espressione
della dissipazione mista, data formalmente da

v\ oul 01"
ey o

Supponiamo per esempio che la direzione 2 coincida con quella dell’asse xy, e che €7 abbia un

determinato valore. Consideriamo ora un nuovo sistema di riferimento, il cui asse 2] abbia la stessa
direzione, ma verso opposto ad x;, mentre gl altri due assi conservano le direzioni ed i versi originari
di 2 e x5. Nel nuovo sistema, la velocita in direzione 7, indicata come uj, e evidentemente opposta
a quella originaria uy, mentre per le altre due e ul = uy e ui = us. Allora, consideriamo I'effetto
di questa ‘riflessione’ dell’asse x1 su €7, che esplicitiamo dalla (12.15), espandendo la sommatoria,
come

o ( N 1/) oul OT"' N oul JT" N oul JT"
ar = g 8:1;1 8:1;1 81’2 81’2 81’3 81'3

o
Assumendo per fissare le idee che sia ¢ = 1, per il primo dei tre termini della sommatoria e

(12.16)
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ou;’ ou’, a1’ ar’
Ui _ u27 - _ (12.17)
al’T 8:1;1 &ﬁ axl
per cui il primo termine della (12.16) cambia segno per effetto della riflessione; per il secondo ed il
terzo termine e

our’ ou' oT’ oT’

o T = 12.1
o Oxy’ o 0o ( 8)
our’ ou' oT’ oT’

2 - _ ? = 121
das das’ oz} Oxs (12.19)

per cui anche questi cambiano segno. Quindi, il valore di ;7 nel nuovo sistema di riferimento e opposto
a quello nel sistema originario. Tuttavia, come detto, il valore di €1 deve risultare indipendente
dall’orientazione del sistema di riferimento, per cui I'unico valore possibile, per flussi ad alto numero

di Reynolds, e

€GT = 0 (1220)

12.2.2 Equazione degli sforzi di Reynolds

Per la definizione (1.72) di dissipazione meccanica, quest’ultima risulta essere la meta della con-
trazione del termine ¢;; che appare nell’equazione degli sforzi di Reynolds

€xk
2
Per l'isotropia delle piccole scale delle fluttuazioni, ¢;; deve risultare indipendente dall’orientamento
del sistema di coordinate. Ne segue che, nell'ipotesi adottata di flusso ad alto numero di Reynolds,

€ =

(12.21)

¢;; dovra essere esprimibile come un tensore isotropo, e quindi avra necessariamente la forma

2
€j = gg@']‘ (1222)
per rispettare la (12.21). La dissipazione tensoriale ¢;; € quindi espressa in funzione di €, per la quale
deve quindi essere risolta, come nel modello k—¢, un’equazione di conservazione opportunamente

modellata. Questa e un’opportuna generalizzazione della (5.60)

_ O¢
Up —— = — C¢
al'k ¢

—— R— é d k—— de
(u§g u}a—% — Bk uzT’) T ey + Er l(cee% up + V5k1) 8:1;;] (12.23)

dove i termini che moltiplicano ¢, ¢/k (che rappresentano i termini di produzione e galleggiamento

T end

nell’equazione per I'energia cinetica turbolenta) sono espressi direttamente tramite gli sforzi ed i flussi
di Reynolds (noti a questo livello di chiusura); il termine di trasporto turbolento e stato espresso
tramite I'ipotesi di trasporto secondo gradiente generalizzato, con

c. = 0.18 (12.24)

Per i valori delle costanti, nei modelli considerati in questo capitolo si assumono generalmente [43]
valori assai vicini (anche se non esattamente uguali) a quelli del modello k—e:



140

ca = 1.44 (12.25)
¢y = 1.90 (12.26)

12.2.3 Equazione per la varianza della temperatura

Essendo la dissipazione scalare gia di per sé indipendentemente dall’orientamento del sistema di
riferimento, 'ipotesi di flusso ad alto numero di Reynolds non fornisce indicazioni. Non resta quindi
che risolvere per essa un’equazione, di tipo algebrico, come la (9.36) che qui riportiamo

T
k

con ¢, = 2.0, oppure differenziale, di tipo quindi analogo alla (12.23). La seconda opzione e ev-
identemente coerente con il livello di modellizzazione adottata. Tuttavia, a causa delle notevoli

(12.27)

X = ¢y

incertezze nella modellizzazione dell’equazione per Y, questa seconda opzione non porta necessari-
amente a risultati migliori della piu semplice relazione algebrica (12.27), che resta percio in genere
ancora preferita.

12.3 Componente turbolenta dei termini pressione—gradiente

In questa sezione introduciamo 1 modelli per la componente turbolenta dei termini pressione-deforma-
zione e pressione—gradiente di temperatura che compaiono rispettivamente nelle equazioni per gli
sforzi ed 1 flussi di Reynolds.

12.3.1 Equazione degli sforzi di Reynolds

Per studiare I'effetto della componente turbolenta, conviene porsi in condizioni di turbolenza isotropa,
cioe in assenza di gradienti di velocita media, in un sistema di riferimento in cui la velocita media del
flusso e nulla; supponiamo inoltre che non vi siano effetti di galleggiamento. Notiamo che in questa
situazione non puo aversi un flusso statisticamente stazionario (ipotesi che abbiamo sempre adottato
in queste note), in quanto si annulla il termine di produzione che alimenta i moti fluttuanti, mentre
resta attivo il termine di dissipazione. Nell’equazione (11.17) per gli sforzi di Reynolds dobbiamo
allora ristabilire a primo membro un termine di transiente; il termine convettivo (derivata spaziale
di valori medi) si annulla in quanto tutti i gradienti sono stati assunti nulli. In queste condizioni si
ha allora

dii

di = (/52']‘1 — €y (1228)
annullandosi, oltre al termine convettivo, quelli di produzione, trasporto e la componente di defor-
mazione media dell’interazione pressione—deformazione, per 'assenza di gradienti dei valori medi;
i termini di galleggiamento e la componente di galleggiamento fluttuante del termine pressione—
deformazione sono anch’essi nulli per ipotesi.

Si vede quindi che restano attivi solo il termine sotto studio, e la dissipazione viscosa. Le condizioni
di turbolenza omogenea possono essere riprodotte nel flusso dietro ad una griglia, vedi sez. 10.1,
se consideriamo un sistema di riferimento in moto con la velocita media del flusso. L’effetto del
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termine di dissipazione ¢; nella (12.28) e chiaro dalla (12.22), la quale, incidentalmente, e esatta
per turbolenza omogenea isotropa: il termine provoca un decadimento temporale delle componenti
normali del tensore degli sforzi di Reynolds, mentre non ha effetto su quelle di taglio. Resta quindi
da individuare l'effetto di ¢;;1, che sappiamo essere di redistribuzione direzionale dell’intensita delle
fluttuazioni; tuttavia possiamo domandarci se questo effetto e tale da far tendere la turbolenza ad uno
stato isotropo (U = u% = uf), o se invece sortisce I'effetto opposto. La risposta a questo quesito puo
essere data per via sperimentale, generando dapprima turbolenza fortemente anisotropa mediante
un condotto di forma opportuna, e poi lasciandola decadere in assenza di gradienti di velocita media
(p. es. mediante un condotto allungato che scarica in una camera di grande volume). Si trova allora
che il termine in questione tende a far ritornare la turbolenza verso uno stato isotropo; il termine e

percio detto redistributivo .

Occorre quindi adottare un modello che rispetti questa caratteristica. Il modello classicamente adot-
tato e quello proposto da Rotta nel 1951. Ricordiamo la definizione (10.77) del tensore anisotropia

b 2
a; = E] - 3% (12.29)
Il modello di Rotta e allora
¢ij1 = —clEaij (1230)
od equivalentemente, in forma esplicita
€ [t 2
bin = —a T (U;U; — g@j k) (12.31)

e di conseguenza la forma modellata della (12.28) e, anche in virtu della (12.22),

a9 3

La (12.32) puo essere riscritta come un’equazione per 'anisotropia, per evidenziare l'effetto di ¢,

duldd. 2 2
ujud <u;u; _ k(gij) - edy (12.32)

F|| enl

su di essa. A tale scopo, esplicitiamo lo sforzo di Reynolds dalla definizione (12.29)

9 -~
La (12.32) si riscrive allora, espandendo la derivata a primo membro
2 dk —day € - 2
(aij + 352) E + k dt] = —C Eazjk — gé&ij (1234)
Esplicitando la derivata temporale del tensore anisotropia
da;; 2 1 dk € 2 €
— = — lay 52'4) = — g =a; — - =0 12.35
dt (“f+3f Fdt R T 3™ (12:35)
In turbolenza omogenea 'energia cinetica turbolenta decade per effetto della dissipazione viscosa
come
dk
e 12.36

Tn senso stretto; tutte le componenti dell’interazione pressione—deformazione hanno un effetto di redistribuzione
spaziale, che tuttavia puo ridurre, od al contrario esaltare ’anisotropia.
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Allora sostituendo nella (12.35) si ha

da;; 2 € € 2 €
i = o+ 30) g —age -8 (12.31)
ossia
dai'

dove evidentemente il termine in ¢; e relativo al modello di Rotta per il termine in questione, ed
il termine sottraendo al processo di dissipazione viscosa. Dalla (12.38) si vede che, per ottenere
l'osservato decadimento dell’anisotropia, la costante di modellizzazione ¢; deve essere maggiore di
uno. Infatti, se ¢;—1 > 0, I'effetto della (12.38) nell’equazione degli sforzi di Reynolds e evidentemente
quello di far tendere in ogni caso a;; verso il valore zero. Launder [43] suggerisce il valore

o = 1.5 (12.39)

Il valore adottato per ¢; e comunque strettamente associato a quello di un’altra costante, ¢y, che
introdurremo per modellare la componente di deformazione media.

12.3.2 Equazione dei flussi di Reynolds

Per modellare il termine ¢;7; ricorriamo ad una forma analoga alla (12.30), che per rispettare la
consistenza dimensionale risulta

b1 = —eip % W7 (12.40)

Questa forma dipende solo da grandezze fluttuanti, e quindi rispetta la natura del termine; si osservi
inoltre l'ipotizzata dipendenza lineare dal flusso di Reynolds, analoga alla dipendenza lineare dal
tensore anisotropia ipotizzata per la (12.30). Il valore della costante e preso pari

car = 3.5 (12.41)

Essendo questa costante positiva, l'effetto della (12.30) nell’equazione dei flussi di Reynolds e eviden-
temente quello di far tendere in ogni caso (cioe sia per u;T" > 0 che w;T" < 0) il flusso di Reynolds
considerato verso il valore zero.

La scala dei tempi ipotizzata per modello (12.40) e la scala associata con il decadimento dell’energia
cinetica turbolenta, che possiamo chiamare scala dinamica:

o]

(12.42)

Alcuni autori hanno suggerito di sostituire a questa scala una scala dei tempi termica, basata sul
tasso di dissipazione delle fluttuazioni di temperatura:

7
— (12.43)
X
oppure una scala dei tempi mista termica/dinamica:
kT
(12.44)

€X
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12.4 Componente di deformazione media dei termini pres-
sione—gradiente

La componente di deformazione media, o ‘rapida’ per concisione, dei termini pressione-deformazione
delle equazioni degli sforzi di Reynolds e data, vedi (11.48), da

12 [ ou’ ou,
bin = pp (ax]» N m») (12.45)
i j

Essa nasce quindi dall’interazione fra la componente appunto ‘rapida’ della pressione, il cui laplaciano
per le (11.44,11.45) e esprimibile come

oy 0, 0uf

8:1;k8:1;k - pal'l 8xk

e le componenti del tensore della deformazione fluttuante.

(12.46)

Nelle equazioni dei flussi di Reynolds compaiono termini analoghi nella componente fluttuante del
gradiente scalare, vedi (11.52):

p/(z) o1’
6:1@'

Questi termini sono i1 piu difficili da modellare nella chiusura sui momenti secondi. Nel seguito

GiT2 =

(12.47)

riportiamo le linee generali dei modelli lineari di applicazione piu sperimentata.

12.4.1 Equazione degli sforzi di Reynolds

Il modello che cerchiamo per ¢;;; dovra ovviamente essere un tensore del second’ordine negli indici
2 e 7, cioe dovra essere esprimibile nella forma

Gijz = (+)y (12.48)
per rispettare il principio di indipendenza dal sistema di coordinate, vedi sez. 11.5. Per l'espres-
sione (12.46) del laplaciano della componente rapida della pressione fluttuante, il modello dovra
presumibilmente prevedere una dipendenza dal tensore gradiente della velocita media duy /dz;, che a
sua volta e un tensore del second’ordine; si noti inoltre che in tale laplaciano gli indici k ed [ figurano
come indici di sommatoria, per cui in ciascuna componente del tensore ¢, (cioe ogni coppia ¢,
J) devono comparire tutte le nove componenti di duy/dz;. La forma piu semplice ipotizzabile che
soddisfi queste condizioni e

Ouy,

Gij2 = aixlalkij (12.49)

dove con a;;;; abbiamo indicato un tensore del quart’ordine, ancora da definire. Sinoti che il prodotto
indicato tra un tensore del second’ordine ed uno del quarto, con k£ ed [ come indici di sommatoria,
da appunto un tensore del second’ordine, come richiesto dalla (12.48). A questo punto, resta da
individuare una dipendenza opportuna del tensore aj;; dalle variabili rilevanti. Questa puo es-
sere individuata operando un’integrazione formale del laplaciano della componente di deformazione
media della pressione fluttuante, e moltiplicando la risultante espressione di p®) per il tensore di de-
formazione fluttuante (diviso per p), e successivamente mediando, al fine di recuperare 1'espressione
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a secondo membro della (12.45). 1l risultato di questa derivazione, che incidentalmente si avvale della
seconda identita di Green, e del tipo

P N W O AN (AN €T A S
Pipn(z) = = 27 ///V (6:1:1) (6:1:1) (8:)@ + Ox; | \Jxixy — xpap (12.50)

In questa espressione l'integrale triplo denota un’integrale di volume, esteso a tutto il dominio del
flusso, e dV indica ’elementino di volume. Le grandezze senza asterisco sono valutate nel punto di
coordinate x, mentre quelle con 'asterisco sono valutate in un punto distinto di coordinate x*, al
centro del volumetto di integrazione dV'; quindi v/x} x5 — xj x indica la distanza tra i punti « e a*.
Aggiungiamo che in realta il risultato dell’integrazione contempla un ulteriore termine, un integrale
di superficie sul contorno; esso ¢ comunque verosimilmente trascurabile ad una certa distanza dalle
pareti (ne terremo invece conto quando studieremo il trattamento dello strato limite).

L’integrale (12.50) puo essere usato per ricavare un’espressione formale per il tensore ay,;, eguaglian-
dolo alla posizione (12.49). L’espressione che se ne ricava e

2, 0% o 1 2, % o1
Qi = —L /// (8 il + O u]) v (12.51)
27 v \ 0&; O¢; 06,08 | Jrrar — xpay

dove le ¢ indicano le componenti cartesiane del vettore distanza x — x*. In questa espressione
figurano derivate seconde di qualcosa di simile ad uno sforzo di Reynolds (ancorché le fluttuazioni
ur* ed uf, od uf, siano valutate in due differenti punti del campo). Questo suggerisce di assegnare il
tensore aji;; come una funzione degli sforzi di Reynolds. La piu semplice dipendenza ipotizzabile e
quella lineare; tuttavia, essendo richiesto un tensore del quart’ordine, sara necessario moltiplicare gli
sforzi di Reynolds per un’altro tensore (costante) del second’ordine (senza indici ripetuti, per evitare
sommatorie che ridurrebbero il rango del tensore). E indicato a tale scopo il delta di Kronecker, che
e il piu semplice tensore del second’ordine. La forma adottabile potrebbe allora essere del tipo

— 1o 1o 1o VG 1o, 1.
Alii; = Q1 UpU; 5kj + sy U U, 52']‘ + a3 uluj 52k + oy UZ»Uj 5lk + a5 u; Uy, 51]‘ + g ukuj 512' + - (1252)

e potrebbe anche includere termini nella grandezza scalare k, I'energia cinetica turbolenta (che, si
ricordi, deriva dalla contrazione degli sforzi normali di Reynolds), previa moltiplicazione per un
tensore costante del quart’ordine, o piu semplicemente, per due tensori costanti del second’ordine

Aiij = -+ méudpik + b bk + n3bu ik (12.53)

Nelle espressioni (12.52,12.53) le « e le ) sono costanti da determinare, per un totale di nove costanti;
si osservi che tali costanti devono essere adimensionali, come si puo facilmente dedurre confrontando
le dimensioni della (12.51) e dei secondi membri delle (12.52,12.53). Queste tuttavia sono le pin
generali espressioni che soddisfino ai requisiti introdotti. Possiamo esaminare se il tensore ay;
debba soddisfare qualche proprieta di simmetria, per tentare di limitare il numero di costanti di
modellizzazione da determinare. Dalla (12.51) si osserva che il tensore ay,; deve risultare simmetrico
rispetto agli indici 2 ed [, ed anche rispetto agli indici j e k. Si puo constatare che il primo termine

della forma (12.52)
uhul 8y (12.54)

soddisfa tanto la simmetria rispetto agli indici ¢ ed [, quanto quella rispetto agli indici j e k; lo stesso
vale per il sesto termine della (12.52)
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Al contrario, notiamo che nessuno dei quattro termini

uhl, &;; (12.56)
uju’ 6, (12.57)
w6 (12.58)
whul & (12.59)

soddisfa né 'una, né I'altra simmetria. Tuttavia, ¢ possibile osservare che la loro somma

upuy, 6;; + upul O+ uiul oy + uiuy 0y (12.60)

soddisfa ambedue le condizioni. Il termine (12.60) dovra quindi necessariamente comparire nel-
la (12.52) moltiplicato per una singola costante di modellizzazione (anziché attraverso quattro costan-
ti distinte che moltiplicano ciascuno dei suoi termini individuali); questo permette gia di ridurre di
tre il numero delle costanti del modello da determinare. Per quanto riguarda i termini in k& che
compaiono nella (12.53), osserviamo che il termine

8i1 64 k (12.61)

soddisfa entrambe le condizioni di simmetria, mentre i termini

61 Oir ke (12.62)

Sy 6i; k (12.63)

non ne soddisfano alcuna. Tuttavia, se consideriamo la somma dei termini (12.62,12.63)

S 6k + S bk (12.64)

vediamo che essa soddisfa ancora sia la simmetria rispetto a ¢ ed [ che quella rispetto a 7 e k. 1l
termine (12.64) dovra quindi anch’esso necessariamente comparire nella (12.53) moltiplicato per una
singola costante di modellizzazione (anziché attraverso due costanti distinte), e questo permette di
ridurre ancora di uno il numero delle costanti del modello da determinare. Quindi, il modello che
soddisfa le proprieta di simmetria richieste e del tipo

— U " 1,0 1,1 " 1,0
Qiki; = upug Op; 4 B (ujuy, 055 4wl by + wlul e+ wjul 65) 4 v wpul o A+

+ [77 di1 5kj + v (51]‘ Oir + O 52])] k (12.65)
ed in esso compaiono quindi cinque costanti di modellizzazione. La (12.65) deve tuttavia soddisfare
ulteriori condizioni. Sappiamo gia infatti che ¢;;; e un tensore a traccia nulla, ossia, adottando in
questo caso m come indice di sommatoria tensoriale
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mentre il modello (12.49) da

du
Srmz = 2 87;]; temm (12.67)

che in generale non e nullo; dobbiamo percio richiedere che sia

Allemm — 0 (1268)

Inoltre, attraverso l'integrazione diretta dell’equazione di Poisson per la contrazione formata ponendo
j =k, si potrebbe dimostrare che deve essere

air = 2uiul (12.69)

Ognuno di questi due ultimi vincoli determina due condizioni che le cinque costanti del modello
devono soddisfare. In particolare, la (12.68) richiede che, essendo la (12.65) scritta per ¢ = j = m
(con m indice di sommatoria), sia

Alkmm —
= auju!, O + B (u)u), Opm + ujul, b+ ul ul i 4wl wl o) + v wlttl b +

1101 B + 0 (B b+ 80 8)) T =

= aulu), + B (3ulul, + vl + 2k & + ujuh) + yulul 4+ [ 8 + 4o Sk =

= (a+53+y)upuj + 28 + 0 + 4v] duk

(12.70)
Nel secondo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto che, p. es. nei termini in 6,,, 'unico termine
della sommatoria rispetto ad m non nullo e quello per k& = m; inoltre, 6,,,, = 611 + 622 + 633 = 3.

Abbiamo poi fatto uso della definizione di & = u/_u’ /2. Ne segue che tra i coefficienti devono valere,

per soddisfare la (12.68), le due seguenti relazioni:

a+58+~v=0 (12.71)

284+ 5+ 4v =0 (12.72)
Poi, la (12.69) richiede, essendo la (12.65) scritta per j = k (con k indice di sommatoria)

Aigik =

= Saujul + B (ujuj S + wju, Six 4wl Sy + ulul o)+ wju b+ [30 8+ v (6 i + o i)k =

= 3aupul + B (ujul + ujul + ubuf 4+ uhuf) + 29 k8 + 38 4+ 2064k =
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= Ba+4B)uul +[2y+3n+20)6:k

(12.73)

che tra i coefficienti valgano le due seguenti relazioni:
3a + 48 = 2 (12.74)
29 +3n +2v =0 (12.75)

Grazie alle quattro relazioni (12.71,12.72,12.74,12.75), dei cinque coefficienti originari ne rimane
quindi uno solo indipendente da determinare, mentre i rimanenti possono essere espressi in funzione
di esso. Scegliamo come coefficiente indipendente 7; per gli altri coefficienti risulta allora

4~ + 10
= -1 12.76
T (12.76)
3y + 2
_ 12.77
5 = (1277
30y + 4
_ 7Tt 12.78
n 5 (12.78)
20y + 6
_ 12.79
T (12.79)
Sostituendo nella (12.65), definendo il tensore
——Ju —— du
Ds; = —uluy, 6:;k — uluj, azk (12.80)
i J
simile al tensore produzione (11.12), qui riportato
du du
Py = —uluj, azk — ulu, azk (12.81)
si ottiene infine la forma del modello per ¢;;;
iy = — <8+7) (p., _ 2p5.,)_<307_2)k ui O _<87 - 2)k<D~ _ 2]35,,)
vz 11 R T 55 dr; | Oz 11 R T
(12.82)
avendo posto
Py Dy
P=—=— 12.83
5 5 (12.83)

E interessante notare che ciascuno dei tre termini che costituiscono la (12.82), preso individualmente,
soddisfa la condizione di annullamento per contrazione degli indici (cioe ponendo ¢ = j = k, con k
indice di sommatoria). Quindi ciascuno di essi soddisfa individualmente la proprieta essenziale di
redistribuzione direzionale, tipica del termine da modellare. Il primo di questi termini risulta essere
quello dominante; sulla base di questa constatazione, gli stessi Launder, Reece e Rodi [43] hanno
tentato una forma semplificata del modello, che pertanto assume la forma

8 + 2
bijs = — (117) (PM - SP(SZ»j) (12.84)
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Indicando globalmente come ¢, il termine (8 + +)/11, risulta I'espressione

2
Qijz = — 2 (PZ“ - 3P5ij) (12.85)

Resta ancora da determinare il valore della costante di modellizzazione ~. Occorre dire in proposito
che vari modelli adottano una forma del tipo (12.82), differenziandosi per la scelta del valore di ~. 1l
modello di Launder—Reece-Rodi [43] determina il valore di v sulla base del criterio di ottimizzare il
livello dei differenti sforzi di Reynolds nel flusso in un canale, ottenendo

v =04 (12.86)

Per il modello (12.85) il valore di v adottato risulta essere un poco differente da quello (12.86)
determinato per il modello completo, essendo il valore ottimo della costante determinato come

¢ = 0.6 (12.87)

Launder [44] osserva che la scelta del valore di v (o equivalentemente ¢;) nei diversi modelli che
adottano la (12.82) e fortemente correlata alla scelta del valore di ¢; nel modello di Rotta per la
componente turbolenta ¢;;1, vedi sez. 12.3.1. 1 valori proposti nei vari modelli appaiono essere
localizzati in prossimita della retta

o = 4.35(1 — ¢) (12.88)

Si puo notare che la (12.85) modella ¢,;5 come proporzionale alla componente anisotropa del tensore di
produzione degli sforzi di Reynolds; poiché inoltre la costante di proporzionalita e negativa, il termine
agisce nell’equazione (11.17) per gli sforzi di Reynolds in senso tale da compensare (parzialmente,
perché il valore assoluto della costante di proporzionalita € minore di uno) l'effetto di un’anisotropia
del tensore produzione. Per questo motivo il modello in questa forma ridotta e chiamato isotropization
of production (IP, in breve).

L’esperienza sviluppata su quest’ultimo modello indica che esso fornisce prestazioni nel complesso
addirittura superiori a quelle del modello completo (12.82), per cui e senz’altro da preferire, anche
in vista della sua semplicita.

12.4.2 Equazione dei flussi di Reynolds

Il modello per ¢;72 dovra essere un vettore di indice 7, ossia

Gir2 = (), (12.89)

per rispettare il principio di indipendenza dal sistema di coordinate. Anche in questo caso il modello
dovra prevedere una dipendenza dal tensore gradiente della velocita media duy/0x;, come si puo
anche vedere da un’integrazione formale, analoga alla (12.50), del laplaciano della componente di
deformazione media della pressione fluttuante, e moltiplicando la risultante espressione di p/® per
il vettore gradiente di temperatura fluttuante, e successivamente mediando, al fine di recuperare
I'espressione a secondo membro della (12.47). 1l risultato di questa derivazione e

1 Jug\™ (dup\" (0T av
om(e) = =5 [ [ ], (6:1;1) (8:1;1) (axi) VT = (12.90)
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Anche in questo caso in realta il risultato dell’integrazione contempla un ulteriore termine, un in-
tegrale di superficie sul contorno, il quale pero e ancora verosimilmente trascurabile ad una certa
distanza dalle pareti (ossia, al di fuori dello strato limite).

Ricerchiamo anche per questo termine una forma del tipo 1P, cioe simile alla (12.85). L’espressione

cercata dovra quindi esibire una proporzionalita al termine di produzione del flusso di Reynolds
considerato. Tale termine di produzione (11.18), che qui riportiamo

—— Ou; oT

Pr = P + Py = —u,T" — Ul 5

al‘k 8:z;k

consta tuttavia di due componenti, la prima che comprende gradienti di velocita media, e la seconda

che esibisce gradienti di temperatura media. Per 'espressione (12.90), appare giustificata I'inclusione
solo della prima di queste componenti. Il modello puo quindi essere posto nella forma

(12.91)

$ir2 x — Pir (12.92)

Introducendo una costante di modellizzazione cyr si ha quindi la forma

- 6172»
¢ir2 = —ar P = arul’ 5 (12.93)
Tk
ed il valore ottimale della costante e determinato come
cor = 04 (12.94)

Incidentalmente, talvolta e adottato invece il valore cor = 0.5; la differenza nei risultati ¢ comunque
presumibilmente lieve. Si puo osservare che anche in questo caso la forma (12.93) adottata e lineare
nei momenti secondi (i flussi di Reynolds).

12.5 Componente di galleggiamento dei termini pressione—
gradiente

Abbiamo visto nella sez. 11.4 che il laplaciano della componente fluttuante della pressione (11.44)
esibisce un contributo dovuto alle forze di galleggiamento:

azp/(?)) o1’
6:1;k 6:1;k - Pﬂk 8xk

e che questo interagisce nell’equazione degli sforzi di Reynolds con il tensore della deformazione
fluttuante, dando il termine (11.49)

3) [ Ou'. ou,
i J

e nell’equazione dei flussi di Reynolds con il gradiente di temperatura fluttuante, risultando nel
termine (11.53)

(12.95)

p/(3) o1’

Analizziamo nei successivi due paragrafi la modellizzazione dei termini ¢;;3 € ¢;7s.

(12.97)
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12.5.1 Equazione degli sforzi di Reynolds

Il termine ¢,;3 puo essere formalmente espresso operando un’integrazione della componente di galleg-
giamento del laplaciano della pressione fluttuante, moltiplicando per il tensore di deformazione flut-
tuante e quindi mediando, in maniera molto simile a quanto visto per il termine ¢;;, nella sez. 12.4.1;
il risultato e

LB OT'\™ (oul | Ouf av
Pual®) = = oo ///v (8:1:1) (axj T on) Varer = me (12.98)

Questa espressione presenta una qualche somiglianza con la (12.50) ?, il che suggerisce di adottare
una modellizzazione simile a quella adottata per ¢;;,. Launder [45] suggerisce la forma, analoga

alla (12.85)

G(Sz’j) (12.99)

[ONRN \)

Pijs = —C3 (sz -

dove (G;; e il tensore galleggiamento definito dalla (11.13

~——

, che qui riportiamo

Gij = —Biud" — Biuil” (12.100)
e lo scalare (G & definito come
G
G = % (12.101)

mentre ¢z e una costante di modellizzazione. Considerazioni di ordine teorico indicano per questa
costante il valore

cs = 0.3 (12.102)
ma sono spesso adottati anche valori lievemente superiori, nel campo

¢; = 0.3+ 0.6 (12.103)

Questi valori piu alti sono generalmente adottati quando si tenta di estendere la validita del mod-
ello (12.99) per tener conto di altri tipi di campi di forza, non considerati nel presente contesto (per
esempio, forze apparenti che si manifestano quando si adotta un sistema di riferimento non inerziale).

12.5.2 Equazione dei flussi di Reynolds

In analogia con il modello descritto nella sez. 12.5.1, per il termine corrispondente nell’equazione dei
flussi di Reynolds si adotta il modello

¢irs = — csr Gir (12.104)
dove Gp e il vettore galleggiamento definito dalla (11.19), che qui riportiamo

Gqg = — 5,17 (12.105)

2 Notiamo che invece lanaloga espressione formale per ¢;51 presenta una struttura significativamente differente,

isultand SEp—— O2ujup, \" (dui | O av
risultan O¢2]1(£) — T 4nm fffv Owy 0T m dw; + ox; Tt Tt — TR T
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Il valore della costante di modellizzazione, per 1 flussi considerati, ¢ determinato come

csr = 3 (12.106)

12.6 Forma risultante delle equazioni per i momenti sec-
ondi

Sostituendo i modelli sopra indicati per i termini di pressione-deformazione [ossia (12.30,12.40) per
la componente turbolenta, (12.85, 12.93) per la componente di deformazione media, (12.99, 12.104)
per la componente di galleggiamento], per i termini di dissipazione (12.22, 12.20, 12.27), nonché per
i termini di trasporto (12.7, 12.10, 12.14), si hanno le seguenti forme modellate delle equazioni per i
momenti secondi:

am € [—— 2 . 2 9 9
K axk] - ij—l_Gij_cl% (u;u; - 3]“5@])—02 (P, — 3P5¢‘) —c3 (sz — 3G5ij)—365ij‘|‘
0 k—— ou' u”
o o _ 12.107
+ Ox, [(C e kY v M) dx; ( )
a /T/ c 872
K gl = P + Gir — ClTiui'T/ + cor UZT'i — 37 Gir +
. - o ‘ 12.108
+ Der [(Cf 2 YRt + K kl) O; ] ( )
_ oT"? _ — oT €1 0 k I y o1
up, Orr —2u, T drn Cy T + Dy [(cveukul + U(SM e (12.109)

Esplicitando poi i termini di produzione e galleggiamento secondo le (12.81, 12.83, 12.100, 12.101,
12.91, 12.105), si ottiene per le equazioni degli sforzi e dei flussi di Reynolds la forma modellata

~oul [— — Ju; —— Ou; S S—
U axk] = —q zu;u; + (1 — ¢) (— uluj, P uhul, al’li) + (1 — ¢3) (— Biui T — B ugT’) +
2 .. _ —— 0wy — d [ — oul u';
+ g&lj 1€+ ¢ u;uza—xk — 3B uzT’] + Der [(cseuﬁg uy + 1/5M) axl]] (12.110)
o 0T — Ou; _— €
Ug Do = — ubul, 9er (1 — cop) ), T" Pyl (1 —eap) 3 T7? — cszu;»T’—l—

0 k—— oul T
+ a—xk [(cfeukul + /i(SM) De, ] (12.111)
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A queste vanno poi aggiunte le equazioni per la varianza della temperatura (12.109), e ’equazione
per il tasso di dissipazione meccanica (12.23), che qui riportiamo

_ Je

U 77— = — C¢
al'k ¢

= s

— Oy —
[ RSN
uup— — Buld’) — ¢

k"l kY €2
( al'k

) k—— e
—|— aixk [(Ceeuk ul —|— 1/5]”) axl‘| (12112)

Ricordiamo che per I’energia cinetica turbolenta vale la definizione

T
k= % (12.113)
e che per il tasso di dissipazione scalare abbiamo adottato il modello (9.36):
ern?
X = ¢ z (12.114)

12.7 Altri modelli

Altri modelli lineari con chiusura sui momenti secondi sono stati sviluppati, 1 quali tuttavia si dis-
costano dal modello citato principalmente per la modellizzazione della componente di deformazione
media dei termini pressione-deformazione o pressione—gradiente di temperatura. Tra essi vale la
pena di citare il ‘basic model” di Launder [46], che differisce dal modello qui esposto per la modelliz-
zazione di ¢;;» (nel quale viene inclusa una componente proporzionale al termine convettivo), e che
¢ stato ampiamente utilizzato; ed il modello di Jones e Musonge [47] che include in ¢;75 un termine
proporzionale al gradiente di temperatura, per rendere conto di alcuni fenomeni che si vericano in
presenza di swirl.

12.8 Modelli ASM/AFM (Algebraic Stress/Flux Models)

Le equazioni per i momenti secondi, riportate nella sez. 12.6, costituiscono un insieme di 10 equazioni
differenziali, che vanno ad aggiungersi alle 5 equazioni per i momenti primi; occorre inoltre considerare
I’equazione per la dissipazione meccanica €. La complessita di questo sistema differenziale ha spinto
alcuni ricercatori, per motivi analoghi a quelli citati all’inizio del cap. 7.2.2, a cercare una forma
semplificata di questi modelli, basata sulla risoluzione di un sistema algebrico anziché differenziale.
Notiamo a questo proposito che la natura differenziale delle equazioni per i momenti secondi riportate
nella sez. 12.6 deriva dalla presenza dei termini convettivi e diffusivi. Se, per ipotesi, la somma
(algebrica) di questi due termini risultasse nulla, le equazioni per i momenti secondi si ridurrebbero
ad equazioni algebriche. Quindi per le equazioni per gli sforzi di Reynolds dovrebbe verificarsi la
condizione

dulul; 0 k s oul u'
u ! - — — F) LI~ 12.11
Uk 6:1;k 6:1;k [(Cs € et T M 8:1;, 0 ( 5)

Una simile condizione puo effettivamente verificarsi nello strato limite per il flusso su una las-
tra infinita; incidentalmente, questa condizione e gia stata incontrata nella sez. 4.1 relativamente
all’equazione dell’energia cinetica turbolenta, vedi eq. (4.15). In queste condizioni, le equazioni
per i sei sforzi di Reynolds si riducono ad un sistema algebrico. La condizione (12.115) e tuttavia
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fortemente restrittiva; puo essere allora piut accettabile conservare un’equazione per I'energia cinet-
ica turbolenta k, ed introdurre I'ipotesi che la somma (algebrica) dei termini convettivi e diffusivi
dell’equazione per lo sforzo di Reynolds uju’; sia proporzionale all’analoga somma per k, moltiplicata

per il rapporto u;u;/z

76@_i Eﬁ—l—(S augu;Nugu;iaz_a (_I_l/t)ak
. 8:1;k 6:1;k ngukul Y Okl 6:1;1 N E b 8:1;k 8:1;k g O al'k

B (12.116)
con il termine a secondo membro valutato attraverso ’equazione di k&, come nel modello k—¢, ossia
vl 0 [ — oul b,
u - s — Ul U ) A~ (P~ € 12.117
Uk 8:1;k al'k [(C € Uit T M) 6:1;1 ] k ( 6) ( )

Questa ipotesi consente di ampliare la gamma di flussi ai quali il modello semplificato puo essere
applicato.

Un’ipotesi analoga alla (12.116) puo essere avanzata per i flussi di Reynolds. Un’approssimazione
algebrica dell’equazione per la varianza della temperatura e gia stata discussa nella sez. 9.2.2, vedi
eq. (9.39). In questo modo si ottiene un modello algebrico per gli sforzi (Algebraic Stress Model,
ASM) e/o i flussi di Reynolds (Algebraic Flux Model, AFM), alquanto piu semplice ed economico
dei modelli completi analizzati sopra.

Nonostante 'apparente attrattiva di questi modelli, va detto che le risultanti equazioni algebriche
sono alquanto complesse (qualcosa di simile era stato trovato nel cap. 8.2 per i modelli GGDH), per
cui spesso la risoluzione di queste equazioni algebriche si rivela ancora piu problematica che non quella
delle equazioni differenziali originarie. Inoltre, e noto che questi modelli danno prestazioni mediocri
in flussi con swirl, e secondo alcuni non assicurano I'unicita della soluzione in flussi con ricircolazione.
Per questi motivi, questi modelli sono attualmente in larga misura abbandonati (anche per il parallelo
sviluppo di modelli con chiusura sui momenti primi nonlineari, del tipo esaminato nel cap. 7.2.2, che
presumibilmente forniscono prestazioni simili), anche se di tanto in tanto qualche autore i ripropone
in forma a suo dire in grado di superarne i limiti citati [48].
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Capitolo 13

Chiusura sul momenti secondi: modelli
nonlineari (realizzabili)

13.1 Realizzabilita

I modelli con chiusura sui momenti secondi di tipo lineare, esaminati nel cap. 11.5.1, pur essendo in
grado di rendere conto di tutta una gamma di fenomeni che non possono essere descritti dai modelli
con chiusura sui momenti primi, presentano ancora alcuni inconvenienti, che si manifestano in alcune
situazioni particolari.

Innanzitutto, mentre tali modelli in flussi complessi danno prestazioni decisamente superiori a quelle
ottenibili con i modelli con chiusura sui momenti primi, in alcuni flussi semplici (ad esempio flusso
in un canale, o in un condotto circolare) essi risultano in prestazioni non significativamente migliori.
Questo fatto tra l'altro ha inizialmente generato un certo scetticismo nei riguardi dei modelli con
chiusura sui momenti secondi.

Inoltre, in alcune situazioni i modelli di turbolenza, tanto con chiusura sui momenti primi che sui mo-
menti secondi, possono produrre valori non fisicamente accettabili delle grandezze calcolate. Questo
inconveniente puo verificarsi per grandezze che sono intrinsecamente definite come non negative, per
esempio gli sforzi normali di Reynolds, per i quali deve quindi risultare

u? >0 i =123 (13.1)

o la varianza della temperatura

™ >0 (13.2)

od ancora i tassi di dissipazione meccanica (1.72)

e>0 (13.3)
e scalare (9.25)

X >0 (13.4)

Sara parimenti necessario che gli sforzi ed i flussi di Reynolds soddisfino le diseguaglianze di Schwarz:

) | < fu? Ju? (13.5)
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| ulT" | < \Jul2 T (13.6)

Incidentalmente, osserviamo che nella (13.5) vale evidentemente il segno di eguaglianza quando ¢ = j.

Le condizioni (13.1-13.6) assicurano la realizzabilita della soluzione, concetto al quale era stato gia
dedicato un accenno nella sez. 11.5. In particolare, la condizione (13.6) definisce la cosiddetta real-
izzabilita congiunta. Come detto, 1 modelli esaminati fin qui in alcune condizioni possono portare a
soluzioni numeriche non realizzabili. Queste condizioni possono verificarsi con maggiore facilita nei
cosiddetti stati estremi della turbolenza, cioe in situazioni limite. La principale di questa situazione
limite e il caso di turbolenza bidimensionale, che come abbiamo gia discusso nella sez. 7.1.2, si verifica
nelle immediate vicinanze di una parete.

Esaminiamo quindi cosa accade in prossimita della parete; sia x5 la direzione normale alla parete.
La componente per ¢ = j = 2 del termine pressione-deformazione (11.14) si riduce a

P Ou
= 2 —
P22 » o,

=0 (13.7)

essendo duj/dxy = 0 per 'equazione di continuita, vedi (7.24). Ne consegue che & quantomeno auspi-
cabile che i sottomodelli per le tre componenti (11.46) del termine pressione-deformazione si annullino
per turbolenza bidimensionale. I modelli che abbiamo visto sinora non sono tuttavia in grado di sod-
disfare questa condizione. Il modello di Rotta per la componente turbolenta (‘lenta’) (12.30) assume
$ij1 proporzionale al tensore anisotropia (12.29), quindi in particolare per il termine in questione

Qa1 = —C1€dn (13.8)

Il fattore ayy € tanto piu grande (in modulo) quanto maggiore e Ianisotropia della turbolenza. 1l
valore massimo viene raggiunto per turbolenza bidimensionale, cioe alla parete, ove si ha, essendo le
velocita nulle

ubhul, 2 2
_owuy 2 2 13.9
az2 2 3 3 ( )
Sostituendo nella (13.8), si trova
2 _
Pa21 = 3¢ (13.10)

che e appunto il valore massimo di questo termine, anziché il valore nullo richiesto dalla (13.7).

Dobbiamo quindi aspettarci che i modelli lineari esaminati nel cap. 11.5.1 non siano affidabili in
prossimita di una parete; vedremo infatti che per poter descrivere lo strato limite € necessario ag-
giungere un’ulteriore componente ai termini pressione-deformazione, che rappresenta una correzione
per gli effetti di parete.

Tuttavia, questa ulteriore correzione in prossimita della parete, che esamineremo in dettaglio nel
cap. 14, non risolve completamente il problema. Infatti, la condizione di turbolenza bidimensionale
puo verificarsi, oltre che in prossimita di una parete, anche in altre condizioni: per esempio in un
sistema di riferimento (non inerziale) soggetto a rotazione, la forza centrifuga tende ad avvicinare la
turbolenza ad uno stato bidimensionale. Appare percio preferibile, per correggere il comportamento
non corretto dei modelli lineari in condizioni di turbolenza bidimensionale, introdurre una correzione
che sia funzione di un qualche parametro che identifichi il grado di ‘bidimensionalita’ della turbolenza,
anziché p. es. della distanza dalla parete. Abbiamo gia introdotto I’anisotropia, la quale pero essendo
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una grandezza tensoriale e di difficile uso; cerchiamo invece un indicatore scalare, per esempio un
indicatore che assuma il valore unitario per turbolenza isotropa ed il valore zero per turbolenza
bidimensionale. Allora, moltiplicando la (13.8) per tale indicatore, o piu in generale per una sua
opportuna potenza (per assicurare un adeguato andamento), si ottiene che il modello riproduce un
comportamento sostanzialmente corretto.

Per individuare il parametro cercato torniamo al tensore anisotropia (12.29)

1,7
o 9
a;; = u%u] — §5ij (13.11)

I valori dei singoli elementi a;; saranno ovviamente dipendenti dall’orientamento del sistema di riferi-

mento cartesiano scelto; esistono pero alcune combinazioni di tali elementi che risultano indipendenti
dall’orientamento, e che sono percio chiamate invarianti del tensore anisotropia [35]. Esse sono

A = aw (13.12)
Ay = ap ar (13.13)
As = ap apy amy; (13.14)

con k, [ ed m indici di sommatoria. Per quanto riguarda il primo invariante, osserviamo tuttavia che
per la definizione (13.11) e

_owwy 2 wpuy 2 wgug 2 (13.15)
EO3 Tk 37k T3

in virtu della definizione di energia cinetica turbolenta. Restano il secondo ed il terzo invariante;
Lumley [36] ha dimostrato che la combinazione

9

varia tra il valore zero per turbolenza bidimensionale, ed il valore unitario per turbolenza isotropa,
per cui puo essere efficacemente usato come un indicatore scalare del grado di anisotropia della
turbolenza. La grandezza A e spesso chiamata ‘flatness factor’ (fattore di piattezza), per quanto a

rigore questo nome sia riservato ad un altro concetto statistico (il rapporto @/Ez per le fluttuazioni
di una grandezza ).

Nella sez. 13.2 vedremo come questi concetti sono applicati per elaborare un modello di turbolenza
con chiusura sui momenti secondi piu potente di quello analizzato nel cap. 11.5.1.

13.1.1 Osservazioni sulla notazione
Nella notazione adottata da Lumley [36] il tensore anisotropia e definito come

(13.17)

ed inoltre gli invarianti che qui abbiamo designato come A, ed As sono invece indicati come 1 e

111.
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13.2 1l ‘new model’ di Launder

Launder [46] ha elaborato sulla base dei concetti introdotti nella sez. 13.1 un modello nonlineare, sem-
plicemente chiamato ‘new model’, inteso ad assicurare la realizzabilita della soluzione numerica. Tale
modello ¢ stato successivamente esteso a flussi con galleggiamento [49]. Mentre esso adotta la stessa
modellizzazione dei modelli lineari per i termini di trasporto turbolento ed, in parte, di dissipazione,
se ne differenzia invece per quanto riguarda la modellizzazione dei termini di pressione—gradiente, cioe
pressione—deformazione (per le equazioni degli sforzi di Reynolds) e pressione—gradiente scalare (per
le equazioni dei flussi di Reynolds). Nelle successive sottosezioni analizziamo la forma dei modelli per
le diverse componenti (turbolenta, di deformazione media, di galleggiamento), nonché il trattamento
dei termini dissipativi.

13.2.1 Componente turbolenta del termine pressione-deformazione

Per correggere I'inconveniente citato nella sez. 13.1, Launder adotta un coefficiente ¢; funzione di
A, anziché costante come nel modello originario di Rotta (12.30), ed inoltre una forma quadratica
(anziché lineare) per ¢;j;:

i{f 5ij)] (13.18)

— /
i = —cr¢€ [%‘ + ¢ (aik af; —

dove ¢; € un’opportuna funzione definita come

¢ = 3.1(A; A (13.19)

che quindi si annulla nel limite di turbolenza bidimensionale (perché si annulla A). Per I’altra costante
e invece

¢ =12 (13.20)

13.2.2 Componente turbolenta del termine pressione—gradiente scalare

La parte turbolenta del termine pressione-gradiente di temperatura e descritta nel nuovo modello
tramite il termine

€

by = — L7 (1 +12 AQA) N

. (1 + 0.6 Az) wfT" — 0.8 agul T’ + 11 ag ax; 17| —

- O.QJZRkaikgT (13.21)

Tg

dove R e definito come

3
essendo Ayr (notare il parallelismo con la definizione (13.13) di Aj, facendo pero comparire i flussi
di Reynolds, anziché gli sforzi)
(Y ARV
Ayr = 7%?[’2 (13.23)
Si osservi che nella (13.21) compare un ultimo termine proporzionale al gradiente di temperatura
media; la giustificazione per questo e ancora quella data alla fine della sez. 12.7.
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13.2.3 Componente di deformazione media del termine pressione—
deformazione

Il modello per tale componente & cubico, e risulta particolarmente complesso (k, [ ed m rappresentano
indici di sommatoria):

2 RYART AN .T ou
¢ijz = —0.6 (Pz'j — 5% P) + 0.6a; P — 0.2 [u’“ufku’u (a“’“ n a“’) _
i) Tk
_% 87;1;][ _ TJ a—xl — ¢ [Ay(Pyj — Dyj) + 3apian (Pun — Dyn)] +
7 A 9 1
+C/2 {<15 B 42) (P” o §P5”)+01 [2aij - (aikakj - 314252])] P — 005@2] alkPkH—
iy uju; 2 ujul,
' l(k]+ g 3%, l]+
ujul i, 1 e P 9
e [P = gt oo war (4 1))+
) k
wpu u
‘I’OQ l k k (le — Plk)}

(13.24)
dove al solito P = Py/2, ed il tensore D;; e definito dalla (12.80); ¢, € una costante del modello,
identificata come

¢ = 0.6 (13.25)

L’ultimo termine, che moltiplica la costante ¢, ha un’importanza molto limitata in flussi semplici
quali free shear flows (per esempio, getti piani od assialsimmetrici); Launder consiglia comunque
di conservarlo per applicazioni a flussi piu complessi, e per 'estensione a flussi a basso numero di
Reynolds che sara considerata nel capitolo seguente. Il valore consigliato per la costante relativa e

¢ = 0.6 (13.26)

13.2.4 Componente di deformazione media del termine pressione—
gradiente scalare

Parimenti complessa ¢ Iespressione del corrispondente termine nel gradiente scalare [49]:

Jdu; Jduy, 1P

O = 08w TG = 02T 5 g el =
_04a21ukT’ (Zx]; + g;:i) + 0.1 a;; am ukT’ (a;xl + 88::;) _
00 Pk + 20 P 045 a (e T — s T7) (ZZ’; n 22) _
— 0.05a,, l?amk ( ’T’gl + ’T’ g:p;) — W (amlgz; + Ak 23)] (13.27)

Sinoti che non compaiono costanti di modellizzazione, in quanto tuttii coefficienti sono univocamente
determinati.
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13.2.5 Componente di galleggiamento del termine pressione—deformazione

Anche in questo termine non compaiono costanti di modellizzazione da determinare [49]:

4 3 A, p 1
b = = (15~ 50) (G = 856) + qaG+
3 ul TR/ p— 1 ul Uy
O G T/ A W W i
— 4 ( = = + 5 i B ?%T' - (13.28)
1 wul wiT w7 wjul, 1 wputwpuls gl ugul\
- | i e - 7 7 T _
sﬂ’“( Eo ok PR L U = = R B
_fo(@u?:;_l_ﬁjuzti) ugZ;nuﬁnT"FiﬁkWU?T’
k

13.2.6 Componente di galleggiamento del termine pressione—gradiente
scalare

Il corrispondente termine scalare e dato da [49]:

| — _
Giry = gﬂi 17 — Brag1" (13.29)

ed anche qui non compaiono costanti di modellizzazione.

13.2.7 Termini di dissipazione

Il tensore di dissipazione che compare nelle equazioni degli sforzi di Reynolds e ancora modellato
come nella (12.22), e I'equazione per la dissipazione meccanica ha ancora la forma (12.23), ma diversi
sono 1 valori attribuiti ai coefficienti ¢4 e ¢.o. Per il primo si assume il valore

cq = 1.0 (13.30)
mentre il secondo & ora una funzione

1.92
Cy = 7 (13.31)
1+ 0.7AY* A

Per la dissipazione mista che compare nelle equazioni dei flussi di Reynolds vale sempre la (12.20)

Per quanto riguarda I'espressione del termine di dissipazione scalare che compare nell’equazione della
varianza della temperatura, la (12.27) e sostituita dalla

(13.32)

dove R e definito dalla (13.22).
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13.3 Altri modelli realizzabili

Altri modelli realizzabili sono stati proposti da Lumley, Shih e collaboratori [50, 51]. Essi in parti-
colare osservano che il ‘new model’ di Launder non soddisfa la condizione di realizzabilita congiunta,
definita dalla (13.6), mentre questa e assicurata nel loro modello.

Durbin e Speziale [52] operano una differente analisi del problema della realizzabilita, secondo la
quale la condizione di realizzabilita e verificata non solo dal ‘new model’, ma anche dal modello di
Launder—Reece-Rodi esaminato nel cap. 11.5.1. Altri modelli intesi a garantire soluzioni realizzabili
risulterebbero invece insoddisfacienti secondo il criterio adottato da questi autori.

E necessario a questo punto riportare che il concetto di realizzabilita ha completamente diviso la
comunita della modellizzazione della turbolenza. Alcuni autori sostengono che richiedere la real-
izzabilita ¢ un vincolo inutile ed eccessivo imposto ai modelli di turbolenza, vista la trascurabile
probabilita che i modelli risultino effettivamente in valori che violano le condizioni (13.1-13.6). Al-
cuni cambiamenti di campo che si sono verificati nel corso degli anni sono significativi. Launder
stesso ad esempio fino alla meta degli anni ’80 sosteneva che richiedere che i modelli di turbolenza
non possano generare valori irrealizzabili sarebbe come richiedere che tutti gli edifici di Parigi siano
resistenti ai terremoti quanto quelli di San Francisco; tuttavia, come abbiamo visto, egli ha piu tardi
cambiato idea.

Non e possibile nell’ambito di queste note prendere posizione a favore dell’uno o dell’altro fronte. E
pero interessante osservare che, mentre 1 modelli realizzabili richiedono, a causa della loro maggiore
complessita rispetto ai modelli lineari, un tempo di calcolo superiore per passo di integrazione (Laun-
der cita circa il 25% in piu), il tempo di calcolo globale puo risultare ridotto di circa il 20%, appunto
perché i modelli realizzabili, evitando I'insorgere di situazioni non fisiche, portano ad una piu rapida
convergenza alla soluzione stazionaria.

13.4 Modelli ellittici

Dall’analisi dei modelli esaminati nei capp. 11.5.1 e 12.8 si evince chiaramente come i termini di mod-
ellizzazione piu problematica siano quelli di pressione-deformazione (e quelli paralleli di pressione—
gradiente scalare in flussi con galleggiamento). Durbin [53, 54] ha percio pensato di definire un
modello piu accurato introducendo un’equazione di conservazione per questo termine, la cui forma e
assegnata su basi intuitive. Piu precisamente, Durbin considera un’equazione per la grandezza P;;,
legata al termine pressione—deformazione dalla relazione

Py = ¢ij — (62']‘ — ;) (13.33)

La forma dell’equazione e di tipo ellittico, cioe non comprende termini di convezione, in analogia con
I'espressione per il laplaciano della pressione fluttuante (11.43), ed e assegnata come

g P — o, — ot
L*V? (7;]) = %1 72 (13.34)

dove i1 termini qﬁfﬂ e qbf]z sono ripresi dal ‘new model” di Launder (la h sta per homogeneous). In

particolare, qbf]l e molto simile alla espressione (13.18)

k A
QSZ‘I = —q ? [Clij + Cll (aik agj — 325”)] (1335)
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ma € ¢ sostituito dal rapporto tra k& ed una scala dei tempi definita come

I 1/2
7 = max l 6 (”) ] (13.36)
€ €
I, € invece definito esattamente come nella (13.24). La L che compare nella (13.34) ¢ una scala
delle lunghezze definita come
=k 3y 1/4
L = ¢ - max [, cy (V) (13.37)
€ €
dove
¢ = 0.15 (13.38)
¢, = 80 (13.39)

E comunque il caso di osservare che I'equazione (13.34) e totalmente modellata, a differenza delle
equazioni per i momenti primi e secondi fin qui analizzate, in cui alcuni termini sono esatti, ed altri
modellati.



Capitolo 14

Chiusura sui momenti secondi:
trattamento dello strato limite

14.1 Introduzione

In questo capitolo esaminiamo 1 modelli per trattare lo strato limite nell’ambito della chiusura sui
momenti secondi. Nella sez. 14.2 illustriamo il trattamento ‘sintetico’ (in cui cioe per economia
computazionale lo strato limite non e risolto, ma si trae vantaggio dalle wall functions per individuare
il valore della velocita media — ed eventualmente della temperatura media — nel punto di calcolo piu
prossimo alla parete), analogo a quello esposto nei capp. 3.4.1 e 5.6 per i modelli con chiusura sui
momenti primi. Nella sez. 14.3 analizziamo invece il trattamento a basso numero di Reynolds, analogo
a quello riportato nel cap. 9.4.

14.2 Modelli sintetici

Nel trattamento sintetico dello strato limite, I'ubicazione del punto di calcolo piu vicino alla parete
e scelta in modo tale che esso si trovi ancora nello strato limite turbolento, quindi la sua distanza
adimensionalizzata dalla parete deve essere nel campo 30 < yt < 100, vedi sezz. 4.1, 4.2. Nella
chiusura sui momenti secondi e immediato ricavare la velocita d’attrito u,: supposto che gli assi
siano orientati in modo tale che x; sia la direzione del flusso che lambisce la parete, ed x5 sia la
direzione normale alla parete stessa, u, si ricava semplicemente come

u, = /| ujuh | (14.1)

per la definizione (4.12), ricordando che lo sforzo totale (molecolare piu turbolento) e costante nello
strato limite, quindi in particolare si identifica con lo sforzo molecolare nel sottostrato laminare, e
con lo sforzo turbolento nella parte turbolenta dello strato limite.

Noto quindi u,, le tre componenti degli sforzi normali di Reynolds nel punto di calcolo in questione
sono assegnate in modo tale da rispettare grossolanamente il livello di anisotropia che si riscontra
nella parte turbolenta dello strato limite (anche se la ripartizione nelle tre componenti dipende in
realta dal particolare valore di y* corrispondente al punto piu prossimo alla parete). Si puo ad
esempio specificare [55]:

uf ~ 5l (14.2)
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u ~ u? (14.3)

u ~ 24’ (14.4)

La condizione per lo sforzo di taglio uju) puo posta in forma analoga alla (4.31), ricordando ancora
che nello strato limite 7;,; € pressoché costante, e nella sua parte turbolenta e 7,,; >~ — uju), per cui
si puo scrivere

a0
ouul
8:1:2

Sempre per effetto della scelta della direzione degli assi zy e x,, gli altri sforzi di taglio di Reynolds

=0 (14.5)
risultano nulli:
wiuy = 0 (14.6)
uhuy = 0 (14.7)

Per la velocita (componente parallela alla parete) e la temperatura media nel punto di calcolo piu
prossimo alla parete si utilizzano le (4.23,6.43), che grazie alla (4.24) si possono riscrivere

1 .
B2 2 g (Ey“ ) (14.8)
K 14

Y us
)

M(Tw ~Ty) =

log(E
G

(14.9)

| —

con u; in questo caso dato direttamente dalla (14.1).

14.3 Modelli a basso numero di Reynolds

Nelle due successive sezioni esaminiamo le modifiche che occorre apportare ai modelli esaminati nei
capp. 11.5.1 e 12.8 per estenderne la validita a flussi a basso numero di Reynolds.

Ovviamente la condizione da imporre alla parete per gli sforzi ed 1 flussi di Reynolds e che essi siano
tutti nulli, poiché le velocita (fluttuanti) che in essi compaiono sono nulle.

14.3.1 Modelli a basso numero di Reynolds ‘classici’

Abbiamo osservato nella sez. 13.1 che i modelli con chiusura sui momenti secondi di tipo lineare,
esaminati nel cap. 11.5.1, non riproducono un comportamento corretto in prossimita di una parete
solida. Questo inconveniente ¢ dovuto a due fatti:

1. nel derivare le espressioni per le componenti dei termini pressione-deformazione, abbiamo fatto
uso di un integrale di volume che risulta da un’integrazione formale; abbiamo tuttavia citato
nella sez. 12.4.1 che e stata in realta trascurata la presenza di un ulteriore termine, un integrale
di superficie, che diventa significativo in prossimita di una parete;



14.3. MODELLI A BASSO NUMERO DI REYNOLDS 165

2. Despressione (12.22) adottata per il tensore dissipazione ¢;; prevede la sua isotropia, ossia che
esso non avverta alcuna direzione preferenziale, ipotesi ovviamente non verificata in prossimita
di una parete.

Per ovviare alla prima incongruenza, nel modello esaminato nel cap. 11.5.1 si aggiunge alle tre
componenti del termine pressione-deformazione (11.46) un’ulteriore componente, che tenga conto
dell’effetto trascurato (cosiddetto ‘effetto eco’)

Gij = Gij1 + Gij2 + Pijz + O (14.10)

w
)

dove la w sta per wall. Riportiamo qui la forma di suggerita la Launder [56]:

S 3
1,0 1,1 1,0
(ukulnk n;6;; — iuluk njng — iujuk n; nk) +

T end

woo_ /

weo crEx, [cl
, 3 3 . 3 3

+ o <¢k12 nEny 52']‘ - §¢ik2 n;nE — §¢jk2 n; nk) + c3 <¢k13 nEny 52']‘ - 54%3 n;nE — §¢jk3 n; nk)]

(14.11)

dove n; indica la 7—esima componente del versore normale alla parete, ed x,, indica la distanza normale
alla parete. Per quanto riguarda i valori delle costanti, si ha

¢ =05 (14.12)
¢ = 0.3 (14.13)
A= 0 (14.14)
o =25 (14.15)

Essendo il valore suggerito di ¢; nullo secondo la (14.14), 'ultimo termine tra parentesi quadre
della (14.11) puo in effetti essere omesso del tutto.

Per porre rimedio alla seconda incongruenza elencata sopra, occorre adottare un modello per il tensore
dissipazione che, mentre lontano dalla parete conservi la forma (12.22), in prossimita della parete si
avvicini all’espressione suggerita da Rotta per tenere conto dell’anisotropia:

Tul.
€ = u’gf e (14.16)
Un modello che soddisfa questi due limiti puo quindi avere la forma
9 ]
i =€ |50 = L6+ £ (14.17)

dove il fattore fs; deve essere una funzione del numero di Reynolds turbolento Re; che vari oppor-
tunamente tra uno e zero al variare di Re; tra zero e l'infinito (cioe, all’allontanarsi dalla parete).
Hanjali¢ e Launder [34] suggeriscono I'espressione

1

ls =1 T 0.1 Re,

(14.18)
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che soddisfa i limiti citati. ’equazione di € deve essere anch’essa adattata, con modifiche analoghe
a quelle suggerite nelle sezz. 10.2.3, 10.3.2:

e € (—— O S €c k—— 0%u, O%u,
o — — Ca =+ -~ T/ - € e — 2 € —- T ul
Uk Oz, ca k (uk . Oxy, B i cez | k T acay € Uit Oxy Oz, Ox; 0z,

) k—— e
— e — ) 14.19
+ 6:1;k [(C € Ut T kl) 8:1;1] ( )
con k, [, m ed n come indici di sommatoria. Il fattore f, che moltiplica la costante ¢, ha la forma

Lo=1- Mg [— (3661*)6] (14.20)

Nel termine relativo compare la grandezza € gia definita nella (10.31)

o Vi)
¢ = ¢ — 2v (axn) (14.21)

la quale, come abbiamo osservato nella sez. 10.2.2, si annulla alla parete. In questo caso si risolve
pero ancora un’equazione per ¢, anziché per ¢. La condizione al contorno per € puo essere posta nelle

forme (10.30,10.20)

.\ 2 _
2
€ = 2v (aa\:%) = l/gxlz (14.22)

dove evidentemente le derivate di k (o della sua radice quadrata) sono calcolate tramite le equazioni
degli sforzi (normali) di Reynolds. Spesso € pero imposta la pit semplice condizione che il il gradiente
di € normale alla parete si annulli:

o
dx,

anche se questa non appare consistente con la (10.14).

=0 (14.23)

Un inconveniente di questo modello e che i versori che figurano nella (14.11) rappresentano quei
parametri topologici della parete, la cui indesiderabilita e stata sottolineata nella sez. 10.4.4.

14.3.2 Modelli a basso numero di Reynolds realizzabili

Abbiamo visto nelle sezz. 13.2.1, 13.2.3, 13.2.5 che il modello realizzabile di Launder (‘new model’)
introduce correzioni alle tre componenti del termine pressione-deformazione per tener conto di situ-
azioni in cui la turbolenza si avvicina ad uno stato bidimensionale, come p. es. si verifica in prossimita
di una parete solida. Quindi I'estensione del ‘new model” a flussi a basso numero di Reynolds [57, 24]
comportera prevedibilmente solo minori correzioni per il termine pressione-deformazione, mentre

rimane la necessita di operare una correzione sul tensore dissipazione, cioe 'altro aspetto citato
all’inizio della sez. 14.3.1.

Per le componenti ¢;;1, &;j2, ¢;;3 rimangono validi i modelli (13.18,13.24,13.28), ma alcuni fattori che
vi figurano sono ridefiniti come segue:
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e = 63AVE(1 — f) (14.24)
essendo
F = min(0.6, Ay) (14.25)
Ret
_ | _ fe 14.2
f = max( - (14.26)
poi
¢ = 0.7 (14.27)
¢; = min(0.55, A) (14.28)
¢ = 0.6 (14.29)

dove Ay e A sono definite dalle (13.13,13.16). Inoltre, i valori dei gradienti di velocita media che
compaiono nell’espressione (13.24) per ¢;;2 sono sostituiti con valori ‘efficaci” definiti come

Juy iy, , O f(A)] 0y

. = 5 r 14.30
[axl ] eff du; ta of Oz 0y, ( )

dove la sommatoria e solo sull’indice (ripetuto) m, e

23/2

r=— (14.31)

€
f(A) = A% (1 + 0.25 A%) (14.32)
cr = 0.07 (14.33)

Per quanto riguarda invece 'espressione del tensore dissipazione, si adotta, per sopperire ad alcune
carenze del modello di Rotta (14.16), la forma

2
&; = fee; + (1 — fe)gg@j (14.34)
avendo definito
fe = exp(—20 4%) (14.35)
. € wiul + ujugngng + ubugngng + ujungngngn;

G =7 5w (14.36)

1 — L 9pn n

2 F M

L’equazione per la dissipazione meccanica € prende la forma

Oy S €¢ k—— 0%, 0%u,
ra 2t T — Cy — 9 . T
(uk ht Jdzy, B ) cez k +2cav ¢ et dzy, Oz, Ox;0x,

_ Je

U 77— = — C¢
al'k ¢

T end
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o [ ¢ ok 9 j— de
+ 064871% (Vkaxk) + ail'k [(Ceeuk Uy + V5kl) 8:1;1] (1437)

sempre con k, [, m ed n come indici di sommatoria. Mentre ¢,y mantiene il valore originario (13.30),
¢y assume una forma lievemente diversa

1.92
P 14.38
T 1 0.63(A, A)2 (14.38)
ed inoltre
cs = 0.43 (14.39)
cq = 0.92 (14.40)

Osserviamo che in questo modello i parametri topologici, mentre sono eliminati dall’espressione dei
termini pressione—deformazione, sono invece reintrodotti nell’espressione della dissipazione attraverso
la (14.36). Tuttavia, il termine €7, da un contributo significativo alla dissipazione, vedi (14.34),
solo nel sottostrato laminare, nell’ambito del quale i versori possono in genere identificati senza
ambiguita [24], grazie all’estrema prossimita alla parete.
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