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Capitolo 1
Introduzione

All models are wrong; some models are useful.

N. de Nevers [1]

1.1 Premessa

La camera di combustione di un endoreattore è l’organo in cui sono prodotti i gas caldi che poi
generano la spinta espandendosi nell’ugello. Sotto tale punto di vista, la camera appare perciò
solo come un generatore di gas caldi, il cui progetto dettagliato potrebbe sembrare a prima vista
relativamente ininfluente sulle prestazioni globali del sistema propulsivo, e quindi del veicolo (lan-
ciatore, satellite, sonda) da esso propulso. In realtà, se da un lato il progetto della camera di
combustione offre margini certamente maggiori rispetto a quello dell’ugello, dall’altro un suo ac-
curato progetto è altrettanto importante ai fini delle prestazioni del sistema propulsivo. Risulta
infatti particolarmente importante assicurare che siano soddisfatti i seguenti requisiti:

1. combustione quanto più possibile completa (nel senso che i reagenti siano in massima parte
trasformati in prodotti prima di uscire dalla camera);

2. temperature delle pareti della camera contenute entro limiti accettabili dal materiale utiliz-
zato, sotto le condizioni di carico imposte;

3. combustione stabile (nel senso che la pressione media in camera di combustione sia costante
nel tempo, o comunque mostri oscillazioni non superiori al 5% circa del valore mediato nel
tempo);

4. minima massa del sistema propulsivo.

Il primo obiettivo è chiaramente inteso ad ottenere le massime prestazioni del sistema propulsivo,
in termini di velocità efficace di uscita2 c, definita come rapporto tra spinta F e portata in massa
dei propellenti ṁ. Infatti, una conversione completa dei reagenti in prodotti implica il massimo
rilascio di calore, e quindi la massima temperatura in camera di combustione Tc, ed è noto che c è
proporzionale alla radice quadrata di Tc, vedi oltre, eq. (1.2,1.7).

2In alcuni testi questa grandezza è chiamata velocità equivalente di uscita, ed indicata come ueq. Essa riveste
un significato analogo a quello del’impulso specifico Isp, definito come rapporto tra spinta e portata in peso dei
propellenti. Essendo ovviamente la portata in peso pari a quella in massa moltiplicata per l’accelerazione di gravità
(per la quale si assume il valore standard g0 = 9,80665 m/s2), risulta Isp = c/g0, per cui il valore numerico
dell’impulso specifico (espresso in s) è pari a circa un decimo di quello della velocità efficace di uscita (espressa in
m/s). Per la verità, l’impulso specifico è tuttora più largamente usato come indice di prestazione degli endoreattori
che non la velocità efficace di uscita, pur essendo una grandezza meno corretta dal punto di vista fondamentale.
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Il secondo obiettivo è ovviamente inteso a preservare l’integrità strutturale della camera. È il caso
di sottolineare come le pareti della camera, per effetto dell’alta pressione che regna all’interno di
essa, sono sottoposte a notevoli sforzi di trazione. Una temperatura eccessivamente alta delle pareti,
prima ancora che provocarne la fusione, ne causa un forte indebolimento (è noto infatti che il carico
di snervamento dei materiali diminuisce sensibilmente alle alte temperature); a parità di pressione
in camera, sarà allora necessario adottare pareti della camera più spesse, quindi più pesanti, per
resistere al carico imposto. Quindi più correttamente possiamo dire che il contenimento della
temperatura delle pareti della camera ha come obiettivo tanto la preservazione della sua integrità
strutturale, quanto il contenimento dei pesi. Osserviamo comunque che in molte strutture di camere
di combustione, il carico di pressione è essenzialmente sopportato da cerchiature circonferenziali,
scaricando cos̀ı (ma solo in parte) le pareti.

Il terzo obiettivo è anch’esso inteso a preservare l’integrità strutturale della camera di combustione
durante la sua operazione. È noto infatti che il verificarsi di ampie oscillazioni della pressione
in camera di combustione può portare a forti picchi di pressione (che p. es. può raggiungare
anche sette volte il valore nominale) e forti incrementi del flusso termico scambiato tra i gas caldi
contenuti entro la camera e le pareti della camera stessa. Entrambi questi fattori possono portare
al cedimento della camera, per esplosione (per effetto della pressione) o indebolimento delle pareti
(per effetto del carico termico).

Il quarto obiettivo è evidentemente inteso a massimizzare il carico utile.

A questi obiettivi generali possono aggiungersene altri, p. es. il requisito di un’efficace accensione
del motore, che può assumere aspetti diversi a seconda del tipo di endoreattore considerato (a pro-
pellenti liquidi o solidi; nel primo caso occorre anche introdurre una distinzione tra sistemi monopro-
pellenti e bipropellenti, e tra propellenti criogenici e storable, cioè liquidi a temperatura ambiente,
ed ancora tra combinazioni di propellenti ipergolici – cioè che si accendono spontaneamente quando
ossidante e combustibile entrano in contatto, e non).

È importante osservare come questi requisiti siano contrastanti tra loro. Per esempio, per assicurare
combustione completa occorre garantire un tempo di residenza dei reagenti in camera di combus-
tione relativamente lungo, in modo tale che le reazioni chimiche abbiano tempo in abbondanza
per andare verso il completamento. Questo può essere conseguito allungando la camera, oppure
aumentandone la sezione trasversale (in modo da diminuire la velocità del flusso, per l’equazione
di continuità); entrambe queste opzioni portano ad aumentare il tempo di residenza. Tuttavia, en-
trambe le soluzioni ovviamente fanno aumentare il peso della camera, ed in particolare l’aumento
della sezione trasversale3 comporta anche un’aumento della resistenza aerodinamica del veicolo (se
esso opera entro l’atmosfera). Ancora, l’aumento della pressione in camera di combustione pc de-
termina un aumento della spinta ottenibile da un motore di geometria assegnata (essendo F ∝ pc),
ed anche della velocità efficace di uscita, che si ricorda essere esprimibile come c = CF c

∗ (grazie al
miglioramento del coefficiente di spinta CF , dovuto alla diminuzione del termine sottrattivo pa/pc,
dove pa è la pressione ambiente, vedi eq. (1.4); si ha anche un certo miglioramento della velocità
caratteristica c∗, dovuto alla minore dissociazione). Tuttavia l’aumento della pressione in camera
richiede pareti più spesse, quindi maggior peso; inoltre, negli endoreattori a propellente liquido, tale
maggiore pressione in camera richiede pompe dei propellenti più potenti, quindi più pesanti (nel
caso si adotti un sistema di alimentazione a turbopompe; nel caso di un sistema a gas pressurizzato,

3Si osservi che l’aumento di peso dovuto ad un aumento della sezione trasversale è dovuto non solo alla maggiore
superficie delle pareti, ma anche al maggiore spessore richiesto. Infatti, supponendo di poter assimilare la camera
ad un cilindro di lunghezza infinita (ipotesi ovviamente criticabile, ma utile a dare una prima idea), lo spessore
della pareti t si trova eguagliando il carico da esse sopportato alla forza imposta dalla pressione; chiamato σ lo
sforzo sopportabile dal materiale si ha t = pc Dc/(2 σ), essendo Dc il diametro della camera. Aumentare la sezione
trasversale della camera vuol dire ovviamente aumentare Dc, quindi aumenta lo spessore richiesto.
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si ha comunque un aumento dei pesi per l’accresciuta massa di gas pressurizzante richiesto, e so-
prattutto per la maggiore pressione che devono sostenere i serbatoi, che richiede pareti più spesse).
Per quanto riguarda l’instabilità di combustione, è noto che essa si manifesta in particolare nelle
camere progettate per dare un’alta densità di potenza (rapporto tra potenza termica generata e
volume della camera). Un ovvio espediente per contenere il rischio di instabilità di combustione
sarebbe perciò quello di adottare, a parità di potenza termica sviluppata, camere di grande volume,
ma anche questo comporta ovviamente un incremento del peso della camera. Quindi il progetto
ottimale di una camera di combustione richiede la ricerca di un compromesso (trade–off) tra le varie
differenti esigenze.

Ne segue che, mentre un progetto di massima di una camera di combustione di un endoreattore
può essere effettuato sulla base di criteri empirici (per esempio, nel caso di endoreattori a propel-
lenti liquidi, attraverso l’introduzione della cosidetta lunghezza caratteristica L∗; per endoreattori
a propellenti solidi, attraverso la legge di Saint–Robert per la velocità di regressione del grano), un
progetto ottimale non si presenta invece affatto semplice; inoltre, quella che può essere una camera
di combustione ottima per una data applicazione potrà invece rivelarsi non conveniente per un’al-
tra. Quindi, in mancanza di linee–guida di carattere generale che possano orientare la scelta della
soluzione ottimale, l’unica via percorribile rimane quella di studiare nel dettaglio differenti confi-
gurazioni possibili per una camera, e confrontarne vantaggi e svantaggi (in termini di prestazioni,
raffreddamento, stabilità di combustione, peso). Questo studio può essere efficacemente condotto
per via sperimentale, cioè costruendo e provando al banco una serie di prototipi di motori che adot-
tino differenti soluzioni progettuali, e valutandone in tal modo le prestazioni ed il comportamento.
Tale procedura risulta tuttavia estremamente costosa e comporta tempi di sviluppo molto lunghi.

È pertanto di grande interesse ricercare metodi alternativi per valutare le prestazioni ed il compor-
tamento delle camere di combustione. La strategia principe in tal senso cerca di descrivere quanto
avviene (o meglio, quanto si suppone avvenga) entro la camera mediante un modello matematico,
il quale viene poi risolto mediante opportuni codici di calcolo. In tal modo vengono evitati i costi
ed i tempi di sviluppo dei prototipi sopra citati; certamente anche lo sviluppo e la risoluzione di un
modello matematico comportano propri costi e tempi, tuttavia questi non sono neppure lontana-
mente paragonabili a quelli delle prove al banco su prototipi. Il problema però è che la risoluzione
di un modello matematico fornisce solo una previsione del comportamento della camera, e quindi
delle conseguenti prestazioni ottenibili. Tale previsione potrà essere più o meno prossima alla realtà,
ma non risulterà mai totalmente affidabile (un facile paragone può essere fatto con le previsioni
metereologiche...) Questa discrepanza è dovuta al fatto che, per motivi che analizzeremo in seguito,
il modello matematico non adotta le equazioni che descrivono esattamente il problema, ma bens̀ı
una loro forma congetturale, basata su certe ipotesi semplificative (spesso alquanto drastiche); la
soluzione ottenuta sarà perciò la soluzione del modello, e risulterà più o meno valida a seconda che
le semplificazioni adottate siano più o meno avvicinate nella realtà. Queste considerazioni indicano
quindi che, se da un lato i modelli matematici possono far risparmiare una gran mole di lavoro, essi
non potranno mai sostituire in tutto le prove sperimentali. Esse sottolineano inoltre l’importanza
della scelta di un adatto modello matematico.

Va detto che alcuni dei fenomeni di interesse non possono a tutt’oggi essere validamente riprodotti
da modelli matematici. Questo è vero in particolare per quanto riguarda il fenomeno dell’instabilità
di combustione, pure di enorme interesse. La sua previsione è sostanzialmente ancora affidata all’es-
perienza del progettista, mentre le previsioni numeriche possono solo dare indicazioni marginali (p.
es., in un endoreattore a propellenti liquidi, è noto che tanto più la zona dove avviene l’accensione
dei reagenti è vicina agli iniettori, tanto più il motore rischia di andare incontro ad instabilità di
combustione; il modello matematico può in questo caso dare indicazioni sulla localizzazione della
zona di accensione). Normalmente le misure per contenere le instabilità di combustione vengono
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prese a posteriori, nel senso che se il prototipo del motore (nella configurazione eventualmente sug-
gerita anche dall’impiego dei modelli matematici in questione) mostra nelle prove al banco segni
di instabilità di combustione, vengono allora introdotti per tentativi alcuni fixes (che potremmo
tradurre come ‘aggiustamenti’) per cercare di eliminare il problema, mediante un processo pura-
mente empirico; anche nell’identificazione di quest’ultimi gioca pertanto un ruolo chiave l’esperienza
del progettista.

Si ricorda che le prestazioni di interesse per un endoreattore sono la velocità efficace di uscita,
definita come detto come

c =
F

ṁ
(1.1)

ed esprimibile come prodotto del coefficiente di spinta CF [definito come F/(pcAt), essendo At l’area
di gola] e della velocità caratteristica c∗ (definita come pcAt/ṁ):

c = CF c
∗ (1.2)

nonché la spinta F . Sotto l’ipotesi di ugello ideale4, il coefficiente di spinta risulta esprimibile in
funzione del rapporto d’area dell’ugello (tra area di uscita – exit, Ae, e di gola – throat, At)

ε =
Ae

At
(1.3)

poi del rapporto tra pressione ambiente pa e pressione in camera pc, e del rapporto dei calori specifici
γ dei prodotti di combustione, nella forma seguente:

CF = Γ

√√√√√ 2 γ

γ − 1


1 −

(
pe

pc

)(γ−1)/γ

 + ε

(
pe

pc
− pa

pc

)
(1.4)

In questa espressione Γ è una funzione di γ (cosidetta funzione di Vandekerchove), definita come

Γ =
√
γ

(
2

γ + 1

)(γ+1)/[2(γ−1)]

(1.5)

Il valore del rapporto pe/pc che compare nella (1.4) dipende anch’esso dal rapporto di area dell’ugello
ε, dal rapporto pa/pc, nonché dal valore di γ. Per flusso critico nella gola dell’ugello (condizione
sicuramente verificata negli endoreattori, in quanto il rapporto pc/pa è sempre maggiore del valore
– circa 2 – necessario ad assicurarla), in condizioni isentropiche, quindi in particolare in assenza di
onde d’urto nell’ugello, esistono due sole soluzioni, una corrispondente a flusso supersonico nella
parte divergente dell’ugello, ed una a flusso subsonico. La soluzione di gran lunga più interessante
dal punto di vista applicativo è la prima, anche se in realtà gli stadi inferiori dei lanciatori possono
operare, nella prima fase della loro traiettoria di salita, in presenza d’onde d’urto (oblique) entro
l’ugello, facendo in tal modo cadere l’ipotesi di flusso isentropico. In ogni caso, CF risulta comunque
una funzione delle variabili menzionate, per cui si può scrivere

CF = CF

(
ε,
pa

pc
, γ

)
(1.6)

la quale sottolinea che il coefficiente di spinta dipende essenzialmente dall’ugello, in particolare dal
suo rapporto di espansione, poi dalle condizioni di pressione ambiente e di pressione in camera, ed
infine dalle proprietà dei prodotti di combustione.

4La derivazione di queste espressioni è riportata in dettaglio in [2], cap. 3. L’ipotesi di ugello ideale introduce
alcune approssimazioni, ma coglie certamente l’essenza dei fenomeni allo studio.
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Analogamente, è noto che la velocità caratteristica risulta esprimibile, sotto le stesse ipotesi, come

c∗ =
1

Γ

√
RTc (1.7)

essendo la ‘costante’ dei gas relativa ai prodotti di combustione esprimible come rapporto tra
la costante universale dei gas ed la massa molare (o peso molecolare) della miscela gassosa che
costituisce i prodotti stessi:

R =
R0

M (1.8)

per cui la sua dipendenza funzionale risulta del tipo

c∗ = c∗ (Tc,M, γ) (1.9)

la quale sottolinea la nota dipendenza dalle sole condizioni dei prodotti in camera di combustione.

Se allora si adotta l’ipotesi semplificativa che le condizioni in camera di combustione possano essere
assunte sostanzialmente uniformi dal punto di vista spaziale (o zero–dimensionali, come anche si
usa dire per indicare che non c’è dipendenza da alcuna coordinata spaziale), lo studio della camera
di combustione si riduce all’identificazione dei valori di Tc, M, γ. Questi permettono come detto di
determinare la velocità caratteristica c∗; noto poi il valore del rapporto di espansione dell’ugello ε,
nonché il rapporto tra pressione ambiente e pressione in camera (la prima imposta dal progetto, la
seconda determinata dalla quota di volo), è possibile calcolare anche il coefficiente di spinta CF , e
quindi la velocità efficace di uscita dalla (1.2). A questo punto, se è assegnata F , dalla definizione
(1.1) si può determinare la portata in massa di propellenti necessaria ad assicurare il valore della
spinta cercato, quindi l’area di gola At richiesta, essendo

ṁ = Γ
pc At√
RTc

(1.10)

oppure, se l’ugello è già progettato per cui At è noto, si può determinare la spinta che si ottiene.

È noto dalla termodinamica (vedi p. es. [2], cap. 4) che i valori di Tc, M, γ in camera di
combustione (supponendo sempre di poterli considerare uniformi entro la camera, ipotesi zero–
dimensionale), dipendono dalla combinazione ossidante/combustibile utilizzata (o, nel caso di
una soluzione monopropellente, dal singolo propellente), dal rapporto in massa tra ossidante e
combustibile, definito come un rapporto di portate in massa per gli endoreattori a propellenti
liquidi

O

F
=

ṁo

ṁf

(1.11)

ed un rapporto di masse (di ossidante e combustibile contenuti nel grano di propellente) per
endoreattori a propellenti solidi

O

F
=

mo

mf
(1.12)

e poi ancora, sebbene in misura minore, dalla temperatura dei reagenti all’ingresso in camera,
indicate come Tin,o e Tin,f (esse possono essere differenti tra loro per endoreattori a propellenti
liquidi).

La determinazione di Tc, M, γ, per una data combinazione ossidante/combustibile, in funzione di
O/F e di Tin,o e Tin,f , può essere operata adottando differenti livelli di approssimazione. A questo
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scopo, indichiamo innanzitutto alcuni semplici approcci, per dimostrare come questi non si rivelano
adeguati. Essi sono illustrati cominciando dal più semplice, e procedendo verso i più complessi.

1. Combustione completa. L’approssimazione più rozza, che ricalca quella che può essere adot-
tata con buona approssimazione per i combustori dei motori basati sul ciclo turbogas, consiste
nell’assumere che combustibile ed ossidante si trasformino completamente in prodotti. Le con-
dizioni in camera possono allora essere determinate a partire dalla conoscenza della quantità
di calore rilasciata nella combustione. Chiamiamo Q̂R il calore di reazione, cioè la quantità
di calore rilasciata nella formazione di un’unità molare (quindi una chilomole nel sistema SI;
l’accento circonflesso sta appunto ad indicare che la grandezza in questione si riferisce ad
un’unità molare) di prodotti

νf F + νo O → P′ + Q̂R (1.13)

dove νf e νo stanno ad indicare quante chilomoli di combustibile e quante chilomoli di ossidante
sono necessarie per formare una chilomole di prodotti in una reazione stechiometrica; F (fuel)
indica la specie chimica combustibile (o simbolicamente le specie, nel caso di una miscela,
come p. es. un idrocarburo), O indica la specie (o le specie) ossidante, P′ la specie (o le
specie) prodotto (si vedrà oltre perché è stato apposto un apice). Nella combustione negli
endoreattori generalmente si utilizza un rapporto O/F diverso dallo stechiometrico, ed in
particolare inferiore al valore stechiometrico (quindi si opera con eccesso di combustibile, che
non troverà sufficiente ossidante per bruciare completamente) perché questo permette di avere
prodotti con massa molare M più bassa (perché il combustibile contiene specie idrogenate,
quindi leggere), anche a prezzo di una lieve riduzione della Tc, per cui il rapporto Tc/M, al
quale è proporzionale la velocità caratteristica secondo la (1.7), ne trae giovamento. Quindi
per unità di massa di propellenti, vi sono

Yo =
O

O + F
=

O/F

1 + O/F
(1.14)

chilogrammi di ossidante, ovvero

no =
Yo

Mo
(1.15)

chilomoli di ossidante, essendo Mo la sua massa molare. Poiché, se la combustione avviene
con eccesso di combustibile, l’ossidante viene completamente consumato, il rilascio di energia
per unità di massa dei propellenti, indicato semplicemente come QR, risulta essere

QR =
no

νo

Q̂R (1.16)

La miscela prodotta in camera di combustione sarà perciò composta dal prodotto P′ della
combustione stechiometrica di combustibile ed ossidante, indicato nella (1.13), più il com-
bustibile F in eccesso, non bruciato. I prodotti, che possiamo designare con la lettera P,
contengono quindi sia la specie (o le specie) P′ che la specie (o le specie) F; nel seguito ne
viene determinata la composizione. La combustione delle no chilomoli di ossidante contenute
in un chilogrammo di propellenti dà no/νo chilomoli della specie P′, la cui massa è
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YP ′ ,prodotti =
no

νo
MP ′ (1.17)

Il complemento ad un chilogrammo dà quindi la massa di combustibile incombusto rimasto
in un chilogrammo di prodotti generata:

YF,prodotti = 1 − YP ′ (1.18)

A questo punto la composizione dei prodotti è nota, per cui possono essere facilmente deter-
minate le sue proprietà, in particolare la massa molare ed il rapporto dei calori specifici, che
indichiamo semplicemente come M e γ. Per individuare l’ultima grandezza necessaria a de-
terminare le prestazioni, cioè la temperatura Tc, adottiamo in prima approssimazione l’ipotesi
che il calore specifico dei prodotti cp (per unità di massa) sia costante, e che i due reagenti
entrino in camera di combustione alla stessa temperatura Tin. In tal caso la temperatura in
camera può essere facilmente determinata come

Tc = Tin +
QR

cp
(1.19)

Questo approccio risulta sufficientemente accurato per i combustori dei motori aeronautici,
nei quali la temperatura raggiungibile è limitata dalla resistenza delle palette (per cui essa
viene contenuta facendo avvenire la combustione con un largo eccesso di ossidante – aria, con-
trariamente al caso degli endoreattori); anche nei postcombustori e negli autoreattori, in cui
non sussiste tale limitazione, la temperatura è comunque non paragonabile a quella raggiunta
negli endoreattori, in quanto si usa come ossidante l’aria, composta per quasi il 77% (in mas-
sa) da specie inerti (azoto, ed in misura molto minore, l’argon), che quindi non contribuiscono
alla combustione. Negli endoreattori invece, l’alta temperatura che viene raggiunta in camera
(generalmente superiore ai 3000 K) provoca una dissociazione dei prodotti di combustione;
tale processo, endotermico, porta ad un notevole abbassamento del valore della temperatura
in camera rispetto al valore previsto dalla presente semplicistica ipotesi, nonché ovviamente
ad una differente composizione dei prodotti di combustione, con ripercussioni sui valori di M
e γ. Occorre quindi cercare un migliore livello di descrizione di quanto avviene in camera

2. Equilibrio chimico. Questa ipotesi comporta un livello di approssimazione già accettabile per
una previsioni di massima delle proprietà (Tc, M e γ) in camera di combustione, anche se
come vedremo non sufficiente per procedere ad un’ottimizzazione della camera stessa. Essa
comporta l’identificazione delle specie chimiche che compaiono tra i reagenti (od almeno
delle principali5), e di quelle che compaiono tra i prodotti (ivi incluse specie intermedie di

5Per esempio, gli idrocarburi liquidi sono miscele di migliaia di specie chimiche, mentre è possibile tenerne
in considerazione nei calcoli di equilibrio solo un numero limitato, per cui si adottano idealizzazioni come quella di
‘combustibili surrogati’, miscele di poche specie, che si suppone riproducano in maniera accettabile il comportamento
chimico del combustibile allo studio. Per il cherosene si può adottare una descrizione come una miscela di sole due
specie, n–decano C10H22 e toluolo C7H8, in percentuali in massa dell’89% ed 11%, rispettivamente. Per quanto una
simile drastica approssimazione possa sembrare molto rozza, l’effetto risultante sulle previsioni della composizione di
equilibrio dei prodotti in camera è relativamente limitato, a patto che la composizione elementale del combustibile
surrogato sia sostanziale uguale a quella del combustibile reale. Se per esempio si considera il combustibile RP–1,
il quale è tipicamente caratterizzato da una composizione elementale del tipo CH1,96, ossia vi sono in media 1,96
atomi di idrogeno per ogni atomo di carbonio, occorre fare il modo che il combustibile surrogato presenti lo stesso
rapporto tra numero di atomi di idrogeno e carbonio. Si può verificare per esempio che le percentuali date sopra
comportano un rapporto H/C=2,075, quindi richiedono un aggiustamento nel caso si volesse considerare lo RP–1.
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reazione ed i prodotti di dissociazione, come p. es. OH, O, H, HO2, CO, CHO, CH2O,
CH3, etc.). La conoscenza delle specie reagenti, del rapporto O/F (quindi di Yo, vedi (1.14),
e Yf = 1 − Yo) e della temperatura di ingresso in camera Tin (eventualmente differente
per combustibile ed ossidante) permette di determinare l’entalpia h (per unità di massa
della miscela reagente); essa resta invariata nel processo di combustione, se esso può essere
approssimato come adiabatico. L’entalpia qui considerata è la cosidetta entalpia assoluta,
comprensiva cioè dei termini di formazione. Per ciascuno dei composti chimici prodotto è poi
possibile scrivere una relazione di equilibrio di formazione, nella quale si considera la reazione
di formazione della specie in questione a partire dagli elementi nel loro stato standard. Per
esempio, per la formaldeide CH2O la reazione di equilibrio di formazione è

C(s) + H2 +
1

2
O2 ⇀↽ CH2O (1.20)

dove in particolare è evidenziato che lo stato di riferimento standard dell’elemento carbonio è
quello solido, mentre per idrogeno ed ossigeno è quello gassoso, nelle forme molecolari H2 ed
O2, rispettivamente. La costante di equilibrio di formazione della CH2O è data, sotto l’ipotesi
di gas ideale, dal rapporto tra la pressione parziale di tale specie nella miscela di prodotti
risulatante dalla combustione, diviso la produttoria (estesa a tutti gli elementi il cui stato
di riferimento è gassoso) delle pressioni parziali degli elementi che la costituiscono, ognuna
elevata al coefficiente stechiometrico con cui compare nel membro di sinistra della (1.20):

Kp,CH2O(T ) =
pCH2O

pH2 (pO2)
1/2

(1.21)

Come noto, questa costante di equilibrio risulta essere una funzione della sola temperatura.
Se con N si indica il numero totale di specie chimiche considerate, composte di L elementi,
si potranno scrivere N − L relazioni di equilibrio indipendenti del tipo (1.20), alle quali si
aggiungono L relazioni che esprimono la conservazione del numero di atomi degli elementi.
Se la combustione avviene in condizioni adiabatiche, si ha l’ulteriore vincolo che l’entalpia
h non varia. Si hanno quindi N + 1 equazioni algebriche che consentono di determinare la
composizione dei prodotti di combustione, espressa per esempio in termini di frazioni molari
Xi delle specie, legate alle pressioni parziali dalla

pi = Xi pc (1.22)

nonché la temperatura in camera Tc; da queste grandezze si possono poi dedurre i valori di M
e γ. Detto per inciso, il sistema di equazioni da risolvere è fortemente non lineare, come si può
notare ad esempio dalla (1.21), per cui sono necessari programmi di soluzione specializzati
[3, 4].

Le prestazioni determinate sotto la presente ipotesi, sebbene alquanto più attendibili di quelle
derivate sotto la precedente ipotesi di combustione completa, risultano ancora in qualche
misura sovrastimate. Questo perché, a causa del tempo finito di residenza entro la camera, le
reazioni possono solo avvicinare ma non raggiungere del tutto le condizioni di equilibrio (con
la conseguenza che il rilascio di energia è inferiore a quello ideale); inoltre, attraverso le pareti
della camera ha luogo un certo scambio (sottrazione) di calore, per cui a rigore la camera
non opera in condizioni adiabatiche. Con riferimento al primo punto, notiamo in particolare

Incidentalmente, gli idrocarburi possono anche contenere piccole percentuali degli elementi zolfo, azoto, ossigeno ed
altri, che andrebbero anch’esse considerate per un calcolo accurato delle prestazioni.
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che sotto l’ipotesi di equilibrio in camera le proprietà dei prodotti risultano completamente
indipendenti dalle dimensioni della camera stessa, ipotesi ovviamente non verificata nella
realtà. Per quantificare la completezza della combustione, è perciò necessario introdurre una
descrizione della chimica a velocità finita.

3. Reattore perfettamente miscelato (PSR – perfectly stirred reactor, oppure well–stirred re-
actor, o ancora Longwell reactor). In questa idealizzazione si assume che combustibile ed
ossidante reagiscano tra loro con velocità di reazione finita, ma che vi sia un miscelamen-
to talmente intenso che le condizioni di composizione e temperatura entro la camera siano
uniformi (per preservare l’ipotesi zero–dimensionale); questo vuol dire assumere che la tur-
bulenza entro la camera sia estremamente intensa. In queste condizioni la composizione e
la temperatura della miscela entro la camera (e quindi in particolare all’uscita della camera)
possono essere ricavate imponendo semplici bilanci. Indicando con Yi,in la frazione di massa
della specie i all’ingresso in camera, con Yi quella in camera6, con wi il tasso di produzione
della specie i (detta anche funzione sorgente della specie; esso è da intendersi in senso alge-
brico, potendo essere positivo o negativo), cioè la massa della specie i prodotta dalle reazioni
chimiche per unità di volume ed unità di tempo, con V il volume della camera, ed infine con
ṁ la portata in massa che fluisce entro la camera, si può scrivere in condizioni stazionarie il
seguente bilancio per la specie i:

V wi = ṁ (Yi − Yi,in) (1.23)

la quale indica che la differenza tra portata in massa della specie i che esce e che entra è uguale
alla produzione della specie stessa entro la camera. Si può quindi scrivere per la frazione di
massa in uscita

Yi = Yi,in +
V

ṁ
wi (1.24)

dove è nota la dipendenza funzionale di wi risultante dalla espressione di Arrhenius:

wi = wi (Tc, pc, Y1, Y2, ..., YN) (1.25)

Per ricavare la temperatura in camera, si ricorre all’equazione calorica di stato, che esprime
l’entalpia (per unità di massa) della miscela in funzione della temperatura e della composizione

h = h (T, Y1, Y2, ..., YN) =
N∑

i=1

Yi hi (T ) (1.26)

Se il flusso entro la camera è adiabatico, l’entalpia della miscela in ingresso sarà uguale a
quella dei prodotti entro la camera, indicata come hc. Poiché, data la composizione, l’entalpia
della miscela è una funzione crescente della temperatura, risulta facile invertire la (1.26) per
determinare la temperatura in camera, note la hc e la composizione della miscela:

Tc = Tc (hc, Y1, Y2, ..., YN) (1.27)

6In effetti per omogeneità con la notazione introdotta per la temperatura e la pressione in camera occorrerebbe
indicare le frazioni di massa in camera come Yi,c, ma si preferisce in queste note una notazione più concisa. Lo stesso
vale per i valori in camera della massa molare e del rapporto dei calori specifici, indicati semplicemente come M e
γ.



10 D. Lentini, Modellistica dei Combustori 2006/07, Univ. di Roma “La Sapienza”

Il sistema delle N+1 equazioni algebriche (1.24,1.27) consente quindi di determinare temper-
atura e composizione in camera, quindi anche le grandezze M e γ necessarie per valutarne le
prestazioni.

Questo approccio presenta quindi il vantaggio, rispetto ai precedenti, di tener conto della
cinetica chimica in camera. Rimangono tuttavia notevoli limitazioni; il tempo di residenza
(stay) in camera è assunto pari a

ts =
ρ V

ṁ
(1.28)

uguale per tutte le specie, situazione che è presumibilmente ben verificata se combustibile ed
ossidante sono per esempio ambedue iniettati nella testa (dome) della camera, ma che non
sarà certo verificata se per esempio, un propellente è iniettato dalla testa, l’altro in prossimità
dell’uscita della camera. In altre parole, anche questo approccio (come tutti gli approcci zero–
dimensionali) non riesce a tenere in conto in alcun modo l’effetto della geometria della camera
(se non per l’effetto del volume V ). Inoltre, risultano ancora trascurati gli scambi di calore.
C’è poi da dire che l’ipotesi di flusso perfettamente miscelato non è certo sempre avvicinata
nei combustori reali; in ogni caso, essa non consente di individuare la posizione della zona di
accensione, che è stato visto essere importante ai fini della stabilità della combustione.

Dall’analisi dei precedenti modelli zero–dimensionali emerge dunque chiaramente la loro inadeguatez-
za. Ne segue che per modellare correttamente una camera di combustione, ed in particolare per
studiare l’effetto della geometria e dello scambio di calore, è necessaria una completa analisi multi-
dimensionale, che adotti una descrizione della chimica a velocità finita. È necessario tuttavia aver
ben chiare le difficoltà implicate in una simile analisi, che sono nel seguito concisamente indicate.

1.2 Fenomeni coinvolti nello studio dei combustori

Il moto di un fluido avviene, nella grandissima maggioranza delle applicazioni industriali nonché in
geofisica, in regime turbolento. I flussi il cui moto può essere approssimato come laminare sono es-
tremamente rari (tra questi figura comunque il flusso entro un ugello propulsivo, dove a causa della
fortissima accelerazione si ha una ri–laminarizzazione del flusso che esce dalla camera di combus-
tione; tuttavia, in prossimità delle pareti dell’ugello si hanno ancora fenomeni turbolenti). Quindi
nelle camere di combustione, ove tipicamente il numero di Reynolds assume valori compresi tra le
centinaia di migliaia ed i milioni, il flusso è certamente turbolento. Lo studio della combustione in
flussi turbolenti coinvolge un gran numero di complessi problemi. Nell’ambito di questa trattazione
non potremo considerarli tutti, ed introdurremo ben presto numerose ipotesi semplificative. Riteni-
amo comunque utile, al fine di acquisire coscienza dei limiti intrinseci dei modelli che descriveremo,
citare alcuni tra i principali problemi.

La combustione avviene sempre in fase gassosa; qualora il combustibile sia iniettato in camera di
combustione in fase condensata (liquido o solido), sarà quindi necessaria dapprima una transizione
di fase fino allo stato di vapore o gas. Se il combustibile è in fase liquida, occorre disperderlo
in goccioline mediante iniettori di disegno appropriato, per aumentare la superficie a disposizione
per il cambiamento di fase; la transizione di fase avviene quindi per evaporazione sulla superficie
delle goccioline stesse, le quali di conseguenza si riducono progressivamente di diametro. In questo
processo gioca evidentemente un ruolo importante lo scambio di calore tra le due fasi. Molti com-
bustibili liquidi evaporano facilmente, come i combustibili criogenici (p. es. idrogeno liquido) e gli
idrocarburi leggeri, quali le benzine ed il cherosene; nel caso di turbine a gas, l’evaporazione delle
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goccioline è facilitata dal riscaldamento che l’aria subisce nel compressore. In queste condizioni
si può tentativamente ipotizzare che il combustibile vaporizzi non appena iniettato in camera, e
trattare quindi la combustione in fase gassosa; tale approssimazione tuttavia è lecita solo nel fun-
zionamento a piena potenza, mentre nel funzionamento a potenza ridotta gli effetti dovuti alla
presenza di due fasi non sono trascurabili. Incidentalmente, i motori aeronautici generalmente
operano a piena potenza per non più di 40 s (durante la fase di rullaggio e decollo), poi la poten-
za viene ridotta a circa l’85% del massimo per circa due minuti, e successivamente ulteriormente
ridotta fino ad attestarsi a non più del 30% del massimo in fase di volo di crociera. Questo per
limitare le sollecitazione termiche sulle palette della turbina; è noto infatti che la spinta specifica
di una turbina a gas cresce con l’aumentare della temperatura massima del ciclo (quindi al decollo,
quando è richiesta la massima spinta, il motore opera con rapporto aria/combustibile più prossimo
allo stechiometrico, innalzando quindi la temperatura all’ingresso della turbina). Gli olii pesanti
presentano invece una bassa volatilità, per cui la fase liquida persiste più a lungo. Negli endore-
attori a propellenti liquidi anche l’ossidante può essere in fase liquida. Nel caso di combustibili
solidi, come il carbone ed i grani di endoreattori a propellenti solidi, la combustione richiede la
pirolisi e/o sublimazione del combustibile o del grano, processo anch’esso strettamente collegato
allo scambio di calore interfase. In endoreattori a propellenti solidi addizionati con polvere metal-
liche (p. es. alluminio), quest’ultime ossidandosi danno luogo a prodotti che restano allo stato di
goccioline o particelle anche alle elevate temperature che prevalgono nella camera di combustione.
Particelle solide (cenere) sono generate anche nella combustione del carbone. In molti casi quindi
la combustione coinvolge un flusso bifase.

Tuttavia, anche quando il combustibile è iniettato in camera di combustione già in forma gas-
sosa, possono generarsi particelle solide per effetto della combustione. Tutti gli idrocarburi infatti
generano soot (particolato, o fuliggine, visibile come fumo), cioè particelle incombuste composte
prevalentemente dagli elementi idrogeno e carbonio. Anche in questo caso si ha quindi a rigore
un flusso bifase; inoltre il soot è strettamente associato con lo scambio termico per radiazione. La
produzione di soot è relativamente limitata nella combustione del metano, ma risulta importante
per tutti gli altri idrocarburi.

A causa delle elevate temperature associate con la combustione, lo scambio termico per radiazione
(che, per emissione da corpo nero, è legato alla quarta potenza della temperatura) è particolarmente
attivo. Esso può essere dovuto a due cause. La prima è legata all’eccitazione dei livelli energetici
delle molecole; tornando negli stati energetici più bassi, la molecola emette quanti di energia di
ben determinata frequenza (o lunghezza d’onda); si parla quindi di emissione per bande del gas.
La seconda causa è legata alla presenza di una fase condensata (soot nel caso di combustione di
idrocarburi, oppure ossido di alluminio in endoreattori a propellenti solidi addizionati con polvere
di alluminio) che emette energia per radiazione in modo simile ad un corpo nero, con uno spettro
continuo secondo la legge di Planck. La radiazione per bande è importante da parte soprattutto
delle molecole di H2O e CO2; un minore contributo danno le specie CO e CH4. Quando si ha solo
radiazione in bande da gas, si parla di fiamme non luminose; quando si ha anche il contributo
continuo da soot, di fiamme luminose.

In tutti i sistemi reagenti si ha un numero spesso elevato di specie chimiche, e si ha quindi una
diffusione multicomponente (ciascuna specie chimica diffonde in ciascuna delle altre specie presenti
nel sistema, con uno specifico tasso di diffusione), descrivibile mediante coefficienti di scambio
multicomponente, di valutazione alquanto complessa; anche la viscosità e la conducibilità termica
della miscela gassosa dipendono in maniera complessa dalla composizione e dalla temperatura

La cinetica chimica della miscela reagente è molto spesso complessa, ed è descrivibile solo in via
approssimata. Le costanti di reazione che appaiono nell’espressione di Arrhenius sono ricavate
per via sperimentale, ma differenti metodi sperimentali portano a differenti valori; molto spesso
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diversi autori adottano per la stessa reazione valori delle costanti che differiscono di diversi ordini
di grandezza. Per alcune reazioni, determinazioni recenti hanno portato a valori delle costanti
di reazione che differiscono di molti ordini di grandezza rispetto a quelli finora accettati. Queste
‘costanti’ inoltre spesso non sono tali se non in un limitato campo di temperatura. Infine, è da
dire che alcune reazioni esibiscono un comportamento non descrivibile secondo l’espressione di
Arrhenius [5, 6].

Per effetto delle escursioni di temperatura che si verificano in flussi reagenti, i calori specifici delle
singole specie chimiche variano. Se prevale l’equilibrio vibrazionale, il calore specifico della singola
specie è esprimibile come una funzione della temperatura; tuttavia il calore specifico tende al
valore di equilibrio alla temperatura data con un tempo finito, a causa di processi di rilassamento
vibrazionale. Tali processi sono descrivibili introducendo equazioni per l’energia vibrazionale, nelle
quali compare un tempo di rilassamento, funzione della temperatura e della pressione, esprimibile
attraverso il modello di Laundau e Teller [7]. Esso tiene in conto dei processi di interazione tra
le molecole delle diverse specie chimiche, per cui p. es. una molecola della specie i può eccitarsi
(o de–eccitarsi) vibrazionalmente attraverso una collisione con la molecole della specie j. Si avrà
quindi un meccanismo di eccitazione, analogamente al meccanismo di reazione che abbiamo discusso
per le reazioni chimiche. Anche in questi modelli compaiono costanti, la cui determinazione pone
problemi qualitativamente simili a quelli esposti per le costanti dell’espressione di Arrhenius.

La turbolenza è poi considerata uno degli ultimi problemi irrisolti della fisica. Come vedremo,
per una trattazione ingegneristica dei flussi turbolenti occorre ricorrere a modelli di turbolenza, dei
quali ne esistono molti; essi possono essere categorizzati in differenti livelli di complessità. Quelli di
corrente uso applicativo sono i più semplici; questi presentano tuttavia notevoli limiti, in particolare
(ma non solo) per quanto riguarda il trasporto di grandezze scalari (come le concentrazioni delle
specie chimiche, l’entalpia o la temperatura, cioè proprio le grandezze tipiche dei flussi reagenti).
Se poi prendiamo in considerazione lo scambio termico convettivo in flussi turbolenti, possiamo dire
che esso rappresenta l’aspetto più difficile da modellare.

La combustione in flussi turbolenti assomma tutte le difficoltà sopra riportate; inoltre, i vari aspetti
della combustione e della turbolenza interagiscono fra loro in modo complesso, moltiplicando la
difficoltà di descrizione del problema.

Dalle considerazioni esposte si evince che, per problemi applicativi, bisognerà accontentarsi di ri-
solvere un modello del flusso considerato, che necessariamente tratterà in maniera approssimata
alcuni aspetti, più che le equazioni ‘esatte’. Tali modelli non hanno in generale validità universale,
ma sono al contrario limitati nel loro campo di applicazione. Per consentire di introdurre il lettore
agli strumenti modellistici fondamentali che mirano a descrivere i flussi turbolenti reagenti, ripor-
tiamo in queste note alcuni modelli che possono essere applicati con ragionevole approssimazione
in alcuni casi di interesse pratico. Tale modelli, una volta implementati in adatti codici di cal-
colo fluidodinamici, possono essere usati per prevedere il campo di flusso in fiamme e camere di
combustione.

Come si può facilmente comprendere sulla base delle considerazioni sopra esposte, la previsione dei
flussi turbolenti è affetta da grandi incertezze, e la combustione aggiunge un importante contributo.
Questo deve essere tenuto in mente quando si confrontano i risultati delle previsioni numeriche con
i risultati di esperimenti. Questi ultimi, a loro volta, sono anch’essi oggetto di grandi incertezze,
in particolare per flussi turbolenti reagenti. In queste note cercheremo di elaborare commenti,
introducendo i vari modelli, sulle incertezze ed i limiti ad essi associati, e sulle implicazioni delle
approssimazioni sulle quali esse si basano. Menzioneremo anche le aree in cui mancano tuttora
modelli appropriati.



Capitolo 2
Equazioni di conservazione

...turbulence... probably invented by the devil on
the eight day of creation (when the Good Lord
wasn’t looking).

P. Bradshaw [8]

In questo capitolo ci occupiamo delle equazioni di conservazione per flussi reagenti gassosi, sotto
l’ipotesi di equilibrio vibrazionale (per cui il calore specifico di ogni singola specie è esprimibile
come una funzione della temperatura), e delle difficoltà associate con la loro soluzione numerica
per flussi turbolenti. Quindi, è presentata la procedura di media che forma la base dei successivi
sviluppi.

2.1 Equazioni di conservazione per miscele gassose reagen-

ti.

Sono qui riassunte le equazioni di conservazione per una miscela gassosa reagente. Per una
derivazione completa vedi p. es. [9].

L’aspetto saliente delle miscele gassose reagenti è che la densità, data (per miscele di gas termica-
mente perfetti) dall’equazione termica di stato

ρ =
pM
R0 T

(2.1)

varia ampiamente nel campo di moto per l’effetto combinato di variazioni di temperatura e vari-
azioni di composizione, le quali ultime influenzano la massa molare della miscela M; in flussi ad alta
velocità anche la pressione può avere un ruolo. La composizione della miscela può essere espressa
o in termini delle frazioni di massa delle singole specie (essendo Yi la massa della specie i riferita
ad una massa unitaria di miscela) oppure delle frazioni molari (essendo Xi le moli della specie i
contenute in una mole di miscela). La massa molare della miscela è allora legata alla composizione
in termini di frazioni molari dalla

M =
N∑

i=1

Xi Mi (2.2)

dove N è il numero di specie chimiche presenti nel sistema, e Mi è la massa molare della specie
i 7; infatti una mole di miscela (di massa M) è costituita da X1 moli della specie 1 (la cui massa

7 Solo N − 1 frazioni di massa (o molari) sono indipendenti, in quanto esse devono rispettare il vincolo che la
loro somma sia unitaria.

13
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per mole è M1), X2 moli della specie 2, etc. La M può anche essere espressa in termini di frazioni
di massa; occorre premettere che le frazioni molari e di massa sono legate dalla relazione

Yi =
Xi Mi

M (2.3)

in quanto su una mole di miscela (di massa M) la massa della specie i è data daXi Mi. Esplicitando
la Xi dalla (2.3)

Xi =
Yi M
Mi

(2.4)

e sommando questa espressione rispetto all’indice i, si ottiene (il primo membro della sommatoria
essendo evidentemente uguale all’unità)

M =

[
N∑

i=1

Yi

Mi

]−1

(2.5)

L’equazione termica di stato può pertanto essere scritta come

ρ =
p

R0 T
N∑

i=1

Yi

Mi

(2.6)

Questo preambolo rende esplicito il fatto che il sistema di equazioni di conservazione richiesto per
descrivere flussi reagenti comprende, oltre alle equazioni di continuità e della quantità di moto,
equazioni per la conservazione dell’energia (per ricavare la temperatura) e per l’evoluzione della
concentrazione delle N specie chimiche. Vedremo fra breve che questo implica, quando si consid-
erano flussi turbulenti, difficoltà di una natura specifica che si aggiungono a quelle già presenti nei
flussi inerti.

Nello scrivere le equazioni di conservazione, adotteremo un gran numero di ipotesi semplificative
per rendere il problema suscettibile di successivo trattamento matematico. Oltre alle assunzioni
ampiamente stabilite che la viscosità sia newtoniana, che la conduzione di calore sia descritta dalla
legge di Fourier e che la diffusione delle specie sia descritta dalla legge di Fick, trascureremo alcuni
termini nelle equazioni della quantità di moto, dell’energia e delle specie. Più precisamente, nelle
equazioni della quantità di moto trascuriamo la viscosità di volume (normalmente piccola per gas).
Nell’equazione dell’energia trascuriamo il lavoro delle forze di volume (il che esclude flussi dominati
dal galleggiamento come gli incendi). Trascuriamo ancora nell’equazione dell’energia i termini di
Dufour (diffusivi–termometrici). Similmente trascuriamo nelle equazioni delle specie i termini di
Soret (termo–diffusivi) ed il contributo alla diffusione dovuto ai gradienti di pressione; inoltre in
queste equazioni supponiamo che la diffusione possa essere descritta, anziché attraverso coefficienti
di diffusione multicomponente (indicati con Dij, coefficiente di diffusione della specie i nella specie
j), mediante coefficienti binari Di (coefficiente di diffusione della specie i nel gas di sfondo), per
i quali si adottano coefficienti di diffusione rappresentativi cosidetti ‘mediati sulla miscela’, dati
dall’espressione [10]

Di = (1 − Yi) /
N∑

m=1
m 6=i

Xm

Dmi
(2.7)

La validità di tale espressione tuttavia è discutibile in presenza di idrogeno [11], il quale peraltro
compare in quasi tutti i processi di combustione.
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Per una discussione sulla portata di tali assunzioni semplificative vedi [12, 13, 14].

Per quanto concerne la notazione, adottiamo notazione tensoriale cartesiana, con la convenzione che
gli indici k ed l siano riservati per indicare sommatoria sulle tre direzioni coordinate. Le equazioni
di continuità, quantità di moto, energia e delle specie assumono quindi la forma seguente 8:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xk
(ρ uk) = 0 (2.8)

∂

∂t
(ρ ui) +

∂

∂xk
(ρ uk ui) = − ∂p

∂xi
+

+
∂

∂xk

[
µ

(
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

)
− 2

3
µ
∂ul

∂xl

δik

]
+ ρ gi i = 1, 2, 3 (2.9)
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+
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ρDj − λ
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)
hj
∂Yj

∂xk


 + Φ − ∂qR

k

∂xk
(2.10)

∂

∂t
(ρ Yi) +

∂

∂xk

(ρ uk Yi) =

=
∂

∂xk

(
ρDi

∂Yi

∂xk

)
+ wi i = 1, 2, ..., N (2.11)

δik denota il delta di Kronecker, e gi la componente dell’accelerazione di gravità nella direzione i.
Nell’equazione dell’energia h e h0 indicano rispettivamente l’entalpia statica e di ristagno (o totale).
Si noti che in questa equazione il termine diffusivo è somma di due contributi, di cui il primo è
relativo alla conduzione del calore secondo la legge di Fourier

λ
∂T

∂xk
(2.12)

La derivata della temperatura può essere espressa in termini di entalpia e concentrazioni attraverso
l’equazione calorica di stato

h =
N∑

i=1

Yi hi(T ) (2.13)

dove hi, l’entalpia statica della specie i (per unità di massa), è una funzione nota della temperatura
(sotto l’ipotesi di equilibrio vibrazionale):

hi = ∆h0
i,f +

∫ T

T 0
cp,i(T ) dT (2.14)

∆h0
i,f è l’entalpia di formazione della specie i alla temperatura di riferimento T 0. Differenziando

la (2.13) si ha quindi

dh =
N∑

i=1

Yi
dhi

dT
dT +

N∑

i=1

hi dYi =
N∑

i=1

cpi(T )Yi dT +
N∑

i=1

hi dYi = cp dT +
N∑

i=1

hi dYi (2.15)

8 Con la convenzione sulla sommatoria, l’eq. (2.8) sta per ∂ρ/∂t + ∂(ρu1)/∂x1 + ∂(ρu2)/∂x2 + ∂(ρu3)/∂x3 = 0;
il termine convettivo spaziale dell’eq. (2.9) per ∂(ρu1ui)/∂x1 + ∂(ρu2ui)/∂x2 + ∂(ρu3ui)/∂x3, etc.
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essendo cp il calore specifico della miscela (a composizione ‘congelata’, cioè supposta fissa nonostante
l’incremento di temperatura)

cp(T, Y1, Y2, ..., YN) =
N∑

i=1

cpi(T )Yi (2.16)

Dalla (2.15) il differenziale della temperatura può essere espresso come

dT =
1

cp

(
dh −

N∑

i=1

hi dYi

)
(2.17)

Questa espressione può essere utilizzata nella legge di Fourier (2.12), che pertanto si scompone in
un termine nel gradiente dell’entalpia statica, ed N termini nei gradienti delle frazioni di massa
delle specie.

Il secondo contributo al termine diffusivo dell’energia è dovuto al fatto che ciascuna specie chimica,
diffondendo secondo la legge di Fick, apporta un contributo energetico all’elemento di volume
proporzionale a

ρDj hj
∂Yj

∂xk
(2.18)

Continuando l’esame dell’equazione dell’energia (2.10), Φ è il termine di dissipazione viscosa (dovuto
al lavoro delle forze viscose)

Φ =
∂

∂xk

{
µ

[
ul

(
∂ul

∂xk
+
∂uk

∂xl

)
− 2

3
uk
∂ul

∂xl

]}
(2.19)

e qR è il vettore del flusso di calore per radiazione. L’espressione di quest’ultimo è particolarmente
complessa; essa implica la risoluzione di un’equazione per l’intensità radiativa I (energia che passa
attraverso la superficie unitaria per unità di tempo, incanalata in un angolo solido unitario); questa
equazione ha una forma integro–differenziale [15]. Le proprietà ottiche della miscela gassosa dipen-
dono tuttavia (oltre che dalla sua temperatura e composizione chimica) dalla lunghezza d’onda della
radiazione, per cui è in realtà necessario raffinare questa analisi introducendo un’intensità radiativa
spettrale Iν (per unità di frequenza, o equivalentemente Iλ, per unità di lunghezza d’onda). Si ha
quindi un’equazione (detta RTE, Radiative Transfer Equation) con 7 variabili indipendenti (tempo,
tre coordinate spaziali, due coordinate direzionali, e la frequenza della radiazione), chiaramente di
onerosa risoluzione. Tale equazione, a differenza di quelle del moto che sono integrate sulla griglia
di calcolo, deve essere integrata su linee di vista.

Nell’equazione delle specie (2.11) wi è il termine sorgente delle specie:

wi = Mi

M∑

k=1

∆νi,k ωk (2.20)

dove ωk è il tasso di reazione della reazione k (=1,2,...,M). Le reazioni sono indicate simbolicamente
come

N∑

i=1

ν′i,k Mi ⇀↽
N∑

i=1

ν′′i,k Mi (2.21)

dove ν′i,k e ν′′i,k sono i coefficienti stechiometrici della specie i come reagente e prodotto, rispetti-
vamente, con ∆νi,k = ν′′i,k − ν′i,k. La forma (2.21) tiene conto esplicitamente dei passi di reazione
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diretto ed inverso; a volte invece questi passi sono considerati separatamente per cui si adotta la
notazione

N∑

i=1

ν′i,k Mi →
N∑

i=1

ν′′i,k Mi (2.22)

Quando si adotta la forma (2.21) si parla di reazioni reversibili, quando si adotta la (2.22) di passi
elementari di reazione; ovviamente, nel secondo caso il numero di reazioni M da considerare è il
doppio che nel primo. Definiamo inoltre la molecolarità (cioè il numero di molecole che devono
incontrarsi per far avvenire la reazione) dei passi di reazione diretto ed inverso come

mk =
N∑

i=1

ν′i,k nk =
N∑

i=1

ν′′i,k (2.23)

Il tasso di reazione del k–esimo passo elementare può essere espresso attraverso la legge di Arrhenius
come

ωk = Bk T
αk exp

(
− Ek

R0 T

)
ρmk ·

N∏

i=1

(
Yi

Mi

)ν′
i,k

k = 1, 2, ..., M (2.24)

In questa espressione Bk, αk e Ek possono in prima approssimazione essere prese come costanti,
per quanto una descrizione più accurata richiede che siano prese costanti a tratti in appropriati
intervalli di temperatura. Quando invece si adotta la forma (2.21), il tasso di reazione della reazione
k è dato dalla differenza tra i tassi dei passi diretto ed inverso, legati (in condizioni di equilibrio
vibrazionale) dalla ‘costante’ di equilibrio Kp,k:

Kp,k = exp

(
− 1

R0 T

N∑

i=1

∆νi,k Mi µ
0
i

)
(2.25)

µ0
i denota il potenziale chimico per unità di massa della specie i alla pressione di riferimento p0

(quindi, tanto µ0
i che Kp,k sono funzioni della temperatura). Con tali premesse, il tasso di una

reazione reversibile può essere espresso come

ωk = Bk T
αk exp

(
− Ek

R0 T

)
ρmk ·

·
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i=1

(
Yi

Mi

)ν′
i,k


1 − (pM/p0)nk−mk

Kp,k

N∏

j=1

(
Yj

Mj

)∆νj,k

 k = 1, 2, ..., M (2.26)

Questa presentazione dà una prima idea delle difficoltà associate a flussi reagenti, specialmente se
si considera che, anche per sistemi reagenti apparentemente semplici, il numero delle specie N ed il
numero delle reazioni M possono essere molto grandi a causa della presenza di molti intermediari
di reazione ed al verificarsi di molti passi di reazione. La reazione di idrogeno in ossigeno puro
implica la considerazione di almeno 6 specie e 7 reazioni (reversibili), mentre per una descrizione
dettagliata della combustione di un idrocarburo, anche se estremamente semplice come il metano
(CH4), in aria, possono essere richieste da 15 fino a 53 specie, e da 18 a 325 reazioni [16, 17], a
seconda del livello di approssimazione ricercato. Se poi consideriamo idrocarburi complessi, può
essere necessario considerare p. es. 200 specie e 4000 reazioni, ma questo rappresenta pur sempre
solo un tentativo di descrizione di quanto avviene in realtà.

Una qualche ulteriore semplificazione delle eq. (2.9,2.10) è perciò giustificata, specie in vista della
loro successiva applicazione a flussi reagenti. I coefficienti di diffusione delle specie possono essere
presi uguali per tutte le specie
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Di = D i = 1, 2, ..., N (2.27)

senza introdurre un grosso errore, eccetto che per l’idrogeno che ha una mobilità sensibilmente
maggiore delle altre specie. Tuttavia, come vedremo ad alto numero di Reynolds i flussi dovuti al
trasporto molecolare risultano molto più piccoli dei flussi turbolenti, perciò l’assunzione di cui sopra
comporta comunque un errore trascurabile. Effetti significativi invece nascono in fiamme laminari
per effetto della ‘diffusione differenziale’, cioè di diversi coefficienti di diffusione delle differenti
specie. Possiamo poi introdurre i numeri adimensionali di Prandtl, Schmidt e Lewis

Pr =
cp µ

λ
, Sc =

µ

ρD
, Le =

Sc

Pr
(2.28)

che consentono di scrivere il termine dell’eq. (2.10) che coinvolge gradienti di concentrazione come

∂

∂xk


µ
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1

Sc
− 1

Pr

) N∑

j=1

hj
∂Yj

∂xk


 (2.29)

Per la maggior parte delle specie gassose (ancora con l’eccezione dell’idrogeno 9) risulta Le ∼ 1,
cioè Pr ∼ Sc; indichiamo con σ questo valore comune, che possiamo quindi indicare come numero
di Prandtl/Schmidt. È evidente che grazie all’assunzione di numero di Lewis unitario il termine
citato sopra viene eliminato dall’equazione dell’energia. Per quanto riguarda il termine radiativo,
osserviamo che esso normalmente non gioca un ruolo importante nelle applicazioni propulsive dal
punto di vista energetico, in quanto la potenza termica scambiata con le pareti è in genere del-
l’ordine di qualche punto percentuale al massimo; può però costituire fino al 40% dello scambio
termico in endoreattori a propellente solido con grano contenente polveri metalliche. Occorre in-
vece ovviamente tenerne conto qualora si intenda calcolare la distribuzione di temperatura sulle
pareti della camera, e progettare un sistema per la loro refrigerazione; può inoltre avere un effetto
significativo sulle emissioni dell’inquinante NO, estremamente sensibile al campo di temperatura.
Notiamo che il termine radiativo è invece centrale in altre applicazioni, come p. es. nei generatori
di vapore ove oltre il 95% dell’energia generata in camera di combustione è trasferita ai fasci tubieri
per radiazione. Allora, con le ipotesi limitative introdotte, le eq. (2.10,2.11) possono quindi essere
riscritte come
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∂

∂t
(ρ Yi) +
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(ρ uk Yi) =

∂

∂xk

(
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σ

∂Yi

∂xk

)
+ wi i = 1, 2, ..., N (2.31)

Le equazioni (2.8,2.9,2.30,2.31) costituiscono un sistema di 5 + N equazioni nelle variabili ui

(i = 1, 2, 3), p, h0, Yi (i = 1, 2, ..., N). L’entalpia statica della miscela è h = h0 − ukuk/2; la
densità può essere ottenuta attraverso l’equazione termica di stato (2.1). La temperatura (richiesta
da quest’ultima equazione, ed anche necessaria, insieme con le concentrazioni, per valutare i tassi
di reazione ed i coefficienti di diffusione µ, λ, Dij , vedi per esempio [18, 19]) può essere ottenuta
invertendo l’equazione calorica di stato (2.13). Il sistema è perciò chiuso, e quindi fornisce una de-
scrizione completa dei flussi reagenti, sebbene con qualche assunzione semplificativa. È importante
qui sottolineare che esso descrive l’evoluzione dei valori instantanei delle varie grandezze.

Quando si cerca di risolvere le equazioni riportate sopra mediante un codice di CFD (Computation-
al Fluid Dynamics – fluidodinamica computazionale), i passi di discretizzazione (sia spaziali che

9 Per l’idrogeno molecolare si ha Le = 0.30, per l’idrogeno atomico Le = 0.18.
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Figura 2.1: Flusso intorno ad un gradino: a) griglia di calcolo eccessivamente larga, b) griglia di
calcolo in grado di risolvere adeguatamente il flusso.

temporali) devono essere scelti in modo tale da essere rappresentativi della scala dei fenomeni che
avvengono nel flusso considerato. Come primo esempio, riportiamo in fig. 2.1 il caso di un flusso
intorno ad un gradino; è chiaro che adottando una griglia di calcolo del tipo di quella schematizzata
a linea tratteggiata in fig. 2.1a, le cui maglie hanno dimensioni superiori a quelle che caratterizzano
il gradino, si ottiene s̀ı una soluzione, ma essa non sarà in grado di dare informazioni di alcuna
utilità sulla configurazione di flusso indotta dalla presenza del gradino. Occorrerà quindi usare una
griglia di calcolo del tipo indicato in fig. 2.1b, con dimensione delle maglie inferiori alle dimensioni
del gradino, ed in grado quindi di descriverlo compiutamente.

Mentre questa non è una restrizione troppo pesante per flussi laminari, essa praticamente pre-
clude l’integrazione diretta delle equazioni citate per flussi turbolenti. Infatti, questi esibiscono
fluttuazioni (sia temporali che spaziali) di tutte le grandezze che si estendono fino a scale molto
piccole. Consideriamo per esempio un flusso in un canale (fig. 2.2); se il flusso è laminare, il profilo
di velocità ha il tipico andamento parabolico indicato in a). Nel caso b) di flusso turbolento, invece,
il profilo istantaneo di velocità è caratterizzato da fluttuazioni casuali sia spaziali che temporali,
che danno luogo a strutture di flusso caratterizzate da scale molto piccole rispetto alla dimensione
del canale. La griglia di calcolo, per poter rappresentare adeguatamente questi flussi, dovrà perciò
avere maglie la cui dimensione sia inferiore (o al più uguale) a quella della più piccola scala della
turbolenza.

Figura 2.2: Profili trasversali di velocità in un canale: a) flusso laminare, b) flusso turbolento (valori
istantanei).
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Per flussi inerti (senza reazioni chimiche) in particolare, i passi spaziali devono quindi essere scelti
in modo tale da essere comparabili con la più piccola lunghezza caratteristica della turbolenza, la
lunghezza di Kolmogorov lK, che è inversamente proporzionale a Re3/4. Ciò significa 10 che il numero
di punti necessario a risolvere adeguatamente il moto del fluido nella direzione x è proporzionale a
Re3/4; un numero di punti dello stesso ordine di grandezza è richiesto nelle altre direzioni coordinate
(le fluttuazioni turbolente avvengono sempre in tutte e tre le direzioni spaziali, anche nel caso in
cui il moto medio abbia una dimensionalità minore, vedi p. es. [21]). Perciò il numero totale di
punti di griglia necessari sarà

Nxyz = Nx Ny Nz = O(Re2.25) (2.32)

Quando si considera che il valore tipico di Re per camere di combustione di turbine a gas ed endore-
attori è dell’ordine delle centinaia di migliaia, risulta chiaro che l’integrazione numerica diretta delle
equazioni di Navier–Stokes (denominata DNS, Direct Numerical Simulation) nella forma riportata
sopra non è una strada percorribile per flussi turbolenti di interesse pratico. Per quanto riguarda
la discretizzazione temporale, in flussi turbolenti inerti il più piccolo tempo caratteristico, il tempo
di Kolmogorov tK, è inversamente proporzionale a Re1/2, con il risultato che il numero di passi
temporali necessari per risolvere adeguatamente il flusso nel tempo sarà

Nt = O(Re1/2) (2.33)

Quindi, il tempo computazionale richiesto per risolvere flussi inerti turbolenti è almeno proporzionale
a Re2.75 (una dipendenza più forte può sorgere a causa dell’algoritmo di soluzione adottato). Tut-
tavia, la situazione è ancora alquanto più critica per flussi reagenti. Infatti, in flussi reagenti
dobbiamo considerare, oltre alle scale temporali e spaziali fluidodinamiche appena definite, altre
scale caratteristiche. Innanzitutto, le scale dei tempi delle reazioni chimiche, che sono generalmente
parecchi ordini di grandezza più piccole delle precedenti, richiedendo perciò un corrispondente in-
cremento diNt e Nxyz; poi, le scale dei fenomeni di rilassamento vibrazionale, che sono generalmente
assai brevi. Ma la scala dei tempi più breve è quella associata con i fenomeni radiativi, in quanto
essi si propagano alla velocità della luce. Riportiamo a titolo indicativo che è stato stimato [22]
che il rapporto tra la più grande e la più piccola scala spaziale in un fenomeno di combustione
turbolenta è approssimativamente dell’ordine di 109. Per discretizzare adeguatamente il flusso nelle
tre dimensioni, risolvendo tutte le scale, sarebbero quindi necessari almeno

Nxyz = O(1027) (2.34)

nodi di calcolo. A tutt’oggi, le griglie più fini utilizzate sui supercalcolatori più avanzati arrivano al
più a circa 1010 (20483) nodi, e questo pur considerando un numero di specie chimiche molto limitato
(p. es. quattro specie ‘passive’, cioè che non influenzano significativamente la densità); l’obiettivo
indicato dalla (2.34) è quindi chiaramente fuori portata. Per quanto riguarda la discretizzazione
temporale, si stima ancora [22] che il rapporto tra la più grande e la più piccola scala temporale
sia dell’ordine di 105, per cui occorreranno almeno

Nt = O(105) (2.35)

passi temporali per seguire l’evoluzione del flusso. Per completare il quadro, si deve notare che al
fine di ottenere informazioni statistiche utili dalla DNS l’integrazione numerica deve essere ripetuta
un significativo numero di volte (diciamo qualche decina) con condizioni al contorno lievemente

10 A rigore, andrebbe considerato un numero di Reynolds turbolento [20]; tuttavia, ciò non altera sostanzialmente
queste considerazioni basate su ordini di grandezza.
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cambiate. Infatti, i flussi ad alto numero di Reynolds sono estremamente sensibili a variazioni
anche minime delle condizioni al contorno, e queste, p. es. la velocità dell’ossidante in ingresso
in camera di combustione, non avranno mai esattamente il valore nominale, pur risultando molto
vicine ad esso.

È ovviamente da tenere presente che i calcolatori diventeranno sempre più veloci in futuro, ma
le previsioni attuali indicano che nel 2010 i processori presumibilmente disponibili raggiungeranno
frequenze intorno a 10 ÷ 15 GHz [23], contro i 3,6 GHz attuali (anno 2004), con un vantaggio quindi
di meno di un ordine di grandezza, mentre nel 2050 saranno presumibilmente circa un milione di
volte più veloci di oggi, ma pur sempre troppo lenti per consentire una DNS di flussi turbolenti
reagenti. Ad ogni modo, anche se si riuscisse ad integrare numericamente le equazioni di Navier–
Stokes, la soluzione sarebbe pur sempre la soluzione di un modello (per quanto accurato) del flusso
considerato, per le incertezze associate p. es. con la determinazione delle costanti di reazione,
discusse nella sez. 1.2.

Le considerazioni riportate sopra escludono l’uso della DNS come mezzo per ricavare previsioni di
flussi turbolenti reagenti ad alto Re con i calcolatori di oggi, come pure con quelli che potranno
essere sviluppati nel prevedibile futuro. Occorre quindi abbandonare ogni tentativo di risolvere
le equazioni di Navier–Stokes per i valori istantanei delle grandezze; possiamo ottenere tuttavia
informazioni statistiche sul campo di moto mediando e risolvendo tali equazioni. Ciò condurrà ad
equazioni per il valore medio delle varie grandezze e per l’intensità delle loro fluttuazioni. Ovvia-
mente, questa informazione è alquanto più limitata rispetto a quella che può essere ottenuta con
la DNS, ma questo approccio consente un’enorme riduzione del tempo di calcolo e della memoria
richiesti, poiché le scale del moto medio sono molto più grandi di quelle delle fluttuazioni turbolente.

2.2 Note sull’equilibrio chimico.

In alcuni modelli di base si applica l’ipotesi di chimica in equilibrio, la quale consente una notevole
semplificazione.

In generale, la densità (istantanea) di una miscela gassosa è una funzione di N+2 variabili di stato,
come appare dall’equazione termica di stato (2.6).

In condizioni di equilibrio chimico invece, ogni grandezza di stato può essere espressa in funzione
di due sole altre variabili di stato, come noto dalla chimica (regola delle fasi) [24].

Richiamiamo la nozione di equilibrio per una generica reazione, che a partire dai reagenti A e B
porta alla formazione dei prodotti C e D (e viceversa), con coefficienti stechiometrici α, β, γ, δ:

αA + β B ⇀↽ γ C + δ D (2.36)

La condizione di equilibrio della reazione implica che le pressioni parziali delle specie obbediscono
alla relazione

Kp =
pγ

C p
δ
D

pα
A p

β
B

(2.37)

dove la costante d’equilibrio della reazione è una funzione della sola temperatura:

Kp = Kp(T ) (2.38)

Poiché le pressioni parziali sono legate alla pressione totale tramite le frazioni molari delle specie

pi = Xi p (2.39)
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possiamo riscrivere la (2.37) in termini di frazioni molari

Kp =
Xγ

C X
δ
D

Xα
A X

β
B

pγ+δ−α−β (2.40)

e quindi definire una costante d’equilibrio in termini di frazioni molari

KX =
Xγ

C X
δ
D

Xα
A X

β
B

(2.41)

che quindi risulta

KX = Kp p
−γ−δ+α+β (2.42)

e sarà perciò in generale una funzione delle temperatura e della pressione (tranne il caso γ+δ = α+β,
che comprende le reazioni di scambio binario, ma non quelle di dissociazione–ricombinazione):

KX = KX(T, p) (2.43)

Di relazioni del tipo (2.41,2.43) ne possono essere scritte tante quante sono le reazioni che avvengono
nel sistema, quindi, adottando la più generale notazione (2.21) per le reazioni, si ha

N∏

i=1

X
∆νi,k

i = KX,k(T, p), k = 1, 2, ...,M (2.44)

Queste relazioni consentono in linea di principio di determinare le frazioni molari delle specie che
partecipano alla reazione, per ogni valore dalla coppia (T, p), cioè

Xi = Xi(T, p) (2.45)

anche se la loro risoluzione è tutt’altro che semplice, a causa della loro nonlinearità, per cui sono
neccessari codici di calcolo dedicati [3, 4]. È poi immediato risalire alla massa molare mediata
attraverso la (2.2), ed alle frazioni di massa attraverso la (2.3).

In queste condizioni di equilibrio chimico è quindi possibile esprimere ogni grandezza di stato in
funzione di due sole altre variabili di stato, una volta specificata la proporzione relativa dei reagenti
(vedi oltre). Per esempio possiamo scrivere, supponendo di aver fissato la proporzione relativa dei
reagenti

ρ = ρ(p, T ) (2.46)

oppure

ρ = ρ(p, h) (2.47)

Ancora, potremmo per esempio scrivere

ρ = ρ(p, s), ρ = ρ(p, YH2O) (2.48)

Yi = Yi(h, s), Yi = Yi(p, h) (2.49)

e simili. Va tuttavia sottolineato che la forma della relazione è determinata solo una volta che sia
specificata la proporzione dei reagenti, cioè le quantità relative di combustibile ed ossidante nelle
condizioni prima della reazione. Se per esempio consideriamo una miscela ottenuta facendo reagire
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Figura 2.3: Densità di una miscela reagente idrogeno–aria in equilibrio chimico.

idrogeno ed aria, la sua densità può essere espressa in funzione di due grandezze di stato, p. es.
secondo la (2.46), però è evidente che la forma della relazione sarà diversa a seconda del valore del
rapporto di equivalenza, definito come

ϕ =
(F/O)

(F/O)st
(2.50)

cioè come rapporto in massa combustibile/ossidante, riferito al valore stechiometrico. La fig. 2.3
riporta la densità ρ in funzione della temperatura T , con la pressione p come parametro, per
tre valori del rapporto di equivalenza, ϕ = 0.5 (miscela povera di combustibile), ϕ = 1 (miscela
stechiometrica), e ϕ = 2 (miscela ricca). Si può notare come la densità decresce con la temperatura
e cresce con la pressione, secondo l’equazione termica di stato (2.1). Un aumento del rapporto di
equivalenza porta ad un aumento del contenuto di idrogeno (leggero) nella miscela, per cui la massa
molare M decresce e con esso anche la densità. Occorre quindi, per identificare le condizioni di
equilibrio in funzione di due variabili, specificare la proporzione relativa dei reagenti nella miscela,
per esempio assegnando il valore del rapporto di equivalenza (oppure un altra grandezza di analogo
significato). Dobbiamo perciò riscrivere più correttamente le (2.47,2.49b) nella forma

ρ = ρ(p, h;ϕ) (2.51)

Yi = Yi(p, h;ϕ) (2.52)

ed analogamente per le altre espressioni riportate sopra. Sotto l’ipotesi di chimica in equilibrio non
è perciò necessario risolvere le N equazioni delle specie (le concentrazioni delle specie e la densità
possono essere espresse direttamente espresse tramite relazioni di stato del tipo (2.52, 2.51)), per
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quanto occorra pur sempre un’equazione (che però non comporta un termine di produzione) per
individuare il valore locale del rapporto di equivalenza.

È importante osservare che il rapporto di equivalenza va inteso, nelle considerazioni che seguono,
come una grandezza definita a livello puntuale. La definizione (2.50) appare di immediata appli-
cazione quando si conoscono, nel punto considerato, le concentrazioni in massa di combustibile ed
ossidante prima della reazione. È possibile tuttavia identificare il rapporto di equivalenza anche
a reazione avvenuta, immaginando di poter ‘marcare’, tra i prodotti di reazione contenuti nel vol-
umetto infinitesimo intorno al punto considerato, quegli atomi che originano da atomi contenuti
nel combustibile, e determinarne la frazione in massa rispetto alla massa contenuta nel volumetto.
La frazione in massa dell’ossidante (ancorché combinato nei diversi prodotti) sarà il complemento
ad uno di questa, per cui risulta ancora possibile individuare il rapporto di equivalenza (locale)
attraverso la (2.50).

È poi opportuno sottolineare che in generale, sotto l’ipotesi di equilibrio chimico, i termini sorgenti
di produzione delle specie per reazione chimica non sono nulli. Tali termini possono essere espressi
riscrivendo la (2.31) come

wi =
∂

∂t
[ρ(p, h, ϕ)Yi(p, h, ϕ)] +

∂

∂xk
[ρ(p, h, ϕ)uk Yi(p, h, ϕ)] − ∂

∂xk

[
µ(p, h, ϕ)

σ

∂Yi(p, h, ϕ)

∂xk

]

(2.53)
dove le uk, p e h sono ricavate dalla risoluzione del sistema delle equazioni del moto (escluse
appunto le equazioni di conservazione delle specie, per quanto sia pur sempre necessario individuare
il rapporto di equivalenza ϕ od una grandezza di analogo significato). Dalla (2.53) si trae conferma
che in condizioni di equilibrio chimico il termine sorgente delle specie non è nullo. Unica eccezione
è il caso di sistemi zero–dimensionali (in cui cioè il flusso è spazialmente omogeneo) a stazionario,
nei quali, annullandosi tutte le derivate a secondo membro, si annulla anche il primo membro.

Passando poi a considerare l’espressione di Arrhenius, in condizioni di equilibrio chimico è possibile
vedere che nella (2.26) il termine tra parentesi quadre si annulla. Tuttavia, come abbiamo detto,
il tasso di produzione delle specie non si annulla. Infatti, assumere chimica in equilibrio significa
assumere reazioni infinitamente veloci, cioè che le costanti di reazione Bk tendono all’infinito.
L’espressione di Arrhenius (2.26) assume perciò la forma indeterminata ∞ · 0, e perciò non è
utilizzabile in condizioni di equilibrio chimico. D’altronde, come già osservato, in equilibrio le
equazioni di conservazione delle specie sono ovviamente inutili, in quanto le concentrazioni sono
espresse da relazioni in forma chiusa del tipo (2.52).

2.3 Equazioni mediate

Al fine di derivare informazioni sulla statistica delle variabili che descrivono il flusso, adottiamo
l’approccio usuale di decomporre il valore istantaneo di ogni grandezza dipendente in una compo-
nente media ed una fluttuante, sostituirle nelle equazioni di Navier–Stokes e quindi mediare. Per
ogni grandezza generica φ possiamo adottare la decomposizione

φ = φ + φ′ (2.54)

dove φ è il valore medio, che può essere definito (al tempo t, essendo ∆t un opportuno intervallo
temporale, grande rispetto alla scala temporale delle fluttuazioni, sul quale valutare la media) come

φ(x) =
1

∆t

∫ ∆t/2

−∆t/2
φ(x, t + τ ) dτ (2.55)
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e φ′ la componente fluttuante

φ′ = φ − φ (2.56)

Non è stata indicata esplicitamente (eccetto che nella (2.55), dove la notazione è necessaria) la
dipendenza di φ dalle coordinate spaziali e temporali per concisione; inoltre, assumeremo che il
valore medio sia indipendente dal tempo per semplicità, per quanto la situazione in cui il moto
medio vari con scale temporali molto più grandi delle scale della turbolenza possa anch’essa essere
facilmente trattata.

La decomposizione riportata sopra conduce tuttavia ad una notevole proliferazione di termini quan-
do è applicata ai termini convettivi in flussi a densità variabile; per esempio sostituendo la (2.54)
nell’equazione della quantità di moto si ha

ρ uk ui = (ρ + ρ′) (uk + u′k) (ui + u′i) =

= ρ uk ui + ρ′ uk ui + ρ u′k ui + ρ uk u
′
i + ρ u′k u

′
i + ρ′ u′k ui + ρ′ u′i uk + ρ′ u′k u

′
i (2.57)

Una volta mediata questa espressione dà (poiché φ′, valore medio della fluttuazione, è ovviamente
nullo)

ρ uk ui = ρ uk ui + ρ u′k u
′
i + ρ′ u′k ui + ρ′ u′i uk + ρ′ u′k u

′
i (2.58)

Si vede quindi che l’operazione di media effettuata come sopra (chiamata media convenzionale o di
Reynolds) porta alla comparsa di un gran numero di covarianze in cui appare la densità; vedi [12]
per una discussione del significato dei diversi termini. Si noti che la proliferazione dei termini
è una diretta conseguenza della nonlinearità dell’espressione considerata. Al fine di contrastare
questo inconveniente, si può utilizzare un differente criterio di decomposizione per i flussi a densità
variabile qui considerati, denominato media di Favre [25], o pesata con la densità. Essa consiste
nel definire una media pesata con la densità (indicata con una tilde)

φ̃ =
ρφ

ρ
(2.59)

ed una fluttuazione rispetto ad essa, indicata con un doppio apice

φ′′ = φ − φ̃ (2.60)

Si noti che φ′′ 6= 0 ma ρφ′′ = 0, essendo per la (2.60) mediata φ′′ = φ − φ̃, mentre moltiplicando
la stessa (2.60) per ρ e mediando si ha ρφ′′ = ρφ − ρ φ̃, che in virtù della (2.59) dà il risultato
atteso. Quindi, la decomposizione di Favre dà

φ = φ̃ + φ′′ (2.61)

La media di Favre è quindi applicata a tutte la grandezze eccetto la pressione (che compare solo in
termini che non coinvolgono la densità) e la densità stessa. Con questa decomposizione il termine
convettivo considerato sopra può essere espresso come

ρ (ũk + u′′k) (ũi + u′′i ) = ρ ũk ũi + ρ u′′k ũi + ρ u′′i ũk + ρ u′′k u
′′
i (2.62)

ed una volta mediato

ρ uk ui = ρ ũk ũi + ρ ˜u′′k u′′i (2.63)
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con un chiaro vantaggio in concisione. L’uso di medie di Favre per flussi reagenti è ora largamente
accettato, sebbene qualche autore preferisca ancora invece le medie convenzionali, p. es. [26]. Si
noti che l’uso della media di Favre è una pura manipolazione matematica; tutti i termini delle
equazioni del moto sono in ogni caso mediati convenzionalmente, e poi quelli in cui compare la
densità sono per convenienza espressi secondo le medie di Favre.

I termini del tipo ρ ˜u′′k u′′i , detti sforzi di Reynolds, esprimono un flusso della quantità di moto dovuto
alle fluttuazioni turbolente, cioè un trasporto turbolento della quantità di moto (o, con dizione meno
corretta, una diffusione turbolenta). Questo si può capire considerando per esempio il flusso entro
un volume V , limitato da superfici solide, e valutando l’effetto globale del termine in questione
come il suo integrale su tutto il volume V . Osservando che nell’equazione della quantità di moto
in direzione i il termine considerato compare come

∂

∂xk
(ρ ũ′′k u

′′
i ) (2.64)

possiamo valutarne l’effetto globale come

∫

V

∂

∂xk
(ρ ũ′′k u

′′
i ) dV (2.65)

La (2.65) esprime l’integrale di volume di una divergenza (si ricordi che l’indice i deve essere
considerato come fissato, in quanto stiamo valutando l’effetto in direzione xi); per il teorema di
Green [27], questo integrale può essere trasformato in un integrale di superficie, ossia

∫

V

∂

∂xk

(ρ ũ′′k u
′′
i ) dV =

∫

S
ρ ũ′′k u

′′
i nk dS (2.66)

essendo S la superficie del volume V , e nk la componente in direzione k della normale all’elementino
di superficie dS (in realtà l’eguaglianza implica anche un’assunzione sull’orientamento della nor-
male, che però è inessenziale in questo contesto). In corrispondenza alla pareti solide tuttavia le
velocità, ed in particolare le fluttuazioni di velocità, sono nulle, per cui l’integrale a secondo mem-
bro della (2.66) è nullo. In altre parole ρ ũ′′k u

′′
i non ha effetto diretto sul moto globale. L’unico

effetto che tale termine può avere è allora quello di promuovere una redistribuzione spaziale della
quantità di moto, senza produrne o distruggerne; è perciò un termine di trasporto turbolento. Tale
effetto è quindi qualitativamente analogo a quello della viscosità molecolare (pur con un’importante
differenza, come vedremo nella sez. 2.4). Per tali motivi, i termini in questione sono usualmente rag-
gruppati a secondo membro delle equazioni mediate, come quelli di trasporto molecolare (viscosità,
conduzione, diffusione).

Osserviamo subito che gli sforzi di Reynolds sono molto più grandi (in valore assoluto) dei rispet-
tivi termini (mediati) di diffusione molecolare per flussi ad alto Re. Per dimostrarlo, valutiamo gli
ordini di grandezza degli sforzi molecolari mediati e degli sforzi di Reynolds. Per i primi, l’ordine di
grandezza del gradiente di velocità media sarà dell’ordine di ũ/D, essendo ũ un valore rappresen-
tativo della velocità media e D una dimensione caratteristica del flusso (per esempio il diametro,
nel flusso in un condotto). Allora l’ordine di grandezza dello sforzo molecolare medio risulta

µ

(
∂ũi

∂xk
+
∂ũk

∂xi

)
− 2

3
µ
∂ũl

∂xl
δik = O

(
µ ũ

D

)
(2.67)

Per lo sforzo di Reynolds, dobbiamo identificare un valore caratteristico dell’intensità delle flut-
tuazioni di velocità, che in un condotto possiamo tipicamente prendere come circa un decimo di ũ.
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Allora, per quanto riguarda il valore medio del prodotto delle fluttuazioni, dobbiamo considerare
che (ineguaglianza di Schwarz 11)

| ũ′′i u′′k | ≤
√
ũ′′2k

√
ũ′′2i (2.71)

dove il segno di eguaglianza vale solo se le fluttuazioni di uk e ui sono perfettamente correlate (il
che avviene solo nel caso i = k). A titolo di tentativo, possiamo assumere

| ũ′′i u′′k | ∼ 0.1
√
ũ′′2k

√
ũ′′2i (2.72)

Ne segue, avendo come detto supposto che
√
ũ′′2k ∼

√
ũ′′2i ∼ 0.1 ũ, che l’ordine di grandezza dello

sforzo di Reynolds sarà approssimativamente qualcosa del genere

ρ ũ′′i u
′′
k = O

(
0.001 ρ ũ2

)
(2.73)

Se quindi consideriamo il rapporto tra lo sforzo di Reynolds e lo sforzo molecolare medio, il suo
ordine di grandezza vale

ρ ˜u′′i u′′k

µ

(
∂ũi

∂xk
+
∂ũk

∂xi

)
− 2

3
µ
∂ũl

∂xl
δik

= O
(

0.001
ρ ũD

µ

)
= O

(
Re

1000

)
(2.74)

Quindi in flussi ad alto numero di Reynolds 12 i termini di sforzo di Reynolds sono molto più
grandi di quelli molecolari; spesso anzi quest’ultimi sono del tutto trascurati rispetto ai primi nelle
equazioni del moto mediate. In questa trattazione tuttavia li conserviamo per tener conto di effetti
di prossimità alla parete e di condizioni di flusso a numero di Reynolds relativamente basso [28].

Analogamente a quanto visto per le equazioni della quantità di moto, nelle equazioni scalari (energia

e specie) compaiono termini del tipo ρ ũ′′k h
′′
0 e ρ ˜u′′k Y ′′

i che sono chiamati flussi di Reynolds; anch’essi
hanno il significato di trasporto turbolento delle rispettive grandezze. È possibile anche dimostrare
che essi sono di gran lunga superiori ai corrispondenti termini di trasporto molecolare. È questo
anzi il motivo per cui la combustione viene fatta avvenire in regime turbolento, al fine di avere un

11 Se, a puro titolo di esempio, supponiamo che le fluttuazioni in un dato punto siano caratterizzate da un
andamento sinusoidale nel tempo, ma siano sfasate di un angolo δ

u′′
i = a sin(ω t), u′′

k = b sin(ω t + δ) (2.68)

l’intensità delle fluttuazioni di ui risulta

ũ′′2
i =

a2 ω

2 π

∫ π/ω

−π/ω

sin2(ω t) dt =
a2

2 π

∫ π

−π

sin2(x) dx =
a2

2 π

∫ π

−π

1 − cos(2x)
2

dx =
a2

2 π

{[x
2

]π
−π

−
[
sin(2 x)

4

]π

−π

}
=

a2

2
(2.69)

e quella di uk risulta ũ′′2
k = b2/2. La media del prodotto delle fluttuazioni risulta invece

ũ′′
i u′′

k =
a b ω

2 π

∫ π
ω

−π
ω

sin(ω t) sin(ω t + δ) dt =
a b

2 π

∫ π

−π

sin(x) sin(x+δ) dx =
a b

2 π

∫ π

−π

sin(x) [sin(x) cos(δ)− cos(x) sin(δ)] dx =

=
a b

2 π

{
cos(δ)

∫ π

−π

sin2(x) dx − sin(δ)
∫ π

−π

sin(x) cos(x) dx

}
=

a b

2
cos(δ) (2.70)

il cui modulo, per δ 6= k π (k = 0, 1, 2, ..., caso particolare di fluttuazioni in fase o in opposizione di fase), risulta

inferiore a
√

ũ′′2
k

√
ũ′′2

i = a b/2.
12Si ricordi che in flussi turbolenti Re > 3000 ed in molte applicazioni si arriva a valori dell’ordine dei milioni.
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miscelamento molto attivo, per cui la reazione può essere completata in una camera di combustione
di dimensioni ridotte, con evidenti vantaggi in termini di peso, ingombro e costo.

Nel mediare le equazioni di Navier–Stokes, trascuriamo i termini nella covarianza del coefficiente di
trasporto e della grandezza trasportata (cioè termini come µ′ ∂u′i/∂xk, e simili), essendo appunto
questi termini piccoli in confronto ai flussi turbolenti 13. Quindi, con medie di Favre, il sistema
delle equazioni di Navier–Stokes mediate può essere riscritto, conglobando gli sforzi ed i flussi di
Reynolds a secondo membro, come

∂

∂xk
(ρ ũk) = 0 (2.75)

∂

∂xk

(ρ ũk ũi) = − ∂p

∂xi

+

+
∂

∂xk

[
µ

(
∂ũi

∂xk
+
∂ũk

∂xi

)
− 2

3
µ
∂ũl

∂xl
δik

]
− ∂

∂xk
(ρ ũ′′k u

′′
i ) + ρ gi i = 1, 2, 3 (2.76)

∂

∂xk
(ρ ũk h̃0) =

∂

∂xk

[
µ

σ

∂h̃

∂xk

]
− ∂

∂xk
(ρ ˜u′′k h′′0) + Φ (2.77)

∂

∂xk
(ρ ũk Ỹi) =

∂

∂xk

(
µ

σ

∂Ỹi

∂xk

)
− ∂

∂xk
(ρ ˜u′′k Y ′′

i ) + wi i = 1, 2, ..., N (2.78)

È evidente che mentre l’equazione di continuità conserva una forma analoga a quella della sua
controparte non mediata (grazie alla media di Favre), i termini convettivi nonlineari nelle rimanenti

equazioni producono termini addizionali, i cosiddetti (quando 14 sono moltiplicati per ρ) sforzi ũ′′k u
′′
i

e flussi ˜u′′k h′′0, ˜u′′k Y ′′
i di Reynolds, che rappresentano incognite aggiuntive del problema.

Inoltre, i termini sorgenti delle specie wi costituiscono incognite aggiuntive specifiche dei problemi
di flusso reagente. La situazione è ulteriormente aggravata, per flussi reagenti, dal fatto che le
equazioni termiche e caloriche di stato (2.6,2.13) devono anch’esse essere mediate e producono
perciò le loro incognite aggiuntive, la densità media ρ in particolare (tratteremo questo problema
nel cap. 4).

Notiamo che è possibile derivare equazioni per gli sforzi ed i flussi di Reynolds [29, 30], ma in esse

compaiono ulteriori termini non chiusi, come ˜u′′ku′′ju′′j , p′ ∂u′i/∂xj, etc., per cui il problema non è
comunque risolto.

Quindi, il sistema delle equazioni di Navier–Stokes mediate (2.75–2.78) non è più chiuso, in quanto
contiene più incognite che equazioni. Questo problema della chiusura delle equazioni mediate è
il problema fondamentale della turbolenza. Esso è comunemente affrontato introducendo adatte
ipotesi di chiusura che mettono in relazione le variabili aggiuntive con le grandezze calcolate. Ciò
dà luogo a modelli, cioè non si considerano più le equazioni che ‘governano’ il flusso, e che quindi
danno presumibilmente la soluzione fisicamente corretta quando adeguatamente risolte, ma solo
una descrizione semplificata del flusso, fondata su certe assunzioni più o meno plausibili. Perciò,

13 Si noti che abbiamo indicato medie di Favre nei termini diffusivi molecolari mediati, p. es. µ ∂ũi/∂xk, mentre
potrebbe a prima vista sembrare più appropriato utilizzare medie convenzionali. Tuttavia, a parte il fatto che µ
potrebbe essere scritto ρ ν facendo in tal modo comparire esplicitamente la densità e giustificando pertanto l’uso
delle medie di Favre, occorre soprattutto considerare che tali termini molecolari sono come detto assolutamente
insignificanti rispetto a quelli di trasporto turbolento, per cui la questione è del tutto inessenziale.

14 Termini come ũ′′
k u′′

i sono chiamati sforzi di Reynolds cinematici.
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anche la più accurata soluzione di tali modelli produce risultati che possono solo essere considerati
un’approssimazione congetturale delle reali condizioni di flusso.

Nella cap. 3 consideriamo i modelli impiegati per esprimere gli sforzi ed i flussi di Reynolds (chiusura
fluidodinamica), e dedichiamo i capitoli seguenti alla chiusura termochimica, cioè all’espressione dei
termini specifici dei flussi reagenti.

2.4 Effetto del trasporto turbolento sul moto globale

Abbiamo osservato che gli sforzi di Reynolds ũ′′i u
′′
k non hanno effetto globale sulla quantità di moto

che fluisce attraverso una sezione normale alla direzione i, per cui rappresentano necessariamente
un effetto di redistribuzione spaziale o, come si usa dire, di trasporto turbolento.

Potrebbe allora sembrare, a prima vista, che la turbolenza non influenzi il moto globale. Se con-
sideriamo per esempio il flusso entro un condotto circolare di raggio R, potremmo pensare che la
velocità di massa del fluido

Ui =
1

ṁ

∫
ũi(r) dṁ (2.79)

non sia influenzata dai moti turbolenti, e cos̀ı pure la caduta di pressione, espressa attraverso il
gradiente di pressione media. In realtà si può vedere facilmente che non è cos̀ı, cioè che c’è un effetto
sul moto globale dovuto però al termine di viscosità molecolare, che è indirettamente alterato dalla
turbolenza.

Abbiamo infatti osservato, vedi per esempio la fig. 2.2, relativa al flusso in un condotto (ancorché
i valori di velocità ivi considerati siano quelli istantanei), che in un flusso turbolento il profilo di
velocità media è alquanto più piatto che in un flusso laminare, almeno nella zona lontana dalle
pareti; ciò è appunto dovuto al forte effetto redistributivo spaziale dello sforzo di Reynolds. Vicino
alle pareti tuttavia il gradiente di velocità risulta necessariamente estremamente più forte nel caso
turbolento che in quello laminare; ci si può convincere di questo osservando che nella fig. 2.2b lo
strato limite risulta talmente sottile da avere spessore minore della linea usata nel disegno per
tracciare le pareti. Ciò significa che lo sforzo molecolare mediato (2.67) alla parete è, in valore
assoluto, molto più grande che in un flusso laminare, e porta quindi a perdite di pressione molto
maggiori (per esempio, due ordini di grandezza più alte).

In altre parole, mentre il termine di trasporto turbolento ha integrale nullo su un volume chiuso,
quello di trasporto molecolare ha integrale non nullo.
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Capitolo 3
Chiusura fluidodinamica

3.1 Ipotesi di trasporto secondo gradiente.

L’operazione di media delle equazioni di Navier–Stokes ha quindi generato termini aggiuntivi, tra
i quali ũ′′k u

′′
i , ũ

′′
k h

′′
0 e ũ′′k Yi. Occorre perciò derivare espressioni per questi termini per chiudere il

sistema di equazioni.

In questa sezione cerchiamo di legare gli sforzi ed i flussi di Reynolds a grandezze calcolate (quest’ul-
time sono ovviamente i valori medi delle tre componenti della velocità media, della pressione,
dell’entalpia e delle frazioni di massa), o meglio ai loro gradienti spaziali. Questo è l’approccio
più semplice per la chiusura fluidodinamica, basato sull’ipotesi di trasporto secondo gradiente. Per
fornire una giustificazione di questo approccio, consideriamo dapprima lo sforzo di Reynolds di
taglio ũ′′ v′′ in un canale in flusso (statisticamente) stazionario, essendo u la velocità assiale e v la
velocità trasversale. Analizziamo dapprima l’effetto delle fluttuazioni di v. Consideriamo per primo
il caso in cui il gradiente trasversale del valore medio di u sia negativo (fig. 3.1a), cioè (∂ũ/∂y) < 0.
Consideriamo una generica ordinata y, alla quale il valor medio di u sia ũ(y). Se una particella
fluida posta in y è spostata verso l’alto per effetto di una fluttuazione turbolenta positiva della
componente di velocità trasversale, v′′ > 0, essa si troverà circondata da particelle fluide aventi,
in media, valori di u minori di ũ(y), per cui essa darà luogo ad una fluttuazione della componente
assiale u′′ > 0; ne consegue un contributo allo sforzo di Reynolds ũ′′ v′′ > 0. Se invece la particella
fluida è spostata verso il basso per effetto di una fluttuazione v′′ < 0, essa sarà circondata da
particelle fluide con u > ũ(y), perciò essa darà luogo ad una fluttuazione u′′ < 0, con il risultato
che ancora ũ′′ v′′ > 0. Consideriamo poi il caso di un gradiente trasversale positivo, (∂ũ/∂y) > 0
(fig. 3.1b). Ragionamenti secondo le stesse linee mostrano che in questo caso si ha invece ũ′′ v′′ < 0,
in entrambe le situazioni v′′ > 0 e v′′ < 0.
Dobbiamo poi considerare l’effetto delle fluttuazioni di u, che in modo del tutto analogo si può
facilmente vedere (fig. 3.2) che producono un contributo ũ′′ v′′ > 0 nel caso di gradiente assiale di
ṽ negativo, (∂ṽ/∂x) < 0; nel caso opposto, (∂ṽ/∂x) > 0, si trova invece ũ′′ v′′ < 0.

Queste osservazioni suggeriscono che lo sforzo di Reynolds di taglio ũ′′ v′′ può essere tentativamente
preso proporzionale alla somma dei gradienti incrociati dei valori medi delle componenti di velocità
(o meglio, al tensore di deformazione) con segno opposto:

ũ′′ v′′ ∝ −
(
∂ũ

∂y
+
∂ṽ

∂x

)
(3.1)

Questa ipotesi è basata sull’assunzione che le particelle fluide si muovano come corpi rigidi (in
quanto si è ipotizzato che la particella conservi la sua componente di velocità ortogonale alla
componente fluttuante che genera lo spostamento), che chiaramente non è verificata in flussi reali.
Perciò l’assunzione di trasporto secondo gradiente può essere considerata solamente come uno
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Figura 3.1: Flusso in un canale: a) gradiente trasversale di ũ negativo, b) gradiente trasversale di
ũ positivo.

strumento per dare un’espressione di tentativo agli sforzi di Reynolds, piuttosto che una relazione
di sicuro affidamento.

Rimane il problema di determinare il coefficiente di proporzionalità, che si può vedere che ha le
dimensioni di una lunghezza per una velocità (incidentalmente, le stesse di una viscosità cinemat-
ica). Possiamo perciò congetturare di definirlo come proporzionale al prodotto di una lunghezza
caratteristica l∗ del problema per una velocità caratteristica u∗. Risulta allora possibile definire
una viscosità turbolenta (cinematica) νt

νt ∝ u∗ l∗ (3.2)

ed una viscosità turbolenta dinamica come

µt = ρ νt (3.3)

Vedremo in seguito i problemi associati all’individuazione delle ‘scale’ della velocità e delle lunghezze
u∗ ed l∗. Con le definizioni appena date, lo sforzo (cinematico) di taglio di Reynolds può essere
scritto

ũ′′ v′′ = − νt

(
∂ũ

∂y
+
∂ṽ

∂x

)
(3.4)

Questa equazione può essere riscritta in forma tensoriale cartesiana:

ũ′′k u
′′
i = − νt

(
∂ũi

∂xk

+
∂ũk

∂xi

)
per i 6= k (3.5)
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Figura 3.2: Flusso in un canale: a) gradiente assiale di ṽ negativo, b) gradiente assiale di ṽ positivo.

Si noti l’analogia con l’espressione degli sforzi molecolari nell’equazione della quantità di moto.
Vediamo ora se l’ipotesi di trasporto secondo gradiente è applicabile anche per esprimere gli sforzi
normali di Reynolds, quelli cioè con k = i. Allo scopo di ricavare p. es. un’espressione per lo sforzo
normale di Reynolds in direzione x, ũ′′2, analizziamo il comportamento nel flusso in un canale,
in presenza di un gradiente assiale della componente assiale di velocità media, come riportato in
fig. 3.3.
Si noti che gli sforzi normali sono intrinsecamente positivi, quindi in questo caso non ha senso cercare
un legame tra il segno di ũ′′2 ed il gradiente di velocità. Possiamo al più cercare di quantificare il
legame tra il valore di ũ′′2 ed il gradiente di velocità. Nel caso di gradiente ∂ũ/∂x negativo, una
fluttuazione u′′ positiva porta la particella fluida a sopravanzare il moto delle particelle circostanti;
essa si troverà pertanto in una zona in cui la velocità media è inferiore a quella corrispondente alla
posizione originaria della particella. Si avrà quindi un ulteriore incremento della fluttuazione, cioè
diciamo un ∆u′′ positivo. Si intuisce poi facilmente che una fluttuazione u′′ negativa porta ad un
∆u′′ negativo. Nel caso in cui invece il gradiente assiale di ũ sia positivo, una fluttuazione u′′ > 0
porta ad un ∆u′′ < 0, mentre u′′ < 0 dà ∆u′′ > 0. Si intuisce quindi che deve esserci un contributo
del gradiente di ũ al valore dello sforzo di Reynolds normale ũ′′2, e potremmo essere tentati di
scrivere, in modo simile alla (3.5) 15:

ũ′′2i = − 2 νt
∂ũi

∂xi

(3.6)

in cui però il segno del secondo membro dipende dal segno del gradiente di velocità media, mentre è
evidente che il primo membro deve essere positivo. Inoltre, la somma dei tre sforzi normali secondo
la (3.6), adottando l’indice di sommatoria k, risulterebbe

ũ′′ku
′′
k = − 2 νt

∂ũk

∂xk
(3.7)

15 La derivata a secondo membro della (3.6) non implica una sommatoria, nonostante gli indici ripetuti, in quanto
a tale fine sono riservati gli indici k ed l.
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Figura 3.3: Flusso in un canale: a) gradiente assiale di ũ negativo, b) gradiente assiale di ũ positivo.

espressione chiaramente erronea, in quanto in flussi a densità costante, per i quali l’equazione di
continuità mediata impone che la divergenza della velocità media sia nulla, essa dà come risultato
zero. Se definiamo un’energia cinetica turbolenta (per ora incognita, ma vedremo come aggirare
questo problema, vedi (3.23,3.24))

k̃ =
ũ′′ku

′′
k

2
(3.8)

la somma degli sforzi normali deve necessariamente essere uguale a

ũ′′ku
′′
k = 2 k̃ (3.9)

Allora, allo scopo di evitare l’eventualità non fisica di uno sforzo normale di Reynolds non positivo,
e di forzare la somma degli sforzi normali ad assumere il valore (3.9), si aggiungono all’eq. (3.6)
due ulteriori termini:

ũ′′2i = − 2 νt
∂ũi

∂xi

+
2

3
νt
∂ũk

∂xk

+
2

3
k̃ (3.10)

In altre parole, si è supposto, in mancanza di migliori indicazioni, che il termine nella divergenza
della velocità media e quello nell’energia cinetica turbolenta che compaiono nelle somme (3.7,3.9) si
equiripartiscano tra i tre sforzi normali di Reynolds. Il risultato può essere generalizzato in forma
tensoriale come

ũ′′k u
′′
i = − νt

(
∂ũi

∂xk

+
∂ũk

∂xi

)
+

2

3

(
νt
∂ũk

∂xk

+ k̃

)
δik (3.11)

che rende questa espressione di applicabilità generale, cioè valida tanto per sforzi tangenziali che
normali. δik denota il delta di Kronecker. Da quanto detto risulta che l’espressione (3.9) costi-
tuisce una ragionevole approssimazione per gli sforzi di taglio di Reynolds, mentre rappresenta
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Figura 3.4: Flussi turbolenti della grandezza scalare φ nel flusso in un canale: a) gradiente
trasversale negativo, b) gradiente trasversale positivo.

un’approssimazione alquanto modesta per quelli normali. Vedremo che questo porta a notevoli
limiti.

Per quanto riguarda il trasporto turbolento delle grandezze scalari, consideriamo il flusso ˜v′′ φ′′ di
una generica grandezza scalare φ in un canale in flusso (statisticamente) stazionario, dove v è la
velocità trasversale (fig. 3.4). Considerazioni del tutto analoghe a quelle viste per gli sforzi di taglio

di Reynolds portano a concludere che per (∂φ̃/∂y) < 0, si ha ˜v′′ φ′′ > 0, in entrambe le situazioni

v′′ > 0 e v′′ < 0. La situazione opposta, ˜v′′ φ′′ < 0, si verifica per gradiente di φ̃ positivo. Queste
osservazioni suggeriscono che ˜u′′k φ′′ può essere tentativamente preso proporzionale al gradiente del
valore medio di φ, con segno opposto:

˜v′′ φ′′ ∝ − ∂φ̃

∂y
(3.12)

Mettendo in relazione la diffusività turbolenta della particolare grandezza scalare considerata con
la viscosità turbolenta (3.2) mediante appropriati numeri di Prandtl/Schmidt turbulenti σφ (per
contemplare la possibilità che i coefficienti di proporzionalità nelle (3.1, 3.12) possano essere diversi,
ancorché interrelati), possiamo finalmente esprimere i flussi di Reynolds come

ρ ˜v′′ φ′′ = − µt

σφ

∂φ̃

∂y
(3.13)

Notare ancora l’analogia formale con i flussi di trasporto molecolare. Questa espressione può essere
specializzata ai flussi turbolenti di entalpia (statica) e delle specie come

ρ ũ′′k h
′′ = − µt

σ0

∂h̃

∂xk
(3.14)
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ρ ˜u′′k Y ′′
i = − µt

σi

∂Ỹi

∂xk
(3.15)

Per quanto riguarda l’equazione dell’energia, per semplicità limitiamo da qui in poi la nostra atten-
zione a flussi a bassa velocità (diciamo a numero di Mach non superiore a circa 0.3), per i quali il
contributo dell’enegia cinetica turbolenta può essere trascurato in modo che h̃0

∼= h̃ (vedremo poi
che questa assunzione è comunque richiesta dai modelli di combustione turbolenta). Questa ipotesi
comporta che anche il termine di dissipazione viscosa (2.19) risulta trascurabile; il suo ordine di
grandezza può infatti essere valutato approssimativamente come

Φ = O
(
µ
ũ2

D2

)
(3.16)

mentre quello del termine diffusivo mediato della (2.77) è (il numero di Prandtl σ assume valori
dell’ordine dell’unità per gas)

∂

∂xk

[
µ

σ

∂h̃

∂xk

]
= O

(
µ cp T̃

D2

)
= O

[
µγ R T̃

(γ − 1)D2

]
= O

[
µa2

(γ − 1)D2

]
(3.17)

essendo γ il rapporto dei calori specifici della miscela gassosa reagente ed a la velocità del suono
valutata alla temperatura T̃ . Il rapporto tra l’ordine di grandezza di Φ e del termine diffusivo
risulta perciò

Φ

∂

∂xk

[
µ

σ

∂h̃

∂xk

] = O
[
(γ − 1)M2

]
(3.18)

per cui Φ può essere senz’altro trascurato in flussi a bassa velocità.

Allora, con la chiusura al primo ordine le equazioni mediate di Navier–Stokes per flussi a bassa
velocità possono essere riscritte come

∂

∂xk

(ρ ũk) = 0 (3.19)

∂

∂xk
(ρ ũk ũi) = − ∂p

∂xi
+

+
∂

∂xk

[
(µ + µt)

(
∂ũi

∂xk
+
∂ũk

∂xi

)
− 2

3
δik (µ + µt)

∂ũl

∂xl
− 2

3
δik ρ k̃

]
+ ρ gi i = 1, 2, 3 (3.20)

∂

∂xk

(ρ ũk h̃) =
∂

∂xk

[(
µ

σ
+

µt

σ0

)
∂h̃

∂xk

]
(3.21)

∂

∂xk
(ρ ũk Ỹi) =

∂

∂xk

[(
µ

σ
+
µt

σi

)
∂Ỹi

∂xk

]
+ wi i = 1, 2, ..., N (3.22)

L’equazione della quantità di moto è spesso scritta in una forma un poco più semplice, definendo
la grandezza

p∗ = p +
2

3

[
(µ + µt)

∂ũl

∂xl

+ ρ k̃

]
(3.23)
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Questa strada è praticabile perché (almeno in flussi a bassa velocità, in cui effetti di compressibilità
sono esclusi) la natura della pressione nelle equazioni di conservazione è tale per cui essa non
richiede la specificazione di condizioni al contorno, e lo stesso vale per p∗. Possiamo perciò scrivere

∂

∂xk
(ρ ũk ũi) = − ∂p∗

∂xi
+

+
∂

∂xk

[
(µ + µt)

(
∂ũi

∂xk
+
∂ũk

∂xi

)]
+ ρ gi i = 1, 2, 3 (3.24)

In questo modo tra l’altro si evita di far comparire esplicitamente nelle equazioni del moto l’energia
cinetica turbolenta k̃.

Resta il problema di identificare la velocità e la lunghezza caratteristiche da inserire nell’espres-
sione della viscosità turbolenta. A questo scopo è necessario approfondire l’analogia tra diffusione
molecolare e diffusione turbolenta che deriva dall’ipotesi di trasporto secondo gradiente. La dif-
fusione molecolare è dovuta al moto di agitazione termica delle molecole, e la relativa viscosità
molecolare risulta proporzionale al prodotto della velocità media delle molecole per il loro cammino
libero medio. Nella turbolenza, possiamo pensare che il trasporto di quantità di moto, energia,
concentrazione, sia dovuto all’effetto delle fluttuazioni. In questa visione, le molecole sono sostitu-
ite da particelle fluide che collidono e quindi scambiano le loro proprietà. Questa analogia mette
anche in luce i limiti di questa modellizzazione: chiaramente le particelle fluide non sono corpi rigidi
che conservano la loro identità, ed inoltre la distanza percorsa nelle fluttuazioni non è trascurabile
rispetto alle dimensioni del campo di flusso. Tuttavia essa funziona bene in molti casi pratici,
perché la viscosità turbolenta può essere identificata con buona approssimazione.

Il ruolo dei modelli di turbolenza del primo ordine si riduce quindi all’identificazione di una scala
delle velocità, che può essere intesa come uno scarto quadratico medio delle fluttuazioni di velocità,
ed una scala delle lunghezze, che rappresenti una sorta di ‘libero cammino medio’ percorso da una
particella fluida per effetto delle fluttuazioni.

3.2 Modelli a zero equazioni.

Nei modelli di turbolenza più semplici le scale della velocità e della lunghezza sono determinate senza
introdurre equazioni di conservazione aggiuntive; per questo essi sono classificati come ‘modelli a
zero equazioni’. Per identificare le scale della velocità e delle lunghezze in questi semplici modelli
facciamo riferimento ad un flusso in un canale, senza ricircolazione (vedi p. es. la fig. 3.1); sia y la

coordinata trasversale. Se indichiamo con
√
ũ′′2 lo scarto quadratico medio della velocità, possiamo

definire una ‘lunghezza di mescolamento’ lm come la distanza che bisogna coprire, muovendosi in

senso trasversale, perché la corrispondente variazione di ũ (in modulo) sia proprio pari a
√
ũ′′2. La

velocità caratteristica può allora essere riscritta come (ammesso che il profilo di velocità nell’intorno
del punto considerato possa in prima approssimazione essere considerato lineare per cui ∆ũ =
∆y · ∂ũ/∂y)

u∗ =

√
ũ′′2 = lm | ∂ũ

∂y
| (3.25)

Prendendo lm come lunghezza caratteristica l∗ nella (3.2), la viscosità cinematica turbolenta può
essere definita come

νt = l2m | ∂ũ
∂y

| (3.26)
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e quella dinamica come

µt = ρ l2m | ∂ũ
∂y

| (3.27)

Si noti quindi che il coefficiente di proporzionalità previsto dalla (3.2) è qui preso pari all’unità.
In flussi semplici, lm può essere presa come una frazione dell’altezza del canale o del diametro del
condotto; essa dipende anche dalla particolare configurazione del flusso (getto, scia, flusso piano,
assialsimmetrico, etc.), vedi p. es. [31].

In flussi complessi, specie in presenza di ricircolazione, diventa molto difficile assegnare una lunghez-
za di mescolamento. L’applicabilità del modello è quindi ristretta ai flussi particolarmente semplici
sopra citati, per i quali è possibile identificare un valore di lm in base all’esperienza. Quando invece,
come accade nella maggior parte delle applicazioni di interesse, occorre prevedere il campo di flusso
in una configurazione complessa, il metodo risulta praticamente inapplicabile.

Un miglioramento nella modellizzazione della turbolenza può essere ottenuto introducendo equazioni
di conservazione per le grandezze che descrivono la turbolenza (per esempio u∗ e l∗, o grandezze ad
esse collegate), che quindi permettano di specificare queste due grandezze, e definire una viscosità
turbolenta, anche in flussi complessi, per i quali non si hanno indicazioni a priori. Possiamo anzi
dire che i modelli ‘a due equazioni’ costituiscono il livello minimo per un modello di turbolenza di
applicabilità generale (anche se pur sempre con notevoli limiti, come vedremo).

3.3 Modelli a due equazioni.

Nei modelli a due equazioni, la scala delle velocità è determinata attraverso un’equazione (an-
ch’essa opportunamente modellata) per l’energia cinetica turbolenta k̃, e la scala delle lunghezze
è determinata risolvendo un’ulteriore equazione, per l∗ o per una grandezza ad essa collegata, per
esempio il tasso di dissipazione viscosa dell’energia cinetica turbolenta ε̃, che ha il significato di
un tasso di trasformazione di k̃ in calore per effetto della viscosità. Nel modello di turbolenza k–ε
(lineare), espresso in forma iniziale in [32] ed in forma consolidata in [33], si adottano appunto
queste grandezze per ottenere informazioni sulle scale da utilizzare nella definizione (3.2) di vis-
cosità turbolenta. Poiché ε̃ ha le dimensioni di un’energia cinetica diviso un tempo, le scale cercate
possono essere ricavate, sulla base di considerazioni di ordine dimensionale, come

u∗ =

√
k̃ (3.28)

l∗ =
k̃3/2

ε̃
(3.29)

Sostituendo queste espressioni, ed introducendo un’opportuna costante di proporzionalità (deter-
minata sperimentalmente) nella (3.2), si giunge all’espressione della viscosità turbolenta (nella
versione del modello k–ε per flussi a densità variabile), come

µt = Cµ ρ
k̃2

ε̃
(3.30)

dove a Cµ viene usualmente assegnato il valore 0.09. L’energia cinetica turbolenta k̃ ed il suo
tasso di dissipazione viscosa ε̃ sono determinati risolvendo le rispettive equazioni di conservazione
(delle quali la prima può essere facilmente ricavata utilizzando semplicemente l’ipotesi di trasporto
secondo gradiente, mentre la seconda è assai più fortemente modellata):
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∂

∂xk
(ρ ũk k̃) =

∂

∂xk

[(
µ

σ
+

µt

σk

)
∂k̃

∂xk

]
+ ρ P − ρ ε̃ (3.31)

∂

∂xk

(ρ ũk ε̃) =
∂

∂xk

[(
µ

σ
+
µt

σε

)
∂ε̃

∂xk

]
+ Cε1 ρ

ε̃

k̃
P − Cε2 ρ

ε̃2

k̃
(3.32)

In queste equazioni σk e σε rappresentano 16 numeri di Prandtl turbolenti (ai quali sono usualmente
assegnati i valori rispettivamente di 1.0 e 1.3), Cε1 e Cε2 sono costanti (normalmente prese come 1.44
e 1.92, rispettivamente). Non entriamo nei dettagli della derivazione di queste equazioni, limitan-
doci ad osservare che in esse figurano un termine convettivo (a primo membro), un termine diffusivo
(molecolare e turbolento, primo termine a secondo membro), indi un termine di produzione (cos̀ı
chiamato perché risulta quasi sempre positivo) ed uno di dissipazione (essendo ε̃, come k̃, positiva
per definizione, per cui il termine preceduto dal segno meno implica un contributo negativo). In
particolare, il termine di produzione risulta esprimibile come

ρ P = µt

(
∂ũk

∂xl
+

∂ũl

∂xk

)
∂ũk

∂xl
− 2

3

(
µt
∂ũk

∂xk
+ ρ k̃

)
∂ũl

∂xl
(3.33)

Con questo modello quindi il numero di equazioni di conservazione da risolvere è incrementato di
due. Il modello k– ε, sebbene non esente da inconvenienti, attualmente è di gran lunga il modello
di turbolenza più utilizzato, per la sua relativa completezza e semplicità.

Incidentalmente, l’adozione di modelli di turbolenza nei codici di calcolo fluidodinamici richiede
generalmente uno speciale trattamento dello strato limite [31], per evitare di concentrare una grande
parte dei nodi di calcolo in questa sottile regione ove si verificano gradienti molto elevati. Si ricordi
a questo proposito che la fig. 2.2b, relativa a flusso turbolento, mostra in prossimità delle pareti un
gradiente di velocità estremamente più alto che non la fig. 2.2a, relativa a flusso laminare.

16 Si osservi che l’indice k di σk in questo caso non indica sommatoria, ma fa semplicemente riferimento all’energia
cinetica turbolenta k̃.
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Capitolo 4
Chiusura termochimica

4.1 Problemi connessi alla chiusura termochimica.

Una volta effettuata la chiusura fluidodinamica, sono ancora necessarie espressioni per la densità
media ρ e per il tasso medio di produzione delle specie wi per chiudere il sistema delle equazioni di
conservazione mediate.

Osserviamo che la densità istantanea è data dall’equazione termica di stato (2.6) che ha la forma
funzionale

ρ = ρ(p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N) (4.1)

Questa è una relazione nonlineare, il che ha l’importante conseguenza che 17

ρ 6= ρ(p, T , Ỹi, i = 1, 2, ..., N) (4.2)

come può essere verificato direttamente applicando l’usuale tecnica di decomposizione alla (2.6) e
poi mediando. Per quanto riguarda il termine di produzione delle specie, esso è dato dalle (2.20,2.24,2.26)
che risultano nella dipendenza funzionale

wi = wi(ρ, T, Yj, j = 1, 2, ..., N) (4.3)

e questa è una relazione estremamente nonlineare, per l’effetto sia dell’esponenziale nella temper-
atura che della produttoria nelle potenze delle frazioni di massa delle specie; anche la dipendenza
dalla densità può essere nonlineare. Ciò porta al fatto che

wi 6= wi(ρ, T , Ỹj, j = 1, 2, ..., N) (4.4)

Usare il segno di uguaglianza in questa espressione può portare ad errori fino a tre ordini di gran-
dezza [14], ed a risultati completamente privi di significato (p. es., anche con segno erroneo).
Consideriamo per esempio l’effetto di fluttuazioni di temperatura, mantenendo costanti tutte le
altre grandezze. Una fluttuazione positiva di temperatura causa un forte incremento del tasso di
produzione rispetto al valore wi(T ) corrispondente alla temperatura media, a causa della dipendenza
esponenziale del tasso di Arrhenius dalla temperatura. Al contrario, una fluttuazione negativa di
temperatura produce una riduzione molto più piccola del tasso di produzione, per lo stesso motivo.
Ne segue che bisogna attendersi che wi sia sensibilmente più grande del valore wi(T ). Invece,

17 Notare che abbiamo indicato medie convenzionali (cioè di Reynolds) per la temperatura, e medie di Favre
per le frazioni di massa delle specie. Per quanto la distinzione sia irrilevante nel presente contesto, abbiamo usato
tale convenzione in vista del fatto che misure tramite termocoppie danno dati di temperatura mediati in maniera
convenzionale, mentre l’analisi della miscela mediante campionamento con sonde dà composizioni vicine ad una
media di Favre.
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l’effetto di fluttuazioni di concentrazione (tenendo invariate tutte le altre grandezze) è di ridurre
wi rispetto al valore wi(Ỹi, i = 1, 2, ..., N). Libby e Williams [12] quantificano questo effetto (per
fiamme premiscelate, vedi oltre), nel senso che esso porta il tasso medio di produzione ad essere
solo tra il 5 ed il 10% del valore ottenuto trascurando l’effetto delle fluttuazioni.

Al fine di ricavare il valore medio wi del termine sorgente delle specie (obiettivo, insieme alla
densità media ρ, della chiusura termochimica), un approccio parallelo a quello seguito nella sez. 2.3
porterebbe a decomporre ogni grandezza che compare nell’espressione del tasso di reazione secondo
l’eq. di Arrhenius (2.24), oppure (2.26), in un valore medio ed uno fluttuante, per esempio (facendo
riferimento alla prima forma, ed adottando medie convenzionali per comodità di esposizione)

ωj = Bj (T + T ′)αj exp

[
− Ej

R0 (T + T ′)

]
(ρ + ρ′)mj ·

N∏

i=1

(
Y i + Y ′

i

Mi

)ν′
i,j

j = 1, 2, ..., M

(4.5)
e successivamente mediare. Questa espressione non risulterebbe tuttavia di grande utilità, in parti-
colare a causa della presenza dell’esponenziale nella temperatura; si può allora pensare di effettuare
un’espansione in serie di Taylor della (2.24), intesa come funzione di 2 + N variabili, nell’intorno
delle condizioni (che indichiamo simbolicamente con l’indice 0 per concisione) ρ, T , Y i (i = 1, 2,
..., N), con incrementi quindi ρ′, T ′, Y ′

i (i = 1, 2, ..., N), e successivamente mediare. Definiamo
quindi il valore del tasso di reazione nelle condizioni ‘0’ come

ωj,0 = ωj(ρ, T , Y i, i = 1, 2, ..., N) (4.6)

poi i valori delle derivate prime in tali condizioni come

(
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0
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(4.7)
ed in maniera analoga i valori di tutte le derivate successive nelle condizioni citate. L’espansione
in serie di Taylor nell’intorno dei valori ρ, T , Y i (i = 1, 2, ..., N) si scrive perciò
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(4.8)
Come si vede, nell’espansione in serie di Taylor, oltre al termine di ordine zero, nascono 2 + N
termini del prim’ordine, poi (2 + N) (1 + N) / 2 termini del second’ordine, etc.. Tale espansione
deve poi essere mediata per ottenere il valore medio del tasso di reazione; ciò fa automaticamente
decadere tutti i termini del prim’ordine (essendo nulla la media della fluttuazione), restano però
tutti i termini di ordine superiore:
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(4.9)
La valutazione di ωj richiederebbe quindi la determinazione, oltre che di ρ, T e Y i (i = 1, 2, ..., N),

di tutte le varianze ρ′2, T ′2 e Y ′2
i (i = 1, 2, ..., N), di tutte le covarianze ρ′ T ′, ρ′ Y ′

i , T
′ Y ′

i e Y ′
i Y

′
m

(i,m = 1, 2, ..., N), nonché dei numerosissimi termini di ordine superiore. La situazione è in parti-
colare aggravata dal fatto che la serie converge molto lentamente rispetto all’ordine dell’espansione
(a causa, in particolare, della fortissima nonlinearità introdotta dall’esponenziale), per cui non è
possibile limitarsi a considerare solo i primi termini della serie (trascurando i rimanenti), ma oc-
corre invece spingersi fino a termini di ordine elevato. Tale approccio non è perciò assolutamente
praticabile, ed occorre cercare una strada alternativa.

Simili osservazioni si applicano all’equazione calorica di stato (2.13,2.14) che non consente di ot-
tenere la temperatura media, una volta noti i valori medi di entalpia e composizione, a causa della
sua nonlinearità.

Risulta perciò evidente che i flussi turbolenti reagenti implicano difficoltà sostanzialmente maggiori
che non i corrispondenti flussi inerti.

Un approccio ingegneristico per superare queste difficoltà è quello di introdurre modelli di com-
bustione turbulenta, che riducono il fenomeno ad una forma trattabile per via computazionale per
mezzo di assunzioni, necessariamente piuttosto rozze, e permettono perciò di effettuare la chiusura
termochimica. Come ci si può aspettare, tali modelli avranno un campo di applicazione limitato,
per cui saranno necessari differenti modelli per adattarsi a differenti situazioni. A questo punto,
operiamo una importante distinzione tra combustione turbolenta nonpremiscelata e combustione
turbolenta premiscelata. Nel regime nonpremiscelato combustibile ed ossidante entrano in camera
di combustione in due flussi separati (fig. 4.1a), mentre nel regime premiscelato essi entrano in uno
stato già completamente miscelato (fig. 4.1b). Esiste naturalmente un altro caso, che può essere
chiamato parzialmente premiscelato (oppure ‘generale’), quello di reagenti che arrivano in camera
di combustione in parte premiscelati e parte in flussi separati. La fig. 4.1c riporta ad esempio, a sin-
istra, una schematizzazione delle condizioni che possono verificarsi in un motore diesel al momento
dell’ignizione (anche se in questi motori il combustibile viene iniettato nel cilindro separatamente
dall’aria, in realtà al momento dell’ignizione il combustibile si è già in qualche misura mescolato
con questa); a destra invece una schematizzazione di una turbina a gas, in cui la fiamma generata
da reagenti premiscelati è stabilizzata mediante una fiamma nonpremiscelata. Nella sez. 5.1 intro-
duciamo gli strumenti modellistici di base per la combustione turbolenta nonpremiscelata, mentre
la sez. 5.2 è devoluta ai modelli per combustione turbolenta premiscelata. Non tratteremo invece
la combustione parzialmente premiscelata, alquanto più complessa da descrivere.



44 D. Lentini, Modellistica dei Combustori 2005/06, Univ. di Roma “La Sapienza”

Figura 4.1: Schematizzazione di combustione con reagenti nonpremiscelati, premiscelati,
parzialmente premiscelati.



Capitolo 5
Modelli di base per la chiusura
termochimica

In questo capitolo sono presentati i modelli basilari per la descrizione della combustione turbolenta
in regime nonpremiscelato e premiscelato. Essi non tengono conto della chimica a velocità finita,
e pertanto risultano di per sé inadeguati per gli obiettivi delineati nel cap. 1, tuttavia risultano
utili dal punto di vista espositivo in quanto i modelli più potenti, che saranno successivamente
introdotti, sono estensioni di questi modelli basilari.

5.1 Modello per combustione turbolenta nonpremiscelata

– l’approccio dello scalare conservato.

Presentiamo qui le linee generali della modellizzazione della combustione turbolenta nonpremis-
celata, le cui origini risalgono ai lavori di Hawthorne et al. [34], Rhodes et al. [35], Lockwood e
Naguib [36]; recensioni sono proposte nei riferimenti [37, 38, 39].

L’approccio che seguiremo, per reagenti nonpremiscelati, è quello di introdurre opportune ipotesi
per ridurre la densità istantanea (2.6), che come abbiamo detto nella sez. 2.2, è in generale una
funzione di 2 + N variabili, ad una funzione di una sola variabile, ed introdurre successivamente
opportune ipotesi sulla statistica di tale unica variabile, che ci consentiranno di ricavare i valori
medi (ma anche le varianze, etc.) delle grandezze di stato, la densità in particolare.

A tal fine, si introducono le seguenti assunzioni semplificative:

1. Il flusso è a bassa velocità. Questo ha tre implicazioni. In primo luogo, l’ipotesi sotto esame
consente di trascurare nell’equazione dell’energia, come già osservato a proposito della (3.18),
il termine di dissipazione Φ. In secondo luogo, nell’equazione dell’energia il contributo dell’en-
ergia cinetica del flusso può essere trascurato, permettendo in tal modo di sostituire l’entalpia
di ristagno h0 con la sua controparte statica h. In terzo luogo infine, la pressione può essere
assunta termochimicamente costante. Questo significa che, mentre il termine di gradiente di
pressione nell’equazione della quantità di moto viene conservato, nelle relazioni di stato come
l’equazione termica di stato (2.1) – dove la pressione appare in forma non differenziata – essa
può essere approssimata con un valore costante, cioè le sue variazioni spaziali e temporali (sia
in valor medio che fluttuazioni) sono considerate irrilevanti ai fini della determinazione della
densità. Questa ipotesi è giustificata perché in flussi reagenti gli effetti causati da variazioni
della temperatura e della massa molare della miscela sopravanzano largamente nella (2.1)
quelli causati da variazioni di pressione, a patto che il flusso sia appunto a bassa velocità.
Infatti, dalla (2.1) osserviamo che, mentre la temperatura può variare tipicamente di circa
un ordine di grandezza (p. es. dai circa 300 K corrispondenti alla temperatura ambiente, ai
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circa 2400 K della combustione adiabatica di idrogeno e aria in proporzione stechiometrica,
oppure circa 2200 K per metano ed aria), e la massa molare mediato può al più variare entro
circa un ordine di grandezza (nella combustione di idrogeno ed aria, esso può spaziare da
M ' 2 corrispondente al combustibile, a M ' 29 corrispondente all’aria), la pressione sotto
la presente ipotesi può invece variare in un campo molto ristretto. Supponendo in prima
approssimazione che il flusso possa essere considerato isentropico, ed assumendo per esempio
M ' 0.2 e γ = 1.2, la pressione potrà variare tra il valore di ristagno p0 (nel caso estremo in
cui, per effetto di una fluttuazione, la velocità si riduce a zero) ed il valore

p0
(
1 +

γ − 1

2
M2

)γ/(γ−1)
=

p0

1.0865
(5.1)

cioè meno del 9%. Le escursioni di pressione hanno quindi un peso trascurabile nella (2.1)
rispetto a quelle di T e M. Si può essere certi che questa assunzione introduce un errore
trascurabile fino ad un numero di Mach di 0.3 (che comprende tutte le caldaie ed i combustori
di turbine a gas per i quali è sempre M < 0.2); ad ogni modo, se si pone pensiero al peso di
tutte le altre approssimazioni introdotte fin qui, e di quelle che saranno introdotte fra poco,
si può considerare che il relativo errore sia ancora accettabile fino a circa M = 0.6. Riba-
diamo esplicitamente che la pressione è assunta costante solo nell’equazione di stato; nelle
equazioni del moto invece, le variazioni di pressione, per quanto piccole, hanno un effetto
determinante. Se per assurdo assumessimo la pressione media uniforme (quindi, gradienti
di pressione media nulli) anche nelle equazioni della quantità di moto, si vede immediata-
mente che queste (trascurando il termine gravitazionale), insieme all’equazione di continuità
mediata, ammetterebbero allora la soluzione banale ũ1 = ũ2 = ũ3 ≡ 0.

2. Come è stato già accettato, la diffusione molecolare delle specie è descritta in termini di
un singolo coefficiente D, ed il numero di Lewis è assunto unitario. Assumiamo poi che
tutti i numeri di Prandtl/Schmidt turbolenti (σ0, σi, i = 1, 2, ..., N), possano essere assunti
uguali fra loro. Tale valore comune, indicato di seguito come σZ, è normalmente preso pari
a 0.7, sebbene in realtà esso possa anche dipendere in qualche misura dal particolare flusso
considerato [31].

3. Il flusso è adiabatico, nel senso che non c’è scambio termico né per radiazione (ipotesi anche
questa già accettata), né per convezione con pareti solide.

4. Le reazioni chimiche sono in equilibrio. Questa ipotesi è giustificata quando i tempi tipici
del flusso tf (per esempio il tempo di transito di una particella fluida nel combustore) sono
lunghi rispetto ai tempi caratteristici delle reazioni chimiche tc, quando cioè il numero di
Damköhler Da = tf/tc è molto più grande dell’unità. Questa assunzione è verosimilmente
più valida per flussi a bassa velocità (coerentemente con la prima ipotesi) e per camere di
combustione grandi (entrambi gli effetti portano ad un tf alto); inoltre, condizioni di alta
temperatura e pressione favoriscono un tc piccolo, come può essere dedotto dall’espressione
di Arrhenius (2.24) (il tasso di reazione aumenta esponenzialmente con T , ed aumenta anche
con ρ ∝ p).

Abbiamo già visto nella sez. 2.2 che sotto l’ipotesi di equilibrio chimico ogni grandezza di stato
può essere espressa in funzione di due altre grandezze di stato, più il rapporto di equivalenza, od
una grandezza di analogo significato. Poiché abbiamo visto che per l’ipotesi 1) la pressione può
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essere assunta costante nell’equazione termica di stato, possiamo scegliere quale coppia di variabili
di stato pressione ed entalpia, ed essendo la prima termochimicamente costante si può scrivere

ρ = ρ(h;ϕ) (5.2)

Al posto del rapporto di equivalenza ϕ possiamo adottare lo scalare conservato (detto anche frazione
di miscela), indicato come Z, con il significato di frazione di massa del combustibile, sia in forma
incombusta che parzialmente o totalmente bruciato (esso può quindi spaziare nel campo compreso
tra zero ed uno). In altre parole, Z ha il significato di frazione di massa di fluido costituito da atomi
che originano dal flusso di combustibile iniettato in camera, indipendemente da come questi atomi
si siano poi legati a costituire altre specie chimiche, per effetto delle reazioni. Questa definizione
permette di esprimere facilmente il rapporto di equivalenza locale (2.50) in funzione di Z. Infatti,
il valore di Z in un dato punto rappresenta la frazione in massa di fluido che origina dal flusso di
combustibile, e quindi 1 − Z la frazione in massa del fluido che origina dal flusso di ossidante, per
cui

ϕ =
(F/O)

(F/O)st

=

Z

1 − Z(
Z

1 − Z

)

st

(5.3)

Lo scalare conservato può essere pensato come frazione di massa di un’ipotetica specie chimica
non reagente (poiché consideriamo in esso il combustibile, indipendentemente dal fatto che sia
incombusto oppure bruciato), la cui evoluzione è pertanto descritta da un’equazione del tipo (2.31),
ma con termine sorgente nullo (perché, sottolineamo ulteriormente, non ci interessa in questo
contesto il modo in cui il fluido che origina dal combustibile reagisce per dar luogo a prodotti). Si
ha quindi un’equazione puramente convettiva–diffusiva (da cui il nome scalare conservato); per i
valori istantanei si ha

∂
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(ρZ) +

∂

∂xk
(ρ uk Z) =

∂

∂xk

[
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σ

∂Z

∂xk

]
(5.4)

Notiamo che sotto le ipotesi citate l’eq. dell’energia (2.30) si scrive
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σ
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]
(5.5)

ed ha quindi una forma molto simile alla (5.4); se poi consideriamo la forma stazionaria delle (5.4,
5.5), possiamo osservare come esse abbiamo esattamente la stessa forma e gli stessi coefficienti.
Analizziamo però le condizioni ai differenti contorni. Le condizioni al contorno di ingresso sono
differenti per Z e per h; infatti la prima grandezza vale uno nel flusso di combustibile in ingresso, e
zero nel flusso di ossidante, mentre l’entalpia assume rispettivamente i valori che designamo come
hf , entalpia del combustile, ed ho, entalpia dell’ossidante. Possiamo però riportare le condizioni
d’ingresso per l’entalpia nella stessa forma di quelle di Z, risolvendo un’equazione per un’entalpia
opportunamente scalata:

h − ho

hf − ho
(5.6)

che porta i valori all’ingresso ad essere uguali ad uno nel flusso di combustibile ed uguali a zero
nel flusso di ossidante. Un’equazione di conservazione per la grandezza definita dalla (5.6) si ricava
immediatamente dalla (5.5) dividendola per hf − ho. Per quanto riguarda le condizioni di contorno
alla parete, anch’esse risultano essere dello stesso tipo, in quanto per Z non c’è ovviamente flusso
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attraverso la parete, come pure per l’entalpia, e quindi anche il suo corrispondente scalato (5.6),
avendo supposto che la parete sia adiabatica, per cui non c’è flusso di calore attraverso di essa.
Per quanto riguarda le condizioni al contorno di uscita dalla camera, possiamo ragionevolmente
assumere sia per Z che per l’entalpia, e quindi per la grandezza (5.6), che i gradienti in direzione
normale alla superficie della sezione d’uscita siano nulli (flusso completamente sviluppato). Allora,
poiché le equazioni per Z e per l’entalpia scalata (5.6) hanno la stessa forma, gli stessi coefficienti e le
stesse condizioni al contorno, è immediato rendersi conto che lo scalare conservato rappresenta tanto
la frazione di massa del combustibile, sia bruciato che non, quanto la grandezza (5.6). L’entalpia
statica può quindi essere espressa come

h = ho + Z (hf − ho) (5.7)

Quindi, sotto le ipotesi correnti tanto l’entalpia che il rapporto di equivalenza possono essere espressi
in funzione di Z, per cui la densità per la (5.2) risulta anche’essa una funzione della sola Z:

ρ = ρ[h(Z);ϕ(Z)] = ρ(Z) (5.8)

La funzione di Z definita dalla (5.8) può essere calcolata mediante appositi codici di calcolo per
chimica in equilibrio [3, 4], i quali forniscono anche i valori di tutte le altre grandezze di stato come
temperatura, concentrazioni, entropia, etc.

Siamo ora in condizione di affrontare il problema della chiusura per la densità media in flussi tur-
bolenti. Possiamo tentativamente introdurre una funzione densità di probabilità (pdf – probability
density function) dello scalare conservato, indicata come P (Z) (la dipendenza dalle coordinate
spaziali è omessa per concisione), e definita in modo tale che

P (Z) dZ (5.9)

dia la probabilità che lo scalare conservato sia compreso tra i valori Z e Z+dZ. Se questa pdf fosse
nota, allora la densità media potrebbe essere ottenuta pesando ρ(Z) con la sua probabilità P (Z):

ρ =
∫ 1

0
ρ(Z)P (Z) dZ (5.10)

Questa espressione sembrerebbe di non grande aiuto, in quanto il problema della determinazione di
ρ è stato scambiato con quello di determinare la forma della pdf. Tuttavia, può essere mostrato [37]
che l’integrale (5.10) è relativamente insensibile a questa forma, purché essa sia scelta oculatamente.
Possiamo perciò adottare una forma della pdf presunta, con una ragionevole aspettativa di intro-
durre solo un limitato errore nel calcolo di ρ. Si noti che questa insensitività è parzialmente dovuta
al fatto che l’andamento di ρ in funzione di Z è relativamente dolce, come viene mostrato in fig. 5.1
per differenti combinazioni combustibile/aria. Sebbene tali curve mostrino ginocchi relativamente
marcati vicino al valore stechiometrico di Z (Zst = 0.028 per il sistema idrogeno–aria, Zst = 0.055
per quello metano–aria), esse possono ancora essere considerate relativamente dolci (vedremo fra
breve come invece questa condizione non è verificata per il tasso di produzione delle specie, vedi
fig. 5.4).
Possiamo pensare di assegnare una forma di tentativo della pdf sulla base dei valori calcolati (nel

punto considerato) dei successivi momenti dello scalare conservato, cioè Z̃, Z̃ ′′2, Z̃ ′′3,..., per i quali
perciò devono essere derivate equazioni di conservazione appropriatamente modellate. Un’equazione
per Z̃ può essere immediatamente ricavata mediando la (5.4) ed introducendo l’ipotesi di trasporto
secondo gradiente (3.15), od ancora più direttamente, considerando che Z rappresenta una frazione
di massa di una quantità con termine sorgente nullo, dalla (3.22):
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Figura 5.1: Densità in funzione dello scalare conservato: linea continua, fiamma idrogeno/aria;
linea tratteggiata, fiamma metano/aria. Temperatura dei reagenti uguale a 300 K e pressione
atmosferica in entrambi i casi.
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Un’equazione per la varianza Z̃ ′′2 dello scalare conservato può essere ricavata (tralasciamo i relativi
sviluppi) e, modellandone il termine di trasporto turbolento secondo l’ipotesi di trasporto secondo
gradiente, assume la forma
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∂xk

∂Z̃

∂xk
− ρ χ̃ (5.12)

dove, incidentalmente, è possibile riconoscere a secondo membro una struttura simile a quella delle
equazioni dell’energia cinetica turbolenta e della sua dissipazione viscosa, alle quali si è fatto cenno
nella sezione 3.3, vedi eq. (3.31,3.32), e cioè un termine di diffusione (molecolare e turbolenta), un
termine di produzione ed un termine di dissipazione (detta dissipazione scalare, per distinguerla
da ε̃, quest’ultima detta anche dissipazione meccanica). La dissipazione scalare ha il significato
di tasso di decadimento nel tempo della varianza delle fluttuazioni dello scalare conservato; essa
può essere modellata secondo Kolmogorov, assumendo che sia tanto più intensa quanto maggiore è
l’intensità delle fluttuazioni (cioè la varianza), e dividendo per una scala dei tempi (che nel modello
k–ε è proporzionale a k̃/ε̃) per cui

χ̃ = Cχ
ε̃ Z̃ ′′2

k̃
(5.13)

dove alla costante di modellizzazioneCχ si assegna il valore 2.0. Tuttavia, la derivazione di equazioni

modellate per i momenti di ordine superiore (ossia Z̃ ′′3, etc.) pone tremende difficoltà, e ci si può
anche domandare se esse possano effettivamente portare ad un miglioramento sostanziale delle
previsioni, data la rozzezza delle assunzioni introdotte a vari stadi. Perciò, i modelli di uso corrente
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impiegano solo le equazioni per i primi due momenti dello scalare conservato (5.11,5.12), cioè
la media e la varianza, e la forma della pdf è assegnata su tali basi. Possiamo perciò indicare
esplicitamente la pdf come

P (Z; Z̃, Z̃ ′′2) (5.14)

per sottilineare che essa è una funzione di Z, con i valori locali di Z̃ e Z̃ ′′2 come parametri, od
ancor meglio come

P [Z; Z̃(x), Z̃ ′′2(x)] (5.15)

per rimarcare la dipendenza spaziale di questi due parametri. Nel seguito tuttavia adotteremo per
concisione la notazione P (Z), con l’intesa che essa abbia il significato espresso dalla (5.15).

Potremmo allora p. es. pensare di assegnare la pdf come una gaussiana; tuttavia, questa è una
distribuzione applicabile a quantità non limitate (cioè che variano da −∞ a +∞), mentre lo scalare
conservato è limitato tra zero ed uno. Occorre quindi che la forma della pdf includa anche i
casi estremi di ossidante puro (quindi Z identicamente uguale a zero) e combustibile puro (Z
identicamente uguale ad uno), come si verifica sicuramente all’ingresso dei reagenti in camera; con
la definizione data sopra della pdf (5.9), questo corrisponde al fatto che P (0) o P (1) si avvicinano
ad un delta di Dirac. Una condizione simile può comunque verificarsi anche all’interno del campo,
in zone dove cioè lo scalare conservato può assumere i valori estremi (zero ed uno) per una frazione
finita di tempo. È più probabile che questa situazione si verifichi vicino alle zone dove i flussi
di combustibile ed ossidante entrano in contatto, a causa della natura sinuosa del mixing layer
che nasce fra i due. Un punto in questa regione può essere raggiunto, in differenti istanti, o da
combustibile od ossidante puri (dando in tal modo i delta agli estremi), o da una miscela dei due
(pdf finita). Tale fenomeno, chiamato intermittenza – vedi [12], deve essere tenuto in conto dalla
pdf, che deve perciò poter contemplare l’eventualità di picchi agli estremi della distribuzione.

Un artificio per adattare la distribuzione gaussiana a quantità limitate è quello di collassare le
code della distribuzione che si estendono sotto lo zero e sopra l’unità in funzioni delta di Dirac
ai rispettivi estremi (‘clipped’ Gaussian); chiaramente questa procedura è poco giustificata. Una
scelta più adatta per la pdf è la funzione beta

P (Z) = C Za−1 (1 − Z)b−1 (5.16)

dove C è un fattore di normalizzazione inteso a rendere l’integrale della pdf da zero ad uno uguale
all’unità:

C =
[∫ 1

0
Za−1 (1 − Z)b−1 dZ

]−1

(5.17)

e gli esponenti a e b possono essere espressi in
termini della media e della varianza di Z:

a =
Z̃2 (1 − Z̃)

Z̃ ′′2
− Z̃ (5.18)

b =
Z̃ (1 − Z̃)2

Z̃ ′′2
− 1 + Z̃ (5.19)

Si noti che la funzione beta risulta in picchi di Dirac agli estremi quando a < 1 e/o b < 1, vedi
fig. 5.2. Questo perché gli esponenti di Z ed 1−Z nella (5.16), rispettivamente, diventano negativi;
quindi, se p. es. a < 1, per Z → 0 la funzione beta (5.16) tenderà a C/Z1−a, quindi ad ∞, essendo
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Figura 5.2: Aspetto della funzione beta per diversi valori dei parametri a e b.

1 − a positivo. Infine, notiamo esplicitamente che le (5.16–5.19) conducono ovviamente alla forma
funzionale (5.15) per la pdf. Allora, con la forma presunta per la pdf, l’equazione (5.10) può essere
usata per effettuare la chiusura termochimica. La densità media risulta perciò avere la forma

ρ = ρ(Z̃, Z̃ ′′2) = ρ[Z̃(x), Z̃ ′′2(x)] (5.20)

La fig. 5.3 mostra la densità media per un sistema reagente metano–aria (vedi anche fig. 5.1) in
funzione della media e della varianza dello scalare conservato, secondo la (5.20), avendo assunto una

funzione beta per la sua pdf. Si noti l’importante effetto delle fluttuazioni; il valore Z̃ ′′2 = Z̃(1− Z̃)
rappresenta il valore limite della varianza (essendo il campo di variazione di Z limitato, è possibile
dimostrare che l’intensità delle fluttuazioni non può superare questo valore limite). Da queste
osservazioni si evince come non sia assolutamente lecito trascurare l’interazione tra combustione e
turbolenza. L’effetto delle fluttuazioni è poi estremizzato nel caso della valutazione del tasso medio
di produzione delle specie, a causa della sua forte nonlinearità che lo porta a variare in un campo
estremamente ampio di ordini di grandezza (ed è appunto per questo che l’approccio considerato
evita di far comparire lewi). Riportiamo come esempio in fig. 5.4 il termine di produzione dell’ossido
di azoto NO, che sotto opportune ipotesi può anch’esso essere espresso in funzione del solo scalare
conservato (si osservi che la scala delle ordinate è logaritmica). Cogliamo inoltre l’occasione per
rimarcare ancora una volta che, mentre il termine sorgente dello scalare conservato è nullo, quello
delle specie chimiche non lo è, vedi sez. 2.2.

In modo molto simile a quanto visto sopra, si possono ottenere tanto medie convenzionali che di
Favre di tutte le grandezze di stato; per esempio

T =
∫ 1

0
T (Z)P (Z) dZ (5.21)



52 D. Lentini, Modellistica dei Combustori 2005/06, Univ. di Roma “La Sapienza”

Figura 5.3: Densità media in funzione della media e della varianza dello scalare conservato, per una
fiamma metano/aria (temperatura dei reagenti uguale a 300 K e pressione atmosferica).

Figura 5.4: Termine sorgente della specie NO (ossido di azoto) in funzione dello scalare conservato:
linea continua, fiamma idrogeno/aria; linea tratteggiata, fiamma metano/aria. Temperatura dei
reagenti uguale a 300 K e pressione atmosferica in entrambi i casi.
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Ỹi =
1

ρ

∫ 1

0
ρ(Z)Yi(Z)P (Z) dZ (5.22)

dove T (Z) e Yi(Z) denotano la temperatura e le concentrazioni di equilibrio come funzioni di Z.
Si possono anche ottenere i momenti secondi delle grandezze di stato, per esempio:

T ′2 =
∫ 1

0
[T (Z) − T ]2P (Z) dZ = T 2 − T

2
(5.23)

Ỹ ′′2
i =

1

ρ

∫ 1

0
ρ(Z) [Yi(Z) − Ỹi]

2P (Z) dZ = Ỹ 2
i − Ỹ 2

i (5.24)

e similmente per momenti di ordine superiore. Nella (5.23) T (Z) − T sta ad indicare una flut-
tuazione, la quale viene dunque pesata con la probabilità infinitesima P (Z) dZ; analogamente per
la (5.24).

In conclusione, l’approccio dello scalare conservato permette di fare a meno di calcolare il termine
sorgente medio wi grazie a (inter alia) l’assunzione di equilibrio chimico. Quindi si assume che la
combustione sia controllata dal processo di miscelamento, o diffusione (molecolare e turbolenta), dei
due flussi di combustibile ed ossidante, piuttosto che dai tassi di reazione chimica. Quando questo
approccio viene accoppiato con il modello k–ε, esso implica la soluzione delle equazioni (3.19, 3.20
o 3.24, 5.11, 3.31, 3.32, 5.12), chiuse per mezzo dell’equazione (5.10). Incidentalmente, è il caso
di notare che la valutazione dell’integrale (5.10) deve essere effettuata in ogni punto della griglia
e (quando vengono adottati solutori di tipo iterativo) ad ogni passo; la sua accurata valutazione
per quadratura numerica può richiedere parecchie centinaia di punti nello spazio di Z [40]. Di
conseguenza, il tempo di calcolo è sostanzialmente aumentato rispetto ad analoghi calcoli di flussi
inerti (tipicamente di un ordine di grandezza). Per ovviare a tale inconveniente sono state messe a
punto particolari formulazioni [39, 41, 42, 43, 44].

È possibile a questo punto apprezzare pienamente l’utilità delle ipotesi introdotte, che hanno per-
messo di ridurre l’espressione della densità istantanea (nonché di tutte le altre grandezze di stato) ad
una funzione di una sola grandezza, lo scalare conservato Z. Se infatti fossimo partiti dall’equazione
di stato nella sua forma generale (2.6), un approccio basato sulla pdf avrebbe richiesto l’introduzione
di una pdf congiunta di p, T , Yi (i = 1, 2, ..., N), indicata come P (p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N), definita
in modo tale che

P (p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N) dp dT
N∏

i=1

dYi (5.25)

rappresenti la probabilità si verifichino simultaneamente le seguenti condizioni: pressione compresa
tra i valori p e p+dp, temperatura compresa tra i valori T e T +dT , frazioni di massa comprese tra
i valori Yi e Yi + dYi (i = 1, 2, ..., N). Volendo specificare una forma presunta di tale pdf congiunta,
occorrerebbe conoscere (almeno) i valori dei momenti primi p, T , Ỹi (i = 1, 2, ..., N), e dei momenti

secondi p′2, T ′2, Ỹ ′′2
i (i = 1, 2, ..., N), p′T ′, p′Y ′

i (i = 1, 2, ..., N), T ′Y ′′
i (i = 1, 2, ..., N). Anche

ammesso che ciò sia possibile, resterebbe il problema che per valutare il valore medio della funzione
sorgente delle specie che compare nelle equazioni mediate delle specie (nonché altri termini nelle
equazioni dei momenti secondi) occorrebbe usare l’espressione

wi =
N∏

i=1

∫ 1

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0
wi(p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N)P (p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N) dp dT dYi (5.26)
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Figura 5.5: Schema della fiamma turbolenta nonpremiscelata studiata da Bilger e collaboratori (la
linea sottile indica il luogo ove Z̃ = Zst).

la quale tuttavia, a differenza della (5.10), non è affatto insensibile alla forma adottata per la pdf, in
quanto l’integrando wi(p, T, Yi, i = 1, 2, ..., N) è una funzione che varia di molti ordini di grandezza,
vedi p.es. la fig. 5.4, a differenza della densità espressa come funzione di Z, fig. 5.1. Ad onor
del vero, bisogna comunque dire che sotto l’ipotesi di flusso a bassa velocità si potrebbe ancora
considerare la pressione termochimicamente costante e depennarla dalle equazioni (5.25,5.26), ma
questo simplifica ben poco il problema.

Al fine di indicare il grado di affidabilità dei risultati ottenuti attraverso il modello dello scalare
conservato – usando in particolare la forma proposta in [41, 42], riportiamo alcuni confronti di
previsioni numeriche [45] con dati sperimentali. Quest’ultimi fanno riferimento alle estese indagini
condotte da Bilger e collaboratori alla University of Sydney su fiamme idrogeno–aria senza ricirco-
lazione. L’apparato sperimentale è schematizzato nella fig. 5.5; esso consiste di un ugello centrale
(diametro D = 7.62 mm) che inietta idrogeno ad una velocità di massa U = 151.1 m/s in un
flusso d’aria coassiale che fluisce ad una velocità di 15.1 m/s. Consideriamo qui il caso di un gradi-
ente assiale della pressione media px = −18 Pa/m; ulteriori dettagli su questo caso sono riportati
in [46, 47, 48, 49]. Le misure sono effettuate lungo l’asse di simmetria, ed a stazioni trasversali a
x/D = 40, 80, 120; è anche misurato il contorno stechiometrico medio.

Il modello computazionale impiegato invoca l’approssimazione di flusso parabolizzato 18, ed adotta
un’opportuna modifica del modello di turbolenza descritto nella sez. 3.3, cioè il modello k–ε1 [31, 33]
che è specialmente adatto a flussi assialsimmetrici 19. Le previsioni numeriche sono effettuate su
una griglia computazionale con 50 nodi in direzione radiale e ben 1000 nodi in direzione assiale, al
fine di minimizzare gli errori di discretizzazione.

La fig. 5.6 riporta un confronto del contorno previsto e misurato del fronte stechiometrico medio, cioè
del luogo ove Z̃ = Zst. Si osserva che il modello usato sovrastima un poco la lunghezza della fiamma;
nella parte iniziale della fiamma si nota una ridotta diffusione radiale del combustibile (rispetto ai
dati sperimentali), che indica un tasso iniziale di miscelamento (tra i due flussi) sottostimato. Tale
risultato è evidente anche dalla fig. 5.7 che presenta il comportamento sull’asse di simmetria della
media dello scalare conservato; i risultati più a valle indicano invece uno stretto accordo. Questi
aspetti sono confermati dai profili radiali presentati nella fig. 5.8. Il disaccordo nella porzione
iniziale della fiamma deve probabilmente essere ascritto ai limiti del modello di turbolenza [52].

La velocità media sull’asse di simmetria è riportata in fig. 5.9; il confronto con i dati sperimentali

18In flussi con una direzione dominante (p. es. x), quindi in particolare senza ricircolazione, si può dimostrare
che i termini diffusivi in cui compaiono derivate in x sono trascurabili rispetto agli altri, sulla base di considerazioni
sugli ordini di grandezza. Una volta eliminati questi termini, la natura matematica delle equazioni di conservazione
non è più ellittica ma parabolica. Per una discussione del grado di approssimazione di questa assunzione per flussi
turbolenti vedi [50].

19Il modello k–ε come descritto nella sez. 3.3 dà circa lo stesso tasso di diffusione quando è applicato a flussi piani
ed assialsimmetrici, mentre è noto che questi ultimi mostrano un tasso sensibilmente ridotto [51]. Il modello k–ε1
introduce una correzione per questo attraverso un’appropriata modifica di alcuni coefficienti del modello; può essere
tuttavia applicato solo a flussi parabolizzati.
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Figura 5.6: Posizione del fronte di fiamma stechiometrico medio (Z̃ = Zst). Linea tratteggiata,
risultati sperimentali (Kent e Bilger 1977); linea continua, previsioni numeriche.

è eccellente, sebbene il valore misurato a x/D = 40 suggerisca che qualche problema possa sorgere
anche per questa grandezza nella parte iniziale della fiamma, come mostrato più chiaramente dai
profili radiali in fig. 5.10. I confronti riportati sin qui concernono momenti primi, cioè valori medi.
Le assunzioni introdotte per effettuare la chiusura fluidodinamica coinvolgono invece gli sforzi ed i
flussi di Reynolds, cioè momenti secondi; in particolare, quando si usa la forma parabolizzata delle
equazioni di conservazione mediate, l’unico sforzo di Reynolds che compare nel modello matematico
è lo sforzo di taglio ρ ũ′′v′′ .
I profili radiali dello sforzo di taglio di Reynolds sono confrontati con i dati sperimentali in fig. 5.1120

L’accordo è meno stretto che per le grandezze medie, poiché questo termine è completamente
modellizzato. Sebbene il modello adottato sovrastimi lo sforzo di taglio a x/D = 40 e lo sottostimi
nelle stazioni più a valle, specialmente a x/D = 120, tali confronti indicano argomenti a favore
dell’approssimazione di trasporto secondo gradiente, in particolare nella forma adottata dal modello
k–ε.

Le assunzioni per effettuare la chiusura termochimica coinvolgono invece la forma della pdf, che è
assegnata sulla base dei valori locali di Z̃ e Z̃ ′′2. Una verifica di queste assunzioni implicherebbe
confronti di Z̃ (già riportati), di Z̃ ′′2, e della forma della pdf.

Kent e Bilger [53] riportano dati limitati per l’intensità delle fluttuazioni dello scalare consevato
sull’asse di simmetria, che sono confrontati con risultati ottenuti dal modello presente in fig. 5.12.
L’accordo può essere considerato buono in vista del fatto che l’equazione (5.12) di Z̃ ′′2 è pesan-
temente modellata. Una verifica della forma della pdf non può essere effettuato nel caso test
considerato a causa della mancanza di dati sperimentali. Riportiamo a titolo indicativo in fig. 5.16

20Tali risultati sono presentati in forma cartesiana, anziché assialsimmetrica, per evitare la comparsa di una
cuspide per r = 0.
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Figura 5.7: Andamento della media dello scalare conservato sull’asse di simmetria. Quadrati, dati
sperimentali (Kent e Bilger 1973); linea continua, previsioni numeriche.

Figura 5.8: Profili radiali della media dello scalare conservato. Quadrati, dati sperimentali (Kent
e Bilger 1973); linea continua, previsioni numeriche.
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Figura 5.9: Andamento sull’asse di simmetria della velocità assiale media (resa adimensionale
rispetto ad U). Quadrati, dati sperimentali (St̊arner e Bilger 1980); linea continua, previsioni
numeriche.

Figura 5.10: Profili radiali della velocità assiale media (resa adimensionale rispetto ad U). Quadrati,
dati sperimentali (St̊arner e Bilger 1980); linea continua, previsioni numeriche.
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Figura 5.11: Profili radiali dello sforzo di taglio di Reynolds (reso adimensionale rispetto ad U2).
Quadrati, dati sperimentali (St̊arner e Bilger 1980); linea continua, previsioni numeriche.

Figura 5.12: Andamento sull’asse di simmetria dell’intensità delle fluttuazioni dello scalare con-
servato. Quadrati, dati sperimentali (Kent e Bilger 1977); linea continua, previsioni numeriche.
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Figura 5.13: Andamento sull’asse di simmetria della frazione molare media del gas d’acqua.
Quadrati, dati sperimentali (Kent e Bilger 1973); linea continua, previsioni numeriche.

Figura 5.14: Profili radiali della frazione molare media del gas d’acqua. Quadrati, dati sperimentali
(Kent e Bilger 1973); linea continua, previsioni numeriche.
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Figura 5.15: Andamento sull’asse di simmetria della temperatura media (in K). Quadrati, dati
sperimentali (Kent e Bilger 1973); linea continua, previsioni numeriche.

alcuni confronti [41] per una quantità strettamente collegata, la pdf della temperatura, per una
fiamma metano–aria [54], i quali indicano un equo accordo eccetto, ancora, per la parte iniziale
della fiamma.

Valori medi (come pure momenti di ordine superiore) di tutte le grandezze di stato possono essere
ottenuti applicando formule analoghe a (5.16,5.17). Riportiamo simili confronti per la media di
Favre della frazione molare di H2O e per la media convenzionale della temperatura. I valori sull’asse
di simmetria della prima grandezza sono riportati in fig. 5.13, mentre in fig. 5.14 sono presentati
profili radiali. Per la temperatura media, un confronto dei valori sull’asse di simmetria è riportato
in fig. 5.15. Sia la fig. 5.13 che la fig. 5.15 mostrano che la grandezza media è sottostimata nella
parte iniziale della fiamma, ed è sovrastimata per grandi valori di x/D. Questo comportamento è
consistente con il fatto che le fig. 5.6 e 5.7 indicano un tasso di miscelamento sottostimato nella parte
iniziale della fiamma (cioè nelle simulazioni l’aria non raggiunge l’asse di simmetria tanto quanto
misurato, per cui la combustione è inibita). Per quanto concerne la parte finale della fiamma, la
sovrastima della temperatura media può essere parzialmente spiegata con il fatto che la varianza
Z̃ ′′2 è sottostimata in questa regione (fig. 5.12), in quanto l’effetto delle fluttuazioni è di ridurre la
temperatura media.

I valori calcolati, mediati alla Favre, delle velocità e degli sforzi di Reynolds sono qui confrontati
con misure effettuate mediante anemometria laser Doppler, che dà medie convenzionali. Sebbene il
trascurare i differenti criteri di media non sia corretto in linea di principio, i modelli di turbolenza
con chiusura basata sull’ipotesi di trasporto secondo gradiente sono fondati su assunzioni che ten-
gono in conto in maniera molto modesta di questa differenza, che inoltre è presumibilmente piccola
per le componenti di velocità. Per le grandezze di stato invece queste differenze possono essere
molto rilevanti.
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Figura 5.16: Fiamma metano/aria, pdf della temperatura a differenti stazioni assiali (dall’alto
verso il basso): a) x/D = 40; b) x/D = 110; c) x/D = 120; d) x/D = 130. Linea tratteggiata,
dati sperimentali per una fiamma metano/aria (Lenz e Günther 1980); linea continua, previsioni
numeriche.
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Nel complesso, il modello presente è in grado, almeno per il flusso considerato, di generare previsioni
che sono sufficientemente accurate da permettere di trarre utili conclusioni in sede di progetto di
combustori.

5.1.1 Interpretazione alternativa dello scalare conservato.

La scalare conservato definito nella sez. 5.1 si presta ad un’interpretazione alternativa. A questo
fine, introduciamo la nozione di frazione di massa elementale (o atomica) Zj . Essa esprime la
frazione della massa della miscela reagente che è constituita da atomi del j–esimo elemento (con
j = 1, 2, ..., L, dove L è il numero di elementi che compaiono nelle N specie), senza tenere in alcun
conto il modo con cui tali atomi sono legati per formare le differenti specie chimiche. Essa è legata
alla frazione di massa delle specie attraverso la relazione 21

Zj =
N∑

i=1

µij Yi (5.27)

dove i coefficienti µij esprimono la frazione della massa della molecola della i–esima specie costituita
da atomi del j–esimo elemento; chiaramente essi sono costanti (per esempio la frazione dell’elemento
H nella specie H2O è MH2/MH2O). Si noti che N risulta sempre abbondantemente maggiore di L.

Un’equazione di conservazione per la frazione di massa elementale può essere derivata operando
una combinazione lineare delle equazioni (2.31) con coefficienti µij:

∂

∂t
(ρZj) +

∂

∂xk
(ρ uk Zj) =

∂

∂xk

[
µ

σ

∂Zj

∂xk

]
j = 1, 2, ..., L (5.28)

La combinazione lineare dei tassi di produzione delle specie risulta in un tasso nullo per gli elementi,
come ovvio in quanto gli elementi non sono né creati né distrutti nelle reazioni chimiche.

Possiamo perciò vedere che le L equazioni (5.28) hanno gli stessi coefficienti, ed anche la stessa forma
e gli stessi coefficienti dell’equazione (5.4). Le condizioni al contorno all’ingresso per le equazioni di
conservazione elementale mediate sono Zj = Zj,f e Zj = Zj,o, dove Zj,f e Zj,o denotano la frazione
di massa elementale dell’elemento j nei flussi di combustibile ed ossidante, rispettivamente. Tutte
queste condizioni al contorno d’ingresso possono essere ridotte alla stessa forma attraverso uno
scaling lineare delle frazioni di massa elementale, analogo a quello (5.6)

Zj − Zj,o

Zj,f − Zj,o

(5.29)

che porta i valori all’ingresso ad essere uguali ad uno nel flusso di combustibile ed uguali a zero nel
flusso di ossidante per tutte queste quantità scalate. Per quanto riguarda le condizioni alla parete,
anch’esse possono essere ridotte alla stessa forma già vista (gradiente normale alla parete nullo), in
quanto non si hanno ovviamente flussi di atomi attraverso la parete.

Con la (5.27) abbiamo espresso le frazioni di massa elementali in termini delle frazioni di massa
delle specie. È importante sottolineare che in generale tale relazione non può essere invertita, cioè
non si possono ricavare le frazioni di massa delle specie dalle frazioni di massa elementali. Questo
perché di relazioni del tipo (5.27) se ne possono scrivere tante quanti sono gli elementi, cioè L,
mentre le frazioni di massa da determinare sono N . A causa della presenza di prodotti intermedi
di reazione, risulta sempre N > L, anzi N � L. Per esempio, se consideriamo la combustione
di idrogeno in aria (supposta per semplicità composta di solo ossigeno ed azoto), avremo L = 3
(idrogeno, ossigeno, azoto), mentre N può arrivare a 9 ed oltre (H2, O2, N2, H2O, H, O, OH, HO2,
H2O2, etc.). Non è possibile perciò invertire il sistema (5.27).

21Tali relazioni (lineari) possono essere usate per ridurre il numero delle specie chimiche indipendenti a N − L.
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5.2 Modello di combustione turbolenta premiscelata – l’ap-

proccio della variabile di progresso.

Nella sez. 5.1 è stato mostrato che nella combustione turbolenta nonpremiscelata le reazioni chimiche
sono essenzialmente limitate dal tasso con cui i reagenti diffondono (sia in senso molecolare che tur-
bolento) l’uno entro l’altro 22. La combustione turbolenta premiscelata permette di superare questo
limite, poiché combustibile ed ossidante entrano nella camera di combustione in una condizione
già intimamente miscelata, cos̀ı che la reazione può avere luogo alquanto rapidamente. Perciò, la
combustione turbolenta premiscelata consente una reazione più veloce, o equivalentemente, camere
di combustione più compatte (e leggere). Tuttavia, un serio ostacolo è il pericolo che i reagenti,
entrando nella camera di combustione già pronti a reagire, possano dar luogo ad un rilascio di
energia esplosivo a causa della temperatura molto alta che regna nella camera stessa. In ogni caso,
risulta comunque difficile controllare la stabilità della combustione in quanto non vi è un punto
preferenziale di ancoraggio della fiamma (a differenza di quanto avviene nel caso nonpremiscelato,
in cui la fiamma si ancora nel luogo a composizione stechiometrica che si stabilisce tra i flussi di
combustibile ed ossidante entranti in camera). Ciò ostacola l’applicazione di questo regime alla
combustione continua, mentre esso trova un’importante applicazione nei motori alternativi (in par-
ticolare con alimentazione a carburatore, anche se i motori ad iniezione con precamera si trovano
ad operare in condizioni non molto diverse – mentre i motori ad iniezione diretta operano in regime
nonpremiscelato). Nondimeno, la combustione premiscelata è oggetto di crescente interesse per
quanto riguarda le turbine a gas, poiché essa consente di contenere le emissioni di ossido di azoto
NO, problema particolarmente sentito per i combustori aeronautici (infatti l’ossido di azoto at-
tacca l’ozono, la cui concentrazione è prossima al massimo proprio alle altitudini di volo tipiche
degli aviogetti). Recensioni sulla combustione premiscelata sono proposte da Bray [58], Pope [55],
Veynante e Vervisch [39].

Poiché questo regime è intrinsecamente più difficile da trattare (esso richiede la valutazione del
termine mediato di produzione delle specie, ed inoltre comporta fenomeni di trasporto scalare non
secondo gradiente), i modelli per combustione turbolenta premiscelata attualmente sono in forma
meno avanzata che non quelli per combustione nonpremiscelata [56]. In questa sezione riportiamo
un semplice approccio [57, 58] il quale, per quanto intrinsecamente incapace di descrivere alcuni
aspetti peculiari della combustione premiscelata, può essere usato per predire tali flussi con un
certo successo.

In questa sezione, come nella precedente, introduciamo un certo numero di ipotesi semplificative;

1. Il flusso è a bassa velocità, il che implica che Φ ∼= 0, h0
∼= h e che la pressione può essere

assunta termochimicamente costante.

2. La diffusione delle specie è ancora descritta in termini di un singolo coefficiente D, ed il
numero di Lewis è assunto unitario; questo permette di eliminare il termine di diffusione
differenziale dall’equazione dell’energia.

22Le fiamme nonpremiscelate sono perciò anche chiamate fiamme diffusive. Tuttavia, occorre notare che, per
reagenti premiscelati, la combustione della miscela combustibile/ossidante avviene solo se il suo rapporto di equiv-
alenza ϕ ricade all’interno dei limiti di infiammabilità alla pressione operativa data. Per esempio, una miscela
metano/aria alla pressione atmosferica brucia solo se 0.5 ≤ ϕ ≤ 1.5. Se invece ϕ fosse maggiore di 1.5, la miscela
iniettata p. es. in aria brucierebbe attraverso un processo controllato dalla diffusione, cioè come una fiamma non-
premiscelata, che si stabilirebbe nell’intorno della zona ove ϕ, per effetto della diluizione in aria, è prossimo all’unità.
Se poi ϕ fosse minore di 0.5, non si potrebbe avere combustione alcuna (a meno di non ipotizzare che questa miscela
sia iniettata in un’atmosfera ricca di metano).
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3. Il flusso è adiabatico, per cui il termine radiativo è trascurato, e non si ha scambio convettivo
alle pareti solide.

4. Il sistema contiene solo quattro specie chimiche 23, combustibile (i = 1), ossidante (i = 2),
prodotti (i = 3), ed un inerte (i = 4), che quando si utilizza l’aria atmosferica è ovviamente
l’azoto. I prodotti intermedi di reazione sono trascurati.

5. La reazione chimica è descritta per mezzo di un unico passo irreversibile, ed avviene in sottili
lamine (vedi oltre).

6. La massa molare M ed il calore specifico cp della miscela sono assunti costanti. Queste
ipotesi, apparentemente alquanto drastiche, sono ragionevolmente approssimate in molti casi.
Se per esempio consideriamo la combustione di una miscela stechiometrica di metano ed
aria (per la quale assumiamo per semplicità che per ogni molecola di O2 ve ne siano 3.76 di
N2), si ha che la massa molare della miscela fresca è 27.6 kg/kmole, e quello della miscela
completamente bruciata risulta uguale (ammesso che, coerentemente con l’ipotesi 5, il metano
sia totalmente ossidato ad H2O e CO2). L’approssimazione risulta invece meno buona per
miscele (stechiometriche) di idrogeno e aria, per le quali si hanno 20.9 kg/kmole per miscela
fresca, e 24.5 kg/kmole per miscela completamente bruciata 24. La seconda parte dell’ipotesi,
concernente il calore specifico della miscela, è in qualche modo legata alla prima; il calore
specifico per unità di massa cp può infatti essere scritto come il calore specifico per per unità
molare diviso la massa molare M. A questo riguardo, la teoria cinetica dei gas (pur con la
sua limitata validità in questo contesto) indica infatti che il calore specifico per unità molare
di un gas dipende solo dal numero di atomi che compongono la molecola. Ne consegue che
l’ordine dell’approssimazione relativa alla costanza di cp è paragonabile a quello relativo alla
costanza di M.

Chiaramente, per flussi premiscelati non possiamo adottare l’assunzione di chimica in equilibrio; lo
stato di equilibrio corrisponderebbe alla miscela completamente bruciata, fin dalla sua immissione
in camera (la miscela fresca che viene immessa in camera è quindi evidentemente non in equilibrio,
in quanto basta una perturbazione – una fonta di accensione – per farne variare drasticamente
lo stato). Questo implica che non è possibile eludere il problema di valutare il tasso medio di
produzione delle specie, con le sue associate difficoltà.

Affrontiamo dapprima il problema di determinare la densità media della miscela ρ; partiamo dall’es-
pressione per la sua controparte istantanea ρ. Dopo aver assunto costanti p e M, l’equazione termica
di stato (2.1) indica che la densità istantanea è ridotta ad una funzione della sola T . Quest’ultima
può essere messa in relazione con la composizione della miscela (espressa in termini della frazione
di massa delle 4 specie considerate) per mezzo dell’equazione calorica di stato (2.13). Notare che

23 In realtà ciascuna di queste quattro specie chimiche potrebbe essere pensata come a sua volta costituita da
più specie, purché in rapporto di massa fissato. Per esempio, il combustibile potrebbe essere una miscela di 70% di
propano e 30% di butano (in massa, che potrebbe rappresentare una composizione tipica di un GPL). Ancora, nella
combustione del metano, schematizzata secondo la reazione CH4 + 2 O2 → CO2 + 2 H2O in base alla successiva
ipotesi 5), i prodotti sono una miscela di CO2 ed H2O in proporzione di massa MCO2 : 2MH2O. Infine, anche
l’inerte presente nell’aria atmosferica potrebbe essere pensato, per maggior dettaglio, come una miscela di azoto ed
argon, in proporzione di massa 1:0.017.

24Si noti che l’ipotesi di M costante non sarebbe assolutamente applicabile alla combustione nonpremiscelata, dove,
come abbiamo notato introducendo l’ipotesi di pressione termochimicamente costante, la massa molare può variare
fino a circa un ordine di grandezza. Nel caso di combustione premiscelata invece, essendo il rapporto di equivalenza
uniforme, le uniche variazioni della massa molare medio sono dovute a reazioni di dissociazione–ricombinazione, in
cui cioè a partire da due molecole di reagenti se ne formano tre di prodotti, o viceversa. In secondo luogo, nel caso
si usi l’aria come ossidante, la presenza di un’alta percentuale di inerte (azoto) tende a mitigare le variazioni di M.
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l’entalpia della miscela è uniforme su tutto il campo, a causa delle assunzioni 2) e 3), e per il fatto
che le variazioni di energia cinetica sono trascurabili. Essa è data da

h =
4∑

i=1

Yi hi(T ) =
∫ T

T 0

4∑

i=1

Yi cp,idT +
4∑

i=1

Yi ∆h
0
f,i =

∫ T

T 0
cp dT +

4∑

i=1

Yi ∆h
0
f,i (5.30)

ed avendo assunto cp della miscela costante

h = cp (T − T 0) +
4∑

i=1

Yi ∆h
0
f,i (5.31)

Vogliamo ora esprimere, nel termine in cui compaiono le entalpie di formazione, le frazioni di massa
delle specie in funzione di una sola di esse, che scegliamo come la frazione di massa dei prodotti,
Y3. Osserviamo innanzitutto che la frazione di massa dell’inerte è costante al valore che ha nella
miscela fresca:

Y4 = Y40 (5.32)

Supponiamo poi che il singolo passo di reazione considerato (ipotesi 5) richieda a kg della specie
1 e b kg della specie 2 per formare un chilogrammo di prodotti (specie 3); ovviamente a + b = 1.
Allora, se in una data condizione la frazione di massa dei prodotti è Y3, la frazione di massa del
combustibile sarà necessariamente

Y1 = Y10 − aY3 (5.33)

ed analogamente quella dell’ossidante

Y2 = Y20 − b Y3 (5.34)

perché evidentemente sono necessari aY3 kg di combustible e b Y3 kg di ossidante per formare Y3

kg di prodotti. È allora possibile riscrivere la (5.31) come

h = cp (T − T 0) + (Y10 − aY3)∆h0
f,1 + (Y20 − b Y3)∆h0

f,2 + Y3 ∆h0
f,3 + Y40 ∆h0

f,4 (5.35)

ossia

h = cp (T − T 0) + Y10 ∆h0
f,1 + Y20 ∆h0

f,2 + Y40 ∆h0
f,4 + (− a∆h0

f,1 − b∆h0
f,2 + ∆h0

f,3)Y3 (5.36)

L’ultima parentesi tonda rappresenta la variazione di entalpia che si ha nella formazione di un
chilogrammo di prodotti a partire dai reagenti 25, ossia il calore che deve essere fornito al sistema
(ricordiamo che in termodinamica il calore ha segno positivo quando è assorbito dal sistema) per fare

25 Si noti che questa è cosa diversa dall’entalpia di formazione della specie 3 (∆h0
f,3), che è la quantità di calore che

occorre fornire al sistema per produrre un’unità di massa della specie 3 a partire dagli elementi che la compongono;
quella indicata tra parentesi quadre nella (5.36) è invece la quantità di calore che occorre fornire al sistema per
formare un’unità di massa della specie 3 a partire dai reagenti, cioè nel nostro caso le specie 1 e 2. Si osservi come
questa quantità è tipicamente negativa (infatti nella combustione si ha formazione di prodotti con rilascio di calore).
Ad esempio, il calore di formazione della CO2 fa riferimento alla reazione di formazione C(s) + O2 → CO2 (che
produce CO2 a partire dagli elementi carbonio – solido – ed ossigeno); ma la CO2 potrebbe invece essere prodotta
a partire dai reagenti CO e O2 secondo la reazione CO + 1

2 O2 → CO2, e corrispondentemente può essere definito
un calore che deve essere fornito al sistema per far avvenire la reazione a partire dai reagenti CO ed O2.
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avvenire la reazione, nelle condizioni di temperatura di riferimento (T = T 0). Esso è ovviamente
uguale ed opposto al calore che viene rilasciato nella formazione di un chilogrammo di prodotti,
e che indichiamo con ∆hp (in chimica viene infatti adottata la convenzione secondo la quale è
considerato positivo il calore rilasciato). Possiamo perciò scrivere

h = cp (T − T 0) + Y10 ∆h0
f,1 + Y20 ∆h0

f,2 + Y40 ∆h0
f,4 − ∆hp Y3 (5.37)

Introduciamo una h∗ definita come

h∗ = h + cp T
0 − Y10 ∆h0

f,1 − Y20 ∆h0
f,2 − Y40 ∆h0

f,4 (5.38)

che ovviamente è ancora una costante. Possiamo quindi scrivere

h∗ = cp T − Y3 ∆hp (5.39)

che mette in relazione T con Y3. Indichiamo ora con il suffisso 0 le condizioni che si riferiscono alla
miscela fresca, e con ∞ quelle che si riferiscono alla miscela completamente bruciata. Introduciamo
la variabile di progresso c attraverso la relazione

c =
Y3

Y3,∞
(5.40)

dove Y3,∞ denota la frazione di massa dei prodotti nella miscela completamente bruciata. La
variabile di progresso esprime la misura in cui il combustibile e l’ossidante contenuti nella miscela
hanno reagito per formare prodotti, e spazia tra i valori zero (miscela fresca) ed uno (miscela
completamente bruciata). Introduciamo inoltre la notazione

τ =
∆hp

h∗
Y3,∞ (5.41)

τ , detto parametro di rilascio di calore, dipende dai reagenti che compongono la miscela, ed in parti-
colare dal suo rapporto di equivalenza, per cui possiamo scrivere (una volta specificati combustibile
ed ossidante)

τ = τ (ϕ) (5.42)

L’eq. (5.39) può quindi essere usata per ricavare T come

T =
h∗

cp
(1 + τ c) (5.43)

Se in questa espressione poniamo c = 0 (miscela fresca) dobbiamo ovviamente ottenere a primo
membro la temperatura T0 della stessa (da non confondere con la temperatura di riferimento T 0,
alla quale sono valutate le entalpie di formazione delle specie chimiche), per cui deve essere

h∗

cp
= T0 (5.44)

La (5.43) può quindi essere riscritta come

T = T0 (1 + τ c) (5.45)

Se poi in questa espressione poniamo c = 1 (miscela completamente bruciata), dobbiamo eviden-
temente ottenere a primo membro la temperatura corrispondente T∞. Quindi al parametro τ può
essere attribuito il significato
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τ =
T∞

T0
− 1 (5.46)

che richiama la dipendenza osservata a proposito della (5.42). Quindi, con

ρ0 =
pM
R0 T0

(5.47)

che denota la densità della miscela fresca, l’equazione termica di stato (2.1) può essere scritta come

ρ =
ρ0

1 + τ c
(5.48)

Osserviamo che questa può essere riscritta come

ρ + τ ρ c = ρ0 (5.49)

Mediando si ottiene

ρ + τ ρ c = ρ0 (5.50)

e ricordando la definizione (2.59) di media di Favre

ρ + τ ρ c̃ = ρ0 (5.51)

dalla quale si ottiene infine

ρ =
ρ0

1 + τ c̃
(5.52)

Questa permette di ottenere ρ una volta che la media della variabile di progresso c̃ è nota. Si
noti che, a differenza del regime nonpremiscelato, non è stato necessario introdurre una pdf per
ricavare l’espressione della densità media. Questa circostanza è determinata dal fatto che, grazie
in particolare alle ipotesi di massa molare della miscela M uniforme, e di cp ed h uniformi (che ha
permesso di esprimere T come una funzione lineare di c, grazie anche all’ipotesi sulla presenza di
sole 4 specie), la densità istantanea (5.48) è stata espressa come il rapporto tra una costante ed una
funzione lineare di c (mentre questo non avviene per la ρ(Z) di equilibrio nel caso di combustione
nonpremiscelata, vedi fig. 5.1).

Per poter applicare la (5.52), occorre determinare il valore locale di c̃, che può essere ricavato
risolvendo un’equazione di conservazione mediata, che si ottiene dividendo la (3.22), scritta per la
specie 3, per Y3,∞, in base alla definizione (5.40) di variabile di progresso, cioè

∂

∂xk
(ρ ũk c̃) =

∂

∂xk

[(
µ

σ
+
µt

σc

)
∂c̃

∂xk

]
+ w (5.53)

con w = w3/Y3,∞; il numero di Schmidt turbolento σc è normalmente preso come 0.7. Notiamo
che l’eq. (5.53) implica l’assunzione di trasporto secondo gradiente, che è discutibile per flussi
premiscelati (vedi sez. ??). Essa contiene inoltre il termine di produzione mediato w che è difficile
da modellare a causa dell’estrema nonlinearità dell’espressione di Arrhenius.

Per esprimere w adottiamo un semplice modello, in cui si assume che la combustione siano control-
lata dal miscelamento, più che dalla cinetica chimica. Dobbiamo a questo scopo approfondire la
seconda parte dell’ipotesi 5 (combustione in sottili lamine) avanzata all’inizio della presente sezione.
Se inseriamo una sonda per misurare la temperatura istantanea in un dato punto di una camera
di combustione, questa registrerà nel tempo un andamento che ha tipicamente l’aspetto riportato
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Figura 5.17: Tipico andamento temporale della temperatura istantanea in un punto di una camera
di combustione con reagenti premiscelati.

nella fig. 5.17. Si osserva che la temperatura per la maggior parte del tempo assume l’uno o l’altro
dei valori limite T0 (miscela fresca) o T∞ (miscela completamente bruciata), mentre la frazione
di tempo in cui la temperatura istantanea assume valori intermedi è decisamente molto piccola.
Questo vuol dire che il volume della camera di combustione è prevalentemente occupato da regioni
di miscela fresca e regioni di miscela completamente bruciata, mentre il volume occupato da miscela
reagente è molto piccolo, ossia i due tipi di regioni appena citati sono separati da interfaccie reagen-
ti molto sottili (lamine)i, vedi fig. 5.18. Se quindi si assume che la miscela reagente sia composta
essenzialmente di pacchetti di gas fresco e completamente bruciato, allora è ragionevole assumere
che w sia proporzionale alla probabilità di un’interazione tra pacchetti freschi e completamente
bruciati (che porta ad un’accensione della miscela fresca) moltiplicata la frequenza di tali inter-
azioni (o equivalentemente, diviso il tempo tra due successive interazioni) [59]. In questo quadro, la
miscela con un dato c̃ consiste di una frazione c̃ di pacchetti completamente bruciati ed una frazione
(1 − c̃) di pacchetti freschi, per cui la probabilità di interazione è il prodotto c̃ (1 − c̃); per il tempo
di interazione possiamo ancora assumerlo proporzionale a k̃/ε̃ (si ricordi che ε̃ ha dimensioni di
un’energia per unità di massa diviso un tempo), il che porta all’equazione

w = C ρ
ε̃

k̃
c̃ (1 − c̃) (5.54)

doveC è una costante di modellizzazione. Questo completa la chiusura termochimica delle equazioni
di conservazione mediate.

Quindi, l’approccio della variabile di progresso implica la soluzione delle eq. (3.19,3.20 oppure 3.24,
3.31, 3.32, e 5.53), con le assunzioni (5.52) e (5.54) per la chiusura termochimica. Non è richiesta
un’equazione di conservazione per la varianza della variabile di progresso perché, come già osservato,
fino a questo punto non è stato necessario introdurre una pdf, grazie alle ipotesi adottate.
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Figura 5.18: Tipico aspetto instantaneo di un fronte di fiamma premiscelato, con regioni di miscela
fresca (F) e regioni di miscela completamente bruciata (B), separate da sottili lamine reagenti
(linee).
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Una volta noto il valore locale di c̃ è possibile ricavare la media di Favre 26 della temperatura
moltiplicando l’eq. (5.45), lineare in c, per ρ

ρT = T0 (ρ + τ ρ c) (5.56)

e mediando, ricordando ancora la definizione di media di Favre (2.59)

ρT = T0 (ρ + τ ρ c) (5.57)

ρ T̃ = T0 (ρ + τ ρ c̃) (5.58)

da cui

T̃ = T0 (1 + τ c̃) (5.59)

In modo analogo, è possibile mediare le relazioni lineari (5.40,5.33,5.34) per ottenere le medie di
Favre della frazione di massa di prodotti, combustibile e ossidante

Ỹ3 = Y3,∞ c̃ (5.60)

Ỹ1 = Y10 − a Ỹ3 = Y10 − aY3,∞ c̃ (5.61)

Ỹ2 = Y20 − b Ỹ3 = Y20 − b Y3,∞ c̃ (5.62)

mentre la media della frazione di massa dell’inerte è ovviamente uniforme, con valore Y40.

Per ricavare invece le varianze di temperature e frazioni di massa, nonché per ricavare le medie
convenzionali delle stesse grandezze, è necessario introdurre una pdf della variabile di progresso
P (c), che ne descriva il comportamento statistico. In considerazione del fatto che la miscela reagente
è composta da pacchetti di miscela fresca (c = 0), di miscela completamente bruciata (c = 1), e di
miscela che subisce reazione (0 < c < 1), la pdf della variabile di progresso può essere decomposta
esplicitamente nella somma di questi tre contributi, cioè,

P (c) = α δ(c) + β δ(1 − c) + γ f(c) (5.63)

dove α indica la frazione temporale in cui la variabile di progresso (nel punto considerato) ha un
valore uguale a zero; in modo simile β è la frazione temporale per c = 1 e γ per i valori 0 < c < 1 (δ
denota un impulso di Dirac). La pdf f(c) è chiamata pdf del modo reagente. Tutte queste grandezze
sono funzioni delle coordinate spaziali, sebbene questa dipendenza non sia stata qui indicata per
concisione; vedi oltre, eq. (5.73). Le pdf P (c) e f(c) sono normalizzate individualmente cos̀ı che

∫ 1

0
P (c) dc = 1 (5.64)

∫ 1−

0+
f(c) dc = 1 (5.65)

26Dalla (5.45) si può immediatamente ricavare un’espressione per la media convenzionale (di Reynolds) della
temperatura:

T = T0 (1 + τ c) (5.55)

ma il valore della media convenzionale della variabile di progresso che compare a secondo membro, c, non è disponibile,
a differenza di c̃, per cui questa espressione non è utilizabile a questo stadio; vedi oltre, eq. (5.75).
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le quali danno il risultato

α + β + γ = 1 (5.66)

Sotto l’assunzione di combustione in sottili lamine è γ � 1, per cui la pdf (5.63) si riduce a

P (c) ∼= α δ(c) + β δ(1 − c) (5.67)

con

α + β ∼= 1 (5.68)

Questi due coefficienti possono essere stimati per mezzo del valore locale di c̃, noto dalla soluzione
della (5.53), esprimendolo, in maniera analoga alla (5.22), come

c̃ =
1

ρ

∫ 1

0
c ρ(c)P (c) dc ∼=

β ρ∞
ρ

= β
1 + τ c̃

1 + τ
(5.69)

poiché la pdf è non nulla solo per c = 0 (dove però l’integrando ovviamente si annulla) e per c = 1
(dove ρ = ρ∞). Ne segue che

β ∼=
(1 + τ ) c̃

1 + τ c̃
(5.70)

α ∼= 1 − β =
1 − c̃

1 + τ c̃
(5.71)

con l’ultima ottenuta attraverso la condizione di normalizzazione espressa dalla (5.68). La pdf della
variabile di progresso può quindi essere scritta esplicitamente come

P (c) ∼=
1 − c̃

1 + τ c̃
δ(c) +

(1 + τ ) c̃

1 + τ c̃
δ(1 − c) (5.72)

Per quanto detto, la (5.72) va interpretata come una

P (c) = P [c; c̃(x)] (5.73)

Allora, la media convenzionale della temperatura, calcolata come

T =
∫ 1

0
T0 (1 + τ c)P (c) dc (5.74)

risulta essere

T = T0
1 + 2 τ c̃ + τ 2 c̃

1 + τ c̃
(5.75)

In modo simile, la varianza convenzionale della temperatura risulta

T ′2 = T 2
0

τ 2 (1 + τ ) c̃ (1 − c̃)

(1 + τ c̃)2
(5.76)

La forma (5.72) consente tra l’altro di calcolare il valore limite della varianza della grandezza scalare
c quando appunto si assume che la pdf sia data da due soli picchi di Dirac agli estremi:

c̃′′2 =
ρ c′′2

ρ
=

ρ0

ρ

∫ 1

0

(c − c̃)2

1 + τ c
P (c) dc = (1 + τ c̃)

(
α c̃2 + β

(1 − c̃)2

1 + τ

)
= c̃ (1 − c̃) (5.77)
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Figura 5.19: Schema della fiamma turbolenta premiscelata investigata da Yoshida (la linea sottile
indica il luogo ove c̃ = 0.5).

In questo approccio la dipendenza dai particolari reagenti considerati è condensata nel valore del
parametro di rilascio di calore τ , che assume valori che vanno da 3 a 9 (a seconda dei reagen-
ti utilizzati nella miscela fresca, e del suo rapporto di equivalenza); non viene tenuto in conto
esplicitamente il meccanismo di reazione, poiché si presume che la reazione sia controllata dal mis-
celamento piuttosto che dalla cinetica chimica. L’unica costante di modellizzazione è C, per la
quale purtroppo non esiste un valore accettato universalmente come ottimale; si assumono gen-
eralmente valori compresi tra 4 e 32. La mancanza di un valore univocamente definito per questa
costante è evidentemente un inconveniente fondamentale di questo approccio di modellizzazione.
Incidentalmente, questo modello è molto simile al modello ‘eddy break–up’ di Spalding [60], in cui
la dipendenza del tasso medio di reazione dal prodotto c̃ (1 − c̃) è invece preso come una radice
quadrata.

L’approccio della variabile di progresso è qui applicato al calcolo di una fiamma premiscelata
oggetto di indagini sperimentali da parte di Yoshida [61]. L’apparato sperimentale è schematizzato
in fig. 5.19. Una miscela di gas naturale ed aria con rapporto di equivalenza ϕ = 0.8 è scaricata da un
tubo verticale di diametro D = 40 mm, ad una velocità di massa U = 5.44 m/s, in aria in quiete.
Il miscelamento tra il flusso premiscelato e l’aria implica un campo di entalpia non uniforme, per
cui a rigore non si ha una fiamma premiscelata pura; viene perciò adottata un’opportuna estensione
dell’approccio riportato sopra, secondo le linee di Bray et al. [62] 27. Sono ottenuti profili radiali
alle stazioni x/D = 1.75, 2.375, e 3.

Questo caso test è modellizzato [45] adottando l’approssimazione di flusso parabolizzato (vedi nota

27In questo caso le variabili di stato sono ridotte ad una funzione di due grandezze, la variabile di progresso ed
un’entalpia adimensionale. Quest’ultima quantità è trattata come uno scalare conservato, e si introducono equazioni
modellate per la sua media e varianza per determinare la sua pdf.
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Figura 5.20: Profili radiali della velocità assiale media (resa adimensionale rispetto ad U). Quadrati,
risultati sperimentali (Yoshida 1981); linea continua, previsioni numeriche.

10), ed il modello di turbolenza k–ε1 (vedi nota 11). Si assume che il gradiente assiale della pressione
media sia dato dal battente idrostatico. Lo stesso caso test è simulato da Davé e Kollmann [63],
per quanto con un modello più raffinato che tiene conto del trasporto non secondo gradiente.
La fig. 5.20 riporta i profili radiali della componente assiale della velocità media alle tre stazioni
trasversali considerate.

Si ottiene un accordo soddisfacente scegliendo il valore C = 8 (lo stesso adottato da Davé e Koll-
mann) per la costante nell’eq. (5.54), sebbene la velocità sia leggermente sovrastimata sull’asse di
simmetria. Questo accordo non implica che la turbolenza sia modellizzata con pieno successo, come
si può vedere dalla fig. 5.21, in cui sono presentati i profili dello sforzo di taglio di Reynolds. È
evidente che questa grandezza è prevista in modo molto modesto, il che indica limiti nell’applica-
bilità del modello. Incidentalmente, altri risultati numerici [63] mostrano un simile disaccordo per
ũ′′v′′ (sebbene in misura un poco minore), con andamenti radiali analoghi alle previsioni qui pre-
sentate. L’accordo per ũ deve perciò essere considerato in qualche misura un segno della moderata
sensibilità dei momenti primi alla modellizzazione adottata per i momenti secondi. La figura 5.22
presenta profili radiali della media (convenzionale) della differenza di temperatura tra il flusso e
l’aria ambiente; sebbene si osservi un accordo qualitativo, i gradienti di temperatura calcolati sono
più ripidi di quelli misurati, specialmente alle stazioni x/D = 2.375 e 3, il che indica una diffusione
scalare sottostimata. È possibile ovviare artificialmente a questo effetto diminuendo il valore del
numero di Prandtl/Schmidt turbolento σc, qui preso come 0.7. Non ricorriamo qui a questo arti-
ficio, in quanto non sembrano esserci motivi sufficienti per discostarsi dal valore considerato sopra
(dati sperimentali [47, 64], pur se relativi a fiamme nonpremiscelate, indicano valori di 0.7 o un
poco superiori). Infine, la fig. 5.23 riporta confronti della deviazione standard delle fluttuazioni di
temperatura, la verifica più diretta della consistenza del modello di combustione turbolenta. An-
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Figura 5.21: Profili radiali dello sforzo di taglio di Reynolds (reso adimensionale con U2). Quadrati,
dati sperimentali (Yoshida 1981); linea continua, previsioni numeriche.

Figura 5.22: Profili radiali della differenza di temperatura media rispetto all’aria ambiente (in K).
Quadrati, dati sperimentali (Yoshida 1981); linea continua, previsioni numeriche.
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Figura 5.23: Profili radiali della deviazione standard della temperatura (in K). Quadrati, dati
sperimentali (Yoshida 1981); linea continua, previsioni numeriche.

che per queste fluttuazioni sono predetti gradienti più ripidi di quelli misurati in prossimità della
zona di fiamma. Tuttavia, è interessante sottolineare che gli aspetti qualitativi generali sono ben
riprodotti. Infatti, le fluttuazioni di temperatura calcolate sono nulle in prossimità dell’asse (dove
la temperatura è uniforme al valore T0), hanno quindi un massimo vicino alla posizione media della
fiamma, poi decrescono a zero (a x/D = 1.75 e 2.375), dove la miscela è completamente bruciata in
prodotti (temperatura uniforme al valore T∞), e successivamente crescono nuovamente a causa del
miscelamento turbolento dei prodotti, caldi, e dell’aria circostante, fredda. A x/D = 3, le regioni
di fiamma, prodotti, ed aria esterna sono meno chiaramente identificabili.

In conclusione, i risultati mostrano un accordo più modesto rispetto a quello ottenuto per fiamme
nonpremiscelate, indicando cos̀ı lo stato meno sviluppato dei modelli di combustione premiscelata.
Davé e Kollmann riportano un accordo significativamente migliore per i profili di temperatura usan-
do un modello di turbolenza con chiusura sui momenti secondi, che evita l’assunzione di trasporto
secondo gradiente. Tuttavia, questo migliore accordo è in parte ottenuto introducendo delle mod-
ifiche ad hoc del modello riportato sopra. Per esempio, nell’eq. (5.54) ρ è sostituito con ρ0 per il
semplice motivo che questo stratagemma dà un accordo più stretto con i risultati sperimentali.
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Capitolo 6
Modelli con chimica a velocità finita

In questo capitolo viene presentata un’estensione dei modelli esaminati nel capitolo precedente,
intesa ad includere gli effetti della velocità finita delle reazioni chimiche, nonché della diffusione
differenziale. Gli sviluppi sono riportati per il caso di combustione in regime nonpremiscelato, che è
quello di gran lunga più interessante per gli endoreattori. Sono state comunque proposte estensioni
anche per reagenti premiscelati [72, 73].

6.1 Modello ‘stretched laminar flamelets’ per combustione

turbolenta nonpremiscelata

Modelli per combustione turbolenta che tengono conto della velocità finita delle reazioni sono
stati sviluppati sulla base dell’approccio delle ‘stretched laminar flamelets’ [65, 66, 67, 68, 69, 70].
Nell’approccio delle stretched laminar flamelets la fiamma turbolenta è vista come un insieme di
sottili fiamme laminari trasportate dalla turbolenza.

Tale approccio è basato sull’assunzione che in una fiamma le reazioni abbiano luogo in ‘fiammelle’
sottili (rispetto alle scale della turbolenza); in tali condizioni, poiché una dimensione (lo spessore)
della fiamma risulta di gran lunga inferiore alle restanti due, è possibile operare uno sviluppo
matematico che porta, come vedremo subito, a descrivere i valori delle grandezze di stato entro
la fiamma stessa in funzione di due grandezze fondamentali (quindi non più una sola, come nel
caso degli approcci dello scalare conservato o della variabile di progresso), delle quali la seconda
quantifica gli effetti della chimica a velocità finita.

Consideriamo l’equazione di conservazione della specie chimica i, scritta per i valori istantanei (2.31);
per comodità sottraiamo da essa l’equazione di continuità (2.8) moltiplicata per Yi, in modo da
ottenere la cosidetta forma non–conservativa:

ρ
∂Yi

∂t
+ ρ uk

∂Yi

∂xk
=

∂

∂xk

(
ρD

∂Yi

∂xk

)
+ wi, i = 1, 2, ..., N (6.1)

Abbiamo inoltre esplicitamente indicato il coefficiente di diffusione come ρD (anziché come µ/σ).
A questo punto, introduciamo la seguente trasformazione di coordinate

τ = t (6.2)

Z = Z(x1, x2, x3, t)

Z2 = x2

Z3 = x3

77
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dalla quale le variabili indipendenti originarie possono essere espresse in funzione di quelle nuove
secondo le

t = t(τ, Z) (6.3)

x1 = x1(Z)

x2 = x2(Z,Z2)

x3 = x3(Z,Z3)

Intendiamo dunque riscrivere la (6.1) adottando come variabili indipendenti τ , Z, Z2 e Z3. Il
termine di derivata temporale può essere espresso come

∂

∂t
=

dτ

dt

∂

∂τ
+

∂Z

∂t

∂

∂Z
=

∂

∂τ
+

∂Z

∂t

∂

∂Z
(6.4)

mentre le tre derivate spaziali possono essere espresse nella forma

∂

∂x1
=

∂Z

∂x1

∂

∂Z
(6.5)

∂

∂x2
=

∂Z

∂x2

∂

∂Z
+

∂Z2

∂x2

∂

∂Z2
=

∂Z

∂x2

∂

∂Z
+

∂

∂Z2
(6.6)

∂

∂x3
=

∂Z

∂x3

∂

∂Z
+

∂Z3

∂x3

∂

∂Z3
=

∂Z

∂x3

∂

∂Z
+

∂

∂Z3
(6.7)

Ne segue che i termini di transiente e convettivo della (6.1) possono essere riscritti come

∂Yi

∂t
=

∂Yi

∂τ
+

∂Z

∂t

∂Yi

∂Z
(6.8)

uk
∂Yi

∂xk
= u1

∂Z

∂x1

∂Yi

∂Z
+ u2

∂Z

∂x2

∂Yi

∂Z
+ u3

∂Z

∂x3

∂Yi

∂Z
+ u2

∂Yi

∂Z2
+ u3

∂Yi

∂Z3
(6.9)

Per il termine diffusivo, che possiamo scrivere per esteso come

∂

∂xk

(
ρD

∂Yi

∂xk

)
=

∂

∂x1

(
ρD

∂Yi

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
ρD

∂Yi

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
ρD

∂Yi

∂x3

)
(6.10)

cominciano ad espandere le derivate interne alle parentesi

∂

∂xk

(
ρD

∂Yi

∂xk

)
=

=
∂

∂x1

(
ρD

∂Z

∂x1

∂Yi

∂Z

)
+

∂

∂x2

(
ρD

∂Z

∂x2

∂Yi

∂Z

)
+

∂

∂x3

(
ρD

∂Z

∂x3

∂Yi

∂Z

)
+

∂

∂x2

(
ρD

∂Yi

∂Z2

)
+

∂

∂x3

(
ρD

∂Yi

∂Z3

)

(6.11)
Questa può essere riscritta come

∂

∂xk

(
ρD

∂Yi

∂xk

)
=

=

[
∂

∂x1

(
ρD

∂Z

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
ρD

∂Z

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
ρD

∂Z

∂x3

)]
∂Yi

∂Z
+
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+ ρD

[
∂Z

∂x1

∂

∂x1

(
∂Yi

∂Z

)
+

∂Z

∂x2

∂

∂x2

(
∂Yi

∂Z

)
+

∂Z

∂x3

∂

∂x3

(
∂Yi

∂Z

)]
+

+
∂ρD

∂x2

∂Yi

∂Z2

+
∂ρD

∂x3

∂Yi

∂Z3

+ ρD

[
∂

∂x2

(
∂Yi

∂Z2

)
+

∂

∂x3

(
∂Yi

∂Z3

)]
(6.12)

ed ancora

∂

∂xk

(
ρD

∂Yi

∂xk

)
=

=

[
∂

∂x1

(
ρD

∂Z

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
ρD

∂Z

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
ρD

∂Z

∂x3

)]
∂Yi

∂Z
+

+ ρD



(
∂Z

∂x1

)2

+

(
∂Z

∂x2

)2

+

(
∂Z

∂x3

)2

 ∂2Yi

∂Z2
+ ρD

(
∂Z

∂x2

∂2Yi

∂Z2 ∂Z
+

∂Z

∂x3

∂2Yi

∂Z3 ∂Z

)
+

+
∂ρD

∂x2

∂Yi

∂Z2
+

∂ρD

∂x3

∂Yi

∂Z3
+ ρD

(
∂Z

∂x2

∂2Yi

∂Z2 ∂Z
+
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∂x3

∂2Yi

∂Z3 ∂Z

)
+ ρD

(
∂2Yi

∂Z2
2

+
∂2Yi

∂Z2
3

)
(6.13)

Posto

R′ = ρ

(
u2

∂Yi

∂Z2
+ u3

∂Yi

∂Z3

)
(6.14)

R′′ =
∂ ρD

∂x2

∂Yi

∂Z2
+

∂ ρD

∂x3

∂Yi

∂Z3
+ ρD

[
2

(
∂Z

∂x2

∂2Yi

∂Z2 ∂Z
+

∂Z

∂x3

∂2Yi

∂Z3 ∂Z

)
+

(
∂2Yi

∂Z2
2

+
∂2Yi

∂Z2
3

)]

(6.15)
e chiamato tasso di dissipazione scalare la grandezza

χ = 2D



(
∂Z

∂x1

)2

+

(
∂Z

∂x2

)2

+

(
∂Z

∂x3

)2

 (6.16)

ossia, in notazione tensoriale

χ = 2D
∂Z

∂xk

∂Z

∂xk

(6.17)

allora l’equazione di conservazione delle specie (6.1) si riscrive

ρ
∂Yi

∂τ
+ρ

∂Z

∂t

∂Yi

∂Z
+ρ uk

∂Z

∂xk

∂Yi

∂Z
+R′ =

[
∂

∂xk

(
ρD

∂Z

∂xk

)]
∂Yi

∂Z
+ρ

χ

2

∂2Yi

∂Z2
+R′′+wi, i = 1, 2, ..., N

(6.18)
Se a questa equazione sottraiamo l’eq. (5.4) di conservazione dello scalare conservato, che qui
riscriviamo nella forma, essendo µ/σ = ρD

ρ
∂Z

∂t
+ ρ uk

∂Z

∂xk
=

∂

∂xk

[
ρD

∂Z

∂xk

]
(6.19)

moltiplicata per ∂Yi/∂Z, si ha

ρ
∂Yi

∂τ
+ R′ = ρ

χ

2

∂2Yi

∂Z2
+ R′′ + wi, i = 1, 2, ..., N (6.20)
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Come si vede, in questa equazione compaiono tre gruppi di termini: un termine di variazione nel
tempo, tre termini di derivate spaziali, ed un termine sorgente. A questo punto, introduciamo
l’osservazione cruciale: il termine in χ è assolutamente prevalente rispetto agli altri due termini
spaziali (R′ eR′′) in quanto, essendo la fiamma sottile, le derivate ∂Z/∂xk che compaiono nella (6.17)
sono molto elevate, ed ancor più lo sono una volta elevate al quadrato. Questa osservazione porta
a trascurare i termini R′ ed R′′, per cui la (6.20) si può semplicemente riscrivere come

ρ
∂Yi

∂τ
= ρ

χ

2

∂2Yi

∂Z2
+ wi, i = 1, 2, ..., N (6.21)

Per fiammelle stazionarie, questa porta al seguente bilancio per la specie i, che comprende solo i
termini di diffusione e reazione:

ρ
χ

2

∂2Yi

∂Z2
+ wi(ρ, T, Yj, j = 1, 2, ..., N) = 0, i = 1, 2, ..., N (6.22)

dove abbiamo esplicitamente indicato la dipendenza del tasso di produzione della generica i–esima
specie da densità, temperatura, e dalla concentrazione di tutte le specie. Un’equazione di forma
simile può essere ricavata per l’energia, sotto forma di entalpia (in questo caso compare solo il
termine diffusivo):

ρ
χ

2

∂2h

∂Z2
= 0 (6.23)

Se conoscessimo χ (vedi oltre), potremmo allora risolvere il sistema (implicito) delle N + 1
equazioni (6.22, 6.23), insieme alle equazioni di stato termica (2.6) e calorica (2.13), nell’intervallo
[0 ≤ Z ≤ 1], il che permetterebbe quindi di ricavare le grandezze di stato nella forma

ρ = ρ(Z,χ) (6.24)

h = h(Z,χ) (6.25)

T = T (Z,χ) (6.26)

Yi = Yi(Z,χ) (6.27)

e simili. Queste espressioni possono essere confrontate con quelle valide nel caso di chimica in
equilibrio, (5.8) e simili, nelle quali le variabili di stato figuravano come funzione del solo scalare
conservato Z. Si noti quindi che in condizioni di equilibrio chimico le relazioni che esprimono
le varie grandezze di stato in funzione di Z sono del tutto indipendenti dalla scala spaziale del
fenomeno di combustione considerato, sia che si tratti di un sottile fronte di fiamma di spessore di
qualche decimo di millimetro, sia che si tratti di combustione su larga scala come nella caldaia di
una centrale elettrica, o in un incendio. Tale situazione risulta evidentemente ben poco credibile
per specie chimiche la cui concentrazione è in realtà controllata da reazioni relativamente lente,
per le quali il tempo di residenza (ovviamente legato alla scala spaziale) gioca quindi un ruolo
cruciale. L’approccio delle stretched laminar flamelets permette invece di ritenere gli effetti della
cinetica chimica, in quanto nelle (6.23) compaiono i tassi di produzione delle specie, ed in questo
modo introduce la dipendenza da una seconda variabile, il tasso di dissipazione scalare definito dal-
la (6.17). Come si vede, in χ compare una derivata spaziale, per cui risulta ristabilita la dipendenza
da una scala spaziale: in particolare, χ risulterà tipicamente alto in fiamme molto sottili (essendo
molto piccola la dimensione spaziale che compare a denominatore della derivata spaziale), ed invece
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piccolo in fiamme più estese, ossia prossime all’equilibrio in virtù degli associati lunghi tempi di
residenza. Quindi a valori di χ bassi corrisponde chimica prossima all’equilibrio, e viceversa a χ
alti corrispondono importanti effetti di chimica a velocità finita.

Si noti che in questo approccio le fiamme laminari hanno una loro struttura interna, determinata
dalla soluzione delle (6.22,6.23). Dalle (6.22) risulta che la concentrazione delle specie, e di con-
seguenza tutte le altre grandezze di stato, sono determinate da equazioni di bilancio in cui entrano
in gioco la cinetica chimica (attraverso wi) e la diffusione (attraverso il termine in χd2Yi/dZ

2). La
temperatura, come abbiamo detto, può essere ricavata da entalpia e concentrazioni invertendo l’e-
quazione calorica di stato (2.13); assegnate le concentrazioni, l’entalpia risulta infatti una funzione
crescente della temperatura, per cui facilmente invertibile. Il profilo di temperatura come funzione
della coordinata Z attraverso la fiamma presenterà un picco intorno alle condizioni stechiometriche
(intorno alle quali avviene la maggior parte del rilascio di calore). Il profilo in funzione di Z può
anche essere convertito in un profilo in funzione di una coordinata spaziale x attraverso la fiamma
(orientata normale ad essa) se è noto χ; con questa scelta dell’orientamento delle coordinate la
definizione (6.16) si riduce infatti a (essendo nulle le derivate in direzione ortogonale ad x)

χ = 2D

(
dZ

dx

)2

(6.28)

Ne segue

dx =

√
χ

2D
dZ (6.29)

Questa relazione esprime dunque un legame fra i dZ ed i corrispondenti dx, per cui è possibile usare
le coordinate Z e x in modo intercambiabile, una volta specificato χ.

A titolo di esempio, la fig. 6.1, relativa a combustione syngas/aria (il syngas è una miscela di 40%
CO, 30% H2, 30% N2 in volume, cioè in termini di frazioni molari), riporta gli andamenti della tem-
peratura per un valore di χc basso, corrispondente ad una fiamma relativamente spessa (il significato
dell’indice c attribuito a χ sarà spiegato fra breve), e per un valore di χc elevato, corrispondente
ad una fiamma sottile. Si può notare come nel caso di χc elevato si hanno gradienti di temperatura
molto più elevati che nel caso a basso χc. Poiché il flusso di calore trasmesso per conduzione è
proporzionale al gradiente di temperatura, si ha nella fiamma a χc alto un forte trasferimento di
calore dalla zona ad alta temperatura (in prossimità delle condizioni stechiometriche) verso i due
lati della fiamma (lato ossidante a sinistra e lato combustibile a destra), fatto che è responsabile
della più bassa temperatura di picco osservata (in confronto al caso a basso χc). All’aumentare di
χc, si arriva ad una condizione limite in corrispondenza alla quale il calore trasmesso per conduzione
diventa più grande del calore rilasciato dalle reazioni, e la fiamma si estingue. L’ultimo valore di
χc per il quale la fiamma resta ancora accesa viene indicato come χq, dove la q sta per quenching,
estinzione. Quindi, per tutti valori di χc > χq la fiamma risulta estinta (che è evidentemente il caso
limite degli effetti di chimica a velocità finita).
La fig. 6.1 evidenzia anche come la relazione tra Z ed x sia nonlineare. In particolare, si hanno elevati
valori di dZ/dx in prossimità delle condizioni stechiometriche, e valori più bassi lontano dal fronte di
fiamma, che tendono ad annullarsi del tutto lato ossidante e lato combustibile. Di conseguenza, ne
segue che il tasso di dissipazione scalare, dato dalla (6.28), non sarà costante attraverso la fiamma.
Occorre precisare che ciò risulta dovuto, oltre alla citata nonlinearità della relazione Z–x, anche al
fatto che il coefficiente di diffusione che compare nella (6.28), essendo funzione di temperatura e
composizione, varia anch’esso attraverso la fiamma. Quindi, quando sopra abbiamo ipotizzato di
conoscere χ, avremmo dovuto in realtà precisare ‘ipotizzato di conoscere χ come funzione di Z’ (o
equivalentemente di x).
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Figura 6.1: Andamento della temperatura (linea continua) e dello scalare conservato (linea trat-
teggiata) attraverso una fiamma syngas/aria: sopra, χc = 9 s−1; sotto, χc = 540 s−1. Temperatura
dei reagenti uguale a 300 K, pressione atmosferica.
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La variabilità di χ attraverso la fiamma indica l’opportunità di individuare un valore rappresentativo
di questa grandezza, che possa identificare la fiamma stessa. In altre parole, anziché esprimere ogni
grandezza di stato come un’effettiva funzione di due variabili, secondo per esempio la (6.27), si
preferisce esprimerla piuttosto come funzione di Z con parametro χc

Yi = Yi(Z;χc) (6.30)

dove χc è il valore del tasso di dissipazione scalare condizionato, cioè preso in corrispondenza ad
un punto rappresentativo della fiamma, come il fronte di fiamma, per esempio identificato con le
condizioni stechiometriche (per le quali talvolta si adotta la notazione χst al posto di χc) oppure
con il punto di massima temperatura (nel qual caso si adotta talvolta la notazione χmax).

L’approccio considerato consente dunque di esprimere in una fiamma laminare sottile ciascuna
grandezza di stato come funzione di due variabili, o meglio della variabile Z e del parametro χc,
il quale ultimo quantifica gli effetti della chimica a velocità finita. Tale espressione potrà essere
applicata ai valori istantanei delle grandezze di stato in fiamme turbolente nel caso in cui lo spessore
di tali fiamme laminari sia inferiore alla più piccola scala spaziale della turbolenza, la lunghezza
di Kolmogorov. In realtà, un confronto basato sulle scale spaziali è corretto solo per combustione
premiscelata (nelle fiamme laminare premiscelate lo spessore della zona dove vengono consumati
i reagenti risulta indipendente dalle dimensioni complessive del fenomeno di combustione; per
esempio nella combustione di una miscela metano/aria a pressione atmosferica lo spessore tipico
della fiamma laminare è di circa 0,4 mm), mentre per combustione nonpremiscelata (nel qual caso
non esiste uno spessore intrinseco della fiamma) è più corretto un confronto sulle scale dei tempi.
Se le condizioni della fiamma turbolenta implicano appunto che prevale la condizione tc < tK (ossia
che il tempo chimico caratteristico, in questo caso delle reazioni energeticamente significative, è più
piccolo della più piccola scala della turbolenza), allora la fiamma turbolenta risulterà composta da
un insieme di sottili fiamme laminari (dette quindi flamelets, fiammelle) che vengono trasportate
e distorte dai moti turbolenti. Entro ognuna di queste sottili fiamme, sarà possibile esprimere i
valori istantanei della generica grandezza di stato φ (densità, temperatura, frazione di massa, etc.)
in una forma del tipo (6.30), ossia

φ = φ(Z;χc) (6.31)

da confrontare per esempio con la (5.8), valida per chimica in equilibrio. Per ottenere il valore
medio di φ è allora necessario introdurre una funzione densità di probabilità delle due variabili
Z e χc, indicata come P (Z,χc), tale che P (Z,χc) dZ dχc rappresenti la probabilità che nel punto
considerato lo scalare conservato assuma valori compresi tra Z e Z+dZ, e simultaneamente il tasso
di dissipazione scalare condizionato assuma valori compresi tra χc e χc +dχc. Il valore medio potrà
allora essere espresso come

φ =
∫ ∞

0

∫ 1

0
φ(Z,χc)P (Z,χc) dZ dχc (6.32)

dove il primo integrale si riferisce all’integrazione rispetto a χc (che può assumere valori compresi
tra 0 ed ∞). La difficoltà è, al solito, nell’identificazione di una forma ragionevole per la funzione
densità di probabilità di Z e χc; sulla base di indicazioni sperimentali e numeriche, ma in buona
parte anche per convenienza computazionale, si assume independenza statistica tra Z e χc, cioè si
ammette di poter scindere la pdf di Z e χc nel prodotto di due pdf di una singola variabile, cioè

P (Z,χc) = P (Z)P (χc) (6.33)
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L’identificazione di una forma presunta ragionevole per P (Z) (per esempio, una funzione beta) e
P (χc) è un problema al quale si può una dare una risposta soddisfaciente. Per il tasso di dissi-
pazione scalare si può infatti assumere una distribuzione log–normale, come dapprima ipotizzato
da Kolmogorov [105], e poi confermato da tutte le risultanze sperimentali:

P (χc) =
1√
2π

1

σ̂ χc

exp


− 1

2 σ̂2

(
log

χc

χref

− µ̂

)2

 (6.34)

dove χref è un valore di riferimento (arbitrario) del tasso di dissipazione scalare, ed è stata adottata
la seguente stipulazione per definire µ̂

χ̃

χref
= exp

(
µ̂ +

σ̂2

2

)
(6.35)

dove χ̃ si ricava dalla (5.13), mentre σ̂ è un parametro della distribuzione, di definizione un poco
controversa. Risultati sperimentali [106] suggeriscono un valore

σ̂ = 2 (6.36)

mentre altri autori preferiscono un valore attorno a 1.2, oppure ricorrono ad un’espressione del tipo

σ̂ =
√
Aχ + µχ log(0.1Re) (6.37)

che pur avendo una qualche giustificazione teorica, richiede di individuare i valori dei coefficienti
Aχ e µχ del modello. In mancanza di altre indicazioni, si ricorre ad un’ottimizzazione al calcolatore
per identificare i valori più opportuni, operazione che evidentemente può andar bene per un singolo
caso, ma manca di generalità.

Definita quindi la forma della funzione densità di probabilità di Z e χc, è allora possibile ricavare i
valori medi (di Reynolds) di tutte le grandezze di stato attraverso la (6.32). Attraverso opportune
estensioni delle (5.22–5.24) è poi possibile ricavare i valori delle medie di Favre, nonché varianze di
Reynolds e di Favre di tutte le grandezze di stato.

Resta da affrontare il problema di come ricavare le relazioni del tipo (6.30,6.31). Una via possibile
è quella di risolvere le N+1 equazioni (6.22,6.23), assegnando χ come funzione di Z attraverso una
soluzione di similarità (a rigore valida sotto l’ipotesi di prodotto ρ2D costante) del tipo [65]

χ =
as

π
exp

{
− 2 [erfc−1(2Z)]2

}
(6.38)

dove erfc indica la funzione errore complementare 28. In questa espressione as rappresenta lo strain
rate in corrispondenza al punto di stagnazione di una fiamma in controflusso, con il significato di
un gradiente di velocità (vedi sez. 6.2 per maggiori delucidazioni). Ne segue che lo strain rate ha
dimensioni dell’inverso di un tempo, come il tasso di dissipazione scalare. Il significato fisico delle
due grandezze è tuttavia differente; il tasso di dissipazione scalare (nella cui espressione compare
un coefficiente di diffusione) ha il significato dell’inverso di un tempo di diffusione, mentre lo strain

28La funzione errore è definita come

erf x =
2√
π

∫ x

0

e−t2 dt (6.39)

e la funzione errore complementare come

erfc x = 1 − erf x (6.40)
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rate (in cui compare appunto una velocità, o meglio il suo gradiente) ha il significato dell’inverso
di un tempo convettivo.

Variando nella relazione (6.38) il valore di as, si ottengono soluzioni corrispondenti a differenti
valori di χ, ed è possibile identificare per ogni soluzione i relativi valori di χ(Z), ed in particolare
quello χc condizionato al fronte di fiamma, per esempio valutato nel punto stechiometrico, oppure
alternativamente di massima temperatura. Una soluzione per un singolo valore di χc, comprendente
quindi tutti i valori delle grandezze di stato al variare di Z, è chiamata una fiammella. Il valore di
χc andrà fatto variare da zero (soluzione in equilibrio chimico completo) fino al limite di estinzione
χq (da identificare attraverso i calcoli mediante successivi tentativi, aumentando as fino ad ottenere
lo spegnimento della fiamma); inoltre occorre considerare lo stato inerte (semplice miscelamento
di ossidante e combustibile, senza reazione) che descrive il comportamento per χc > χq. L’insieme
delle fiammelle in tal modo determinate viene chiamato una libreria (o talvolta una biblioteca) di
fiammelle laminari.

Incidentalmente, il tasso di dissipazione scalare viene talvolta designato come stretch, ed il fatto di
utilizzare una libreria di fiammelle sottoposte a differenti livelli di stretch rende conto del nome del
modello.

6.2 Estensione del modello per tener conto della diffusione

differenziale

Dall’analisi degli sviluppi che portano alle (6.22,6.23) si può osservare come la coordinata Z, che
è stata fin qui identificata come lo scalare conservato (precedentemente definito come frazione in
massa del combustibile, tanto in forma combusta che incombusta), in realtà svolge semplicemente la
funzione di una coordinata attraverso la fiamma. Essa perciò potrebbe essere identificata con altre
grandezze, purché esse varino in modo monotono attraverso la fiamma laminare e siano descritte
da equazioni puramente convettive–diffusive, cioè con termine sorgente nullo.

Tra le grandezze che possiamo considerare in alternativa figura la frazione di massa elementale (o
atomica) Zj dei differenti elementi che sono presenti, vedi 5.1.1; il campo di variazione può essere
ridotto all’intervallo tra zero ed uno adottando la normalizzazione (5.29). Occorre tuttavia osservare
che, se i meccanismi di diffusione differenziale sono presi in considerazione, la variazione di Zj , e
quindi anche della forma normalizzata (5.29), potrebbe non essere monotona. Questa situazione può
verificarsi, anche se in limitate regioni della fiamma, quando i coefficienti di diffusione delle diverse
specie sono significativamente diversi tra loro, cosa che è vera in particolare per l’idrogeno (sia
molecolare che atomico). È tuttavia possibile in generale adottare un’opportuna media pesata delle
frazioni di massa normalizzate dei diversi elementi, la quale soddisfi il requisito di monotonicità.
Possiamo perciò adottare la seguente definizione per Z:

Z =
L∑

j=1

γj
Zj − Zj,o

Zj,f − Zj,o
(6.41)

dove i coefficienti γj devono essere determinati opportunamente al fine di assicurare la monotonicità
di Z come funzione di x.

Adottando come variabile Z attraverso la fiamma lo scalare conservato in tal modo definito, risulta
allora possibile tenere in conto anche gli effetti di diffusione differenziale. Ovviamente, la libreria
di fiammelle laminari deve a questo scopo essere opportunamente definita.

A questo scopo, si adottano fiammelle laminari calcolate mediante appositi codici [107, 108, 10]
che tengono in conto tanto la chimica a velocità finita, quanto le proprietà di trasporto dettagliate
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delle specie e dell’energia (abbandonando quindi l’ipotesi di eguali diffusività). Tali codici fanno in
genere riferimento ad una configurazione di fiamma ‘in controflusso’, in cui ossidante e combustibile
sono iniettati l’uno contro l’altro in due getti contrapposti allineati; si stabilisce quindi una fiamma
piana al contatto fra i due getti. Il calcolo di tale fiamma viene condotto solo sull’asse dei getti,
in quanto ciò permette di adottare una conveniente formulazione monodimensionale. Il livello di
stretch viene imposto indirettamente assegnando le velocità dei due getti: tanto maggiori sono tali
velocità, tanto minore sarà il tempo a disposizione per completare le reazioni, e ciò corrisponde a
maggiori effetti di chimica a velocità finita. Per quantificare tali effetti, consideriamo l’andamento
delle velocità lungo l’asse dei due getti, adottato come asse x. Con riferimento per esempio alla
fig. 6.1, abbiamo che da sinistra è immesso l’ossidante (nella direzione positiva dell’asse x, quindi
con velocità positiva), mentre da destra è immesso in senso opposto il combustibile (quindi con
velocità negativa). La velocità sull’asse varia tra questi due estremi, ed in particolare in un punto
detto di stagnazione, la velocità risulta nulla. Esisterà quindi un gradiente di velocità lungo l’asse,
che può servire allo scopo che ci siamo prefissi. Se consideriamo il valore (assoluto) del gradiente
di velocità in un punto particolare dell’asse, per esempio nel punto di stagnazione, che chiamiamo
strain rate (tasso di deformazione) ed indichiamo con as, possiamo adottarlo come indice degli
effetti di chimica a velocità finita. Vedremo poi come identificare il corrispondente valore di χc. Le
grandezze di stato saranno perciò ricavate lungo l’asse dei due getti contrapposti nella forma

φ = φ(x; as) (6.42)

Tra le varie grandezze di stato, le frazioni di massa delle diverse specie chimiche in particolare
permettono di ricavare le frazioni di massa elementali attraverso le (5.27), e quindi lo scalare
conservato secondo la definizione adottata (6.41), per cui è anche possibile scrivere

Z = Z(x; as) (6.43)

Avendo opportunamente scelto la definizione (6.41) dello scalare conservato in modo da assicurare
che la Z come funzione di x sia monotona, risulta possibile invertire la (6.43) per ottenere una

x = x(Z; as) (6.44)

Sostituendo questa espressione nella (6.42) si ottiene una forma

φ = φ[x(Z; as); as] = φ(Z; as) (6.45)

del tipo cioè richiesto dalla formulazione stretched laminar flamelets, anche se resta da identificare
il valore di χc corrispondente ad as (ossia, alle velocità imposte ai due flussi). A tal fine occorre
evidentemente utilizzare la (6.17), dove la derivata dZ/dx si può facilmente ricavare dalla (6.43).
L’individuazione del coefficiente di diffusione D da adottare nella (6.17) tuttavia non è immediata, a
causa della definizione un poco artificiosa introdotta per lo scalare conservato (6.41). Una possibile
definizione di D coerente con le (5.27,6.41) potrebbe per esempio essere

D =
J∑

j=1

γj

N∑

i=1

µji YiDi (6.46)

dove Di è il coefficiente di diffusione della specie i, vedi (2.7,2.11). Ad ogni modo, quest’ultimo è
più che altro un semplice problema di definizione.

Con queste premesse, è quindi possibile calcolare il valore di χ attraverso tutta la fiamma laminare,
ed in particolare il valore che abbiamo denotato come χc, condizionato al fronte di fiamma, per
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esempio in corrispondenza al punto stechiometrico, oppure di massima temperatura. Risulta allora
possibile scrivere le (6.45) nella forma (6.31), richiesta dal modello.

Il modello stretched laminar flamelets risulta perciò in grado di trattare tanto la chimica a velocità
finita (nell’ambito del regime tc < tK) che la diffusione differenziale.

A titolo di esempio, riportiamo in fig. 6.2 gli andamenti di temperatura e concentrazione di ossigeno
atomico per una fiamma propano/aria a 3 MPa. Si noti che l’ossigeno atomico è importante per la
determinazione del tasso di formazione di monossido di azoto NO (nei combustori per applicazioni
di terra e aeronautiche). Il meccanismo di formazione di NO più importante in molti casi è quello di
Zel’dovich, detto anche termico perché estremamente sensibile alla temperatura (a titolo di esempio,
il tasso di produzione di NO può aumentare di tre ordini di grandezza se la temperatura è innalzata
dai 1800 ai 2200 K). Tale meccanismo comprende le tre reazioni seguenti:

N2 + O ⇀↽ NO + N {1}
N + O2 ⇀↽ NO + O {2}
N + OH ⇀↽ NO + H {3}

delle quali la {1} è quella controllante, a causa della sua elevatissima energia di attivazione E1 (cor-
rispondente ad una temperatura di attivazione E1/R

0 di 38370 K). A questo proposito, osserviamo
che la reazione di dissociazione–ricombinazione dell’azoto

N2 + M ⇀↽ N + N + M

non contribuisce significativamente a formare atomi di azoto che inneschino le reazioni {2,3}, perché
la sua temperatura di attivazione è ancora maggiore (114000 K), per cui la trascuriamo del tutto in
questo meccanismo. Incidentalmente, l’ossigeno atomico che compare nella {1} si forma prevalente-
mente per dissociazione dell’ossigeno molecolare, ad alta temperatura. L’alta energia di attivazione
della {1} implica che tale reazione procede molto lentamente rispetto a quelle energetiche, per
cui costituisce una sorta di ‘collo di bottiglia’ che determina il tasso di formazione di NO. In una
singola reazione {1} si forma dunque una molecola di NO, più un altro atomo di N che può rea-
gire secondo la {2} o la {3} per dar luogo alla formazione di un’altra molecola di NO. Poiché le
reazioni {2} e {3} sono molto più veloci della {1}, possiamo assumere che non appena un atomo
di N è prodotto per effetto di una singola reazione {1}, esso dà praticamente subito luogo alla
formazione di un’altra molecola di NO, o tramite la reazione {2}, oppure attraverso la {3}. Quindi,
una singola reazione {1} porta alla formazione diretta di una molecola di NO, ed alla formazione
immediatamente successiva (con una scala dei tempi molto più piccola) di un’altra molecola di NO.
In conclusione, possiamo indicare il tasso di formazione di NO attraverso il meccanismo termico
(designato con l’indice 1) come

wNO,1 = 2WNO B1 ρ
2 T α1 exp

(
− E1

R0 T

)
YO

WO

YN2

WN2

(6.47)

dove il 2 a secondo membro sta appunto ad indicare la formazione di due molecole di NO (una
diretta, l’altra indiretta) in ciascuna reazione {1}. Adottando i valori delle costanti di reazione
riportati da [104] si ottiene

wNO,1 = 2.44 · 1010 ρ2 exp
(
− 38370

T

)
YO YN2 kg/(m3 s) (6.48)

Per quanto riguarda la concentrazione di ossigeno atomico che compare in (6.47), occorre in parti-
colare osservare che essa sarà in genere presumibilmente ben più alta di quella di equilibrio chimico.
Infatti, nella reazione di dissociazione–ricombinazione dell’ossigeno
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O2 + M ⇀↽ O + O + M {4}

il passo diretto implica la collisione di due molecole, evento relativamente frequente, mentre il
passo inverso richiede la collisione di tre molecole, evento piuttosto raro, per cui la reazione sarà
verosimilmente spostata a destra rispetto a quanto prevede l’equilibrio chimico; ciò vuol dire che
la concentrazione di ossigeno atomico sarà in genere superiore a quella di equilibrio. La stessa cosa
vale per altri atomi e radicali, come H ed OH, la cui concentrazione può arrivare ad essere fino a
700 volte superiore a quella calcolata sotto l’ipotesi di equilibrio.

Dopo queste premesse, osserviamo dalla fig. 6.2 come valori crescenti di χc determinano un abbas-
samento della temperatura di picco della fiamma, ed un allargamento del picco stesso nello spazio
di Z. Si noti anche lo stato inerte corrispondente a semplicemente miscelamento tra propano (a 300
K) ed aria (a 852 K). Per quanto riguarda l’ossigeno atomico, si osserva dapprima un incremento
della concentrazione all’aumentare di χc, e successivamente una sua diminuzione. Questo perché
la diminuzione dei tempi di residenza attraverso la fiamma, associata all’aumento di χc, comporta
dapprima uno sbilanciamento verso destra della reazione {4}; tuttavia, la sensibile diminuzione
di temperatura associata con valori molto alti di χc inibisce anche la dissociazione dell’ossigeno
molecolare, cioè il passo diretto della {4}, per cui si forma molto poco ossigeno atomico.
Tutti i termini che compaiono nelle (6.47,6.48) possono dunque essere espressi in funzione di Z e
χc; l’effetto risultante sul termine di produzione di NO termico può essere constatato dalla fig. 6.3.
Si può vedere come all’aumentare di χc diminuisce sensibilmente il valore di picco, però lo stesso si
allarga nello spazio dello scalare conservato.

6.3 Cenni ai modelli basati sul trasporto della pdf

Un approccio alternativo a quello delle stretched laminar flamelets, applicabile tanto a combus-
tione premiscelata che nonpremiscelata, come pure al caso generale di combustione parzialmente
premiscelata, è quello del trasporto della pdf [75, 76, 77, 78, 79]. Esso, a differenza dell’approccio
considerato sopra, è applicabile solo quando tK < tc < tI, cioè nel regime delle flamelets pertur-
bate. In questo approccio viene considerata un’equazione di conservazione per la pdf congiunta delle
frazioni di massa delle N specie chimiche e dell’entalpia, designata quindi come P (Y1, Y2, ..., YN, h);
essa è quindi tale che P (Y1, Y2, ..., YN , h) dY1 dY2 · · · dYN dh ha il significato di probabilità che si-
multaneamente la frazione di massa della specie 1 sia compresa tra i valori Y1 e Y1 +dY1, la frazione
di massa della specie 2 sia compresa tra Y2 e Y2 + dY2, etc., la frazione di massa della specie N sia
compresa tra YN e YN + dYN , e l’entalpia sia compresa tra i valori h e h + dh. In tale equazione
di conservazione tuttavia alcuni termini devono essere modellati. Ammesso comunque di essere
riusciti a trovare la soluzione in un dato punto del campo, i valori mediati di tutte le grandezze di
stato, i cui valori istantanei nel caso più generale (senza cioè aver assunto equilibrio chimico o altro,
se non pressione termochimicamente costante) sono funzioni delle concentrazioni delle N specie e
dell’entalpia, possono essere espressi come

φ =
∫ ∞

−∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

∫ 1

0
φ(Y1, Y2, ..., YN , h)P (Y1, Y2, ..., YN, h) dY1 dY2 · · · dYN dh (6.49)

L’applicazione di questo approccio a flussi in geometrie complesse è tuttavia problematica.



6.3. CENNI AI MODELLI BASATI SUL TRASPORTO DELLA PDF 89

Figura 6.2: Temperatura (sopra) e concentrazione di ossigeno atomico (sotto) in una fiamma
propano/aria, in funzione di Z, per: ———- χc = 0.4 s−1, —– —– χc = 12 s−1, — — — χc = 26
s−1, — · — · — χc = 309 s−1, — · · — · · — χc = 327 s−1, · · · stato inerte.
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Figura 6.3: Tasso di produzione di NO termico [in kg/(m3 s)] in funzione dello scalare conservato
e di χc, per una fiamma propano/aria.



Capitolo 7
Previsione delle emissioni di soot

7.1 Modellistica delle emissioni di soot

La formazione di soot avviene durante i processi di pirolisi e combustione ad alta temperatura di
tutti gli idrocarburi [98, 99]. La pirolisi porta in particolare alla produzione di acetilene C2H2, la
quale gioca un ruolo centrale nella formazione di soot. Attraverso di essa si ha la formazione delle
prime particelle, le quali hanno diametri intorno ad 1 nm (10−9 m). Queste particelle successiva-
mente crescono in dimensione per effetto di due meccanismi: a) coagulazione per collisione, e b)
crescita in superficie. Il primo processo è fisico, il secondo chimico. Attraverso questi meccanismi
le particelle crescono sino a raggiungere dimensioni dell’ordine di 1 µm (10−6 m) o poco più. I
processi di crescita sono tuttavia contrastati da processi di ossidazione delle particelle di soot, cos-
tituite principalmente da carbonio, poi da idrogeno, ed in misura minore da ossigeno. L’ossidazione
avviene per attacco da parte di ossigeno molecolare O2 e di gruppi ossidrile OH; in alcuni casi anche
ossigeno atomico O, H2O e CO2 possono avere un ruolo.

Questa premessa rende evidente il fatto che la concentrazione di soot è controllata da fenomeni non
solo chimici, ma anche fisici. Tentativi di descrizione dei fenomeni chimici hanno portato a compi-
lare meccanismi di reazione che coinvolgono centinaia di passi di reazione; il ruolo dei meccanismi
fisici può tuttavia risultare dominante. Tutto ciò rende la quantificazione delle emissioni di soot
alquanto incerta. In molte applicazioni ci si accontenta perciò di un approccio semplificato, secondo
il quale condizioni di alta temperatura, ambiente ossidante e lunghi tempi di residenza favoriscono
l’ossidazione del soot, limitandone quindi le emissioni. Occorre precisare che la formazione di soot si
ha solo in combustione ricca, in particolare per ϕ > 1, 3, vedi anche la fig. 7.1 relativa a combustione
di miscele di vapori di cherosene ed aria a pressioni tra 0,6 e 2,1 MPa [109]. Questa osservazione
suggerisce anche che adottando combustione premiscelata, con un rapporto di equivalenza della
miscela ϕ < 1, 3, si riesce praticamente ad eliminare del tutto le emissioni di soot. Nel caso di
combustione nonpremiscelata invece esistono sempre zone dove localmente si ha ϕ > 1, 3, con con-
seguenti emissioni di soot. Si noti anche che pressioni elevate aumentano sensibilmente le emissioni
di soot.
In alcuni applicazioni tuttavia sono necessarie indicazioni meno generiche sulle emissioni di soot,
per esempio quando è necessario quantificare la radiazione da questo emessa (vedi sez. 8.3). La
questione se il processo di formazione del soot possa essere considerato ‘veloce’ oppure ‘lento’ è
piuttosto dibattuta; tuttavia sicuramente il processo di ossidazione è relativamente lento, per cui
la concentrazione del soot non può essere espressa tramite relazioni di stato del tipo (6.31). Oc-
corre perciò introdurre (almeno) un’equazione di conservazione mediata per descrivere l’evoluzione
della concentrazione media di soot. Sono disponibili alcuni modelli, nei quali sono introdotte una
o due equazioni aggiuntive per descrivere il fenomeno (si parla pertanto di modelli ad una ed
a due equazioni). La drastica riduzione della complessità del problema, rispetto alla situazione
prospettata sopra, suggerisce che ci si possa attendere da questi modelli previsioni solo largamente
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Figura 7.1: Frazione di carbone convertito in soot nella combustione di miscele di vapore di
cherosene ed aria, in funzione del rapporto di equivalenza e della pressione.

approssimative della realtà. Un modello largamente utilizzato per combustione nonpremiscelata è
dovuto a Moss e collaboratori [100], e prevede due equazioni di conservazione, una per la densità
numerica media ñ delle particelle di soot, ossia il numero medio di particelle per unità di volume,
ed un’altra per la frazione di volume media f̃v della miscela occupata da queste particelle:
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ñ

ρ N0

)4/3

(7.1)

∂

∂xk

(
ρ ũk f̃v

)
=

∂

∂xk

[
µt

σZ

∂(ρs f̃v)

∂xk

]
+ γ ñ + δ − N

1/3
0 ρ ε

(
ρs f̃v

ρ

)2/3 (
ñ
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(7.2)

dove N0 è il numero di Avogadro, ρs è la densità del soot (posta pari a 1800 kg/m3), ed i termini in α
(e δ), β, γ descrivono rispettivamente i processi di nucleazione, coagulazione e crescita superficiale:

α = Cα ρ
2
√
T X̃c exp

(
− Tα

T

)
(7.3)

β = Cβ

√
T (7.4)

γ = Cγ ρ
√
T X̃c exp

(
− Tγ

T

)
(7.5)

δ = 144α (7.6)

X̃c indica la media di Favre della frazione molare del combustibile; nell’ambito dell’approccio dello
scalare conservato, questa grandezza, come pure ρ e T , può essere espressa in funzione dei valori
locali della media e della varianza dello scalare conservato, vedi (5.22,5.10,5.21), la cui evoluzione è
ancora descritta delle equazioni (5.11,5.12). Se si adotta l’approccio delle stretched laminar flamelets
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occorre aggiungere la dipendenza dalla media del tasso di dissipazione scalare, data dalla (5.13). I
valori Cα, Cβ, Cγ , Tα, Tγ sono costanti del modello, identificate come

Cα = 65400 m3/(kg2 K1/2 s) (7.7)

Cβ = 13000000 m3/(K1/2 s) (7.8)

Cγ = 0.1 m3/(kg2/3 K1/2 s) (7.9)

Tα = 46100 K (7.10)

Tγ = 12600 K (7.11)

Il fatto che i termini in α e δ rappresentino il contributo della nucleazione si può intuire dalla
circostanza che essi sono sempre positivi. Il termine in β, negativo, compare solo nell’equazione per
ñ, mentre non influenza f̃v, il che fa intuire il significato coagulativo. Invece il termine in γ compare
solo nell’equazione per f̃v con il segno positivo, il che è coerente con il significato citato di crescita
superficiale. L’ultimo termine delle (7.1,7.2) tiene conto dell’ossidazione del soot da parte di O2,
secondo il modello [110]. In questo termine la grandezza ε (da non confondere con la dissipazione
meccanica ε̃) è una complessa funzione della temperatura e della pressione parziale dell’ossigeno
molecolare. Il modello è stato poi esteso [111] per tener conto anche dell’effetto ossidante di OH,
secondo il modello [112].

Un evidente limite di questo modello, come pure di altri simili [101, 114, 113], è che non viene
tenuta in alcun conto l’interazione chimica fra la fase gassosa ed il soot, il fatto cioè che atomi (in
particolare di carbonio) sono estratti dalla fase gassosa per formare particelle; di questo meccanismo
non vi è traccia nel modello, che continua a descrivere la fase gassosa in termini di scalare conservato
(quindi senza termini di produzione/distruzione).
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Capitolo 8
Modellistica dello scambio termico
radiativo

8.1 Modellistica della combustione non adiabatica

In alcune applicazioni, lo scambio termico con superfici solide gioca un ruolo essenziale nel de-
terminare il campo di temperatura entro la camera di combustione, e di conseguenza i requisiti
di raffreddamento. Tale scambio termico può avvenire per convezione e per irraggiamento. In-
cidentalmente, nelle grandi caldaie di centrali termoelettriche lo scambio termico per radiazione
può arrivare a contribuire oltre il 95% allo scambio termico complessivo. Consideriamo perciò in
particolare l’aspetto radiativo, comunque di peculiare interesse nei processi di combustione.

Si noti che lo scambio termico influenza anche il campo di moto, in quanto la densità è influenzata
dalla temperatura attraverso l’equazione termica di stato (2.1,2.6).

Se consideriamo combustione nonpremiscelata (i ragionamenti che seguono possono essere estesi a
combustione premiscelata, mediante un opportuno parallelo con la sez. 5.2), dobbiamo modificare
l’approccio dello scalare conservato (che nella sua forma originaria è basato sull’ipotesi di flusso
adiabatico), o quello delle stretched laminar flamelets che è una sua derivazione. Al fine di consid-
erare lo scambio termico, occorre introdurre una terza quantità oltre a Z e χc, poiché in questo
caso lo scalare conservato non rappresenta più l’entalpia secondo la (5.7). È conveniente introdurre
un ‘difetto di entalpia’ [102] qui indicato come ζ, definito come la differenza tra l’entalpia effettiva
e l’entalpia di una fiamma adiabatica con lo stesso valore di Z [103]. Allora, il valore istantaneo di
una generica grandezza di stato φ può essere espresso come

φ = φ(Z;χc; ζ) (8.1)

I valori medi delle grandezze di stato in una fiamma turbolenta possono essere ricavati introducendo
una pdf congiunta delle tre variabili Z, χc and ζ. Quindi, si possono ottenere medie convenzionali
tramite convoluzione con la pdf, cioè

φ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

∫ 1

0
φ(Z;χc; ζ)P (Z,χc, ζ) dZ dχc dζ (8.2)

dove il campo di integrazione di ζ è stato esteso, per maggior generalità, per comprendere gli effetti
tanto di perdita che di acquisto di calore. Le medie di Favre possono essere ricavate in modo simile,
come media convenzionale del prodotto della grandezza di stato considerata per la densità, diviso
la densità media.

Assumendo che le tre grandezze di stato fondamentali siano statisticamente indipendenti, la pdf
congiunta può essere scissa nel prodotto di tre pdf ordinarie:
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P (Z,χc, ζ) = P (Z) P (χc) P (ζ) (8.3)

Questa ipotesi richiede qualche commento, essendo l’indipendenza rispetto a ζ effettivamente stata
introdotta per pura convenienza computazionale; ad ogni modo, occorre osservare che mentre Z e
l’entalpia sono fortemente accoppiate (nel caso limite di flusso adiabatico, sono legate linearmente),
questo non è più vero per Z ed il difetto di entalpia ζ, poiché quest’ultima grandezza ha un significato
del tutto indipendente da Z, essendo legata allo scambio termico radiativo (e/o convettivo) piuttosto
che a convezione e diffusione (molecolare e turbolenta). Rimane da identificare la forma della pdf
P (ζ). Assumiamo come prima approssimazione semplicemente una funzione δ (ovverosia un picco
per ζ uguale al valore medio locale ζ̃, il che equivale a trascurare l’effetto delle fluttuazioni del
difetto di entalpia)

P (ζ) = δ(ζ − ζ̃) (8.4)

per facilità di incorporazione in codici calcolo esistenti, per quanto sia possibile una determinazione
più accurata [115].

I dati termochimici richiesti come input dal modello prevedono una libreria di fiammelle laminari,
cioè un insieme di profili di fiammelle che diano le proprietà di stato di interesse come funzione di Z,
con χc e ζ come parametri. I profili devono essere organizzati in ‘scaffali’, dove un singolo scaffale
contiene fiammelle che fanno riferimento a valori di χc che vanno dall’equilibrio all’estinzione,
più lo stato inerte di miscelamento puro, ed ogni scaffale si riferisce ad un differente valore di ζ.
Queste fiammelle possono essere ancora calcolate con i codici citati nella sez. 6.1. Se si trascura
la diffusione differenziale, si può facilmente calcolare una fiammella laminare con un difetto di
entalpia assegnato, uniforme attraverso la fiammella stessa, semplicemente assegnando appropriate
condizioni di temperatura al contorno ai lati combustibile ed ossidante (per grandi valori negativi
di ζ l’approccio deve tuttavia essere modificato, per evitare temperature irrealisticamente basse).
Quando tuttavia si introduce la diffusione differenziale, il difetto di entalpia non risulterà uniforme
attraverso la fiammella, ma è ancora possibile, con opportuni accorgimenti, definire le grandezze di
stato in funzione delle tre grandezze fondamentali citate [115].

Osserviamo quindi come questo modello per la chiusura termochimica in fiamme nonpremiscelate
turbolente sottoposte a scambio termico richieda, rispetto ai modelli adiabatici, una più ampia li-
breria di fiammelle, ed inoltre il valore del difetto medio di entalpia ζ̃ richiesto dalla pdf (8.4). Tale
valore è poi legato all’entalpia media h̃ ed al valore dello scalare conservato medio Z̃ nel punto nel
punto considerato. Infatti, se per semplicità trascuriamo in questo contesto la diffusione differen-
ziale, l’entalpia media in combustione adiabatica può essere ottenuta dalla (5.7), opportunamente
mediata, come

h̃ad = ho + Z̃ (hf − ho) (8.5)

e quindi il difetto di entalpia medio può essere ottenuto attraverso la relazione

ζ̃ = h̃ − h̃ad (8.6)

se è nota l’entalpia media effettiva h̃. Affrontiamo quindi il problema di determinare h̃.

Nello studio della combustione in presenza di scambio termico radiativo, dobbiamo considerare l’e-
quazione dell’energia mediata (3.21) (e modellata secondo l’ipotesi di trasporto secondo gradiente)
in una forma che ritiene il termine nella divergenza del flusso radiativo, vedi anche (2.10), ossia
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Si noti che abbiamo qui indicato il numero di Prandtl molecolare come σm, per evitare confusione
con lo costante di Stefan–Boltzmann che introdurremo fra breve, ed il numero di Prandtl turbolento
come σt (il quale, nei modelli di combustione turbolenta, viene anche posto uguale a σZ oppure σc,
a seconda che si consideri combustione nonpremiscelata oppure premiscelata).

Notiamo che questo modello può essere utilizzato anche per tener conto dello scambio convettivo
alle pareti, per il quale occorre comunque disporre di adeguati modelli (essendo lo scambio termico
turbolento una delle quantità più difficili da riprodurre attraverso modelli).

8.2 Fiamme non luminose

Miscele reagenti che non contengano una frazione significativa di particelle (soot, o ceneri) dan-
no radiazione solo per bande, vedi sez. 1.1, ossia radiazione in ben determinate frequenze. Tale
radiazione è in generale poco luminosa, per cui si parla anche di fiamme non luminose. Tipico è
il caso dell’idrogeno che brucia con una pallida fiamma rosa. Anche la componente azzurra della
radiazione emessa da fiamme alimentate a metano ha questa origine; incidentalmente, il metano
è l’unico idrocarburo in cui la radiazione per bande è prevalente (in tutti gli altri idrocarburi è
nettamente prevalente la radiazione da soot, in particolare ad alte pressioni).

La divergenza del flusso termico radiativo mediato che compare nella (8.7) deve essere ottenuta
mediando, attraverso un’opportuna pdf, l’espressione per i valori istantanei, relativa a fiamme non
luminose [116, 117]:

∂qR
k

∂xk

= 4π κ Ib − κ
∫ 4 π

0
I(Ω) dΩ (8.8)

In questa espressione, Ib è l’intensità (potenza per unità di superficie) totale (ossia relativa a tutte
le possibili lunghezze d’onda, o frequenze, della radiazione) della radiazione da corpo nero

Ib = σ T 4 (8.9)

σ è la costante di Stefan–Boltzmann, pari a 5.675 · 10−8 W/(m2 K4). Il coefficiente di assorbimento
della miscela è

κ = p
∑

i

κp,i(T )Xi (8.10)

Qui i κp,i sono i coefficienti di assorbimento delle singole specie, la cui frazione molare è indicata
come Xi, in termini di pressioni parziali; essi consentono di esprimere il coefficiente di assorbimento
della specie i nella forma

κi(p, T ) = pi κp,i(T ) (8.11)

Infatti l’assorbimento di radiazione da parte di un gas è proporzionale al numero di molecole per
unità di volume, quindi alla densità o equivalentemente alla pressione. Tale coefficiente di assorbi-
mento compare nell’espressone dell’attenuazione dell’intensità di un fascio di radiazione collimata
nell’attraversare uno spessore dx della specie gassosa i:

− dI = κi I dx (8.12)

Questa formula esprime dunque il concetto che l’attenuazione dell’intensità è tanto maggiore quanto
più grande è l’intensità stessa, e quanto maggiore è lo spessore di gas attraversato.



98 D. Lentini, Modellistica dei Combustori 2005/06, Univ. di Roma “La Sapienza”

Figura 8.1: Coefficienti di assorbimento in termini di pressione parziale per le specie H2O, CO2,
CO, CH4.

Tornando alla (8.10), la sommatoria è estesa alle specie radianti H2O, CO2, CO, CH4, N2O, NH3,
NO, SO2, per quanto generalmente le prime due siano ampiamente dominanti. La fig. 8.1 riporta
gli andamenti dei coefficienti κp,i in funzione della temperatura per le prime quattro specie citate;
le unità usate in questo caso sono atm−1 m−1.

Infine, nella (8.8) I(Ω) denota l’intensità radiante totale nella direzione dell’angolo solido Ω, ossia
la potenza (sull’intera gamma di frequenze) per unità di area ed unità di angolo solido.

L’espressione (8.8) della divergenza del flusso radiativo esprime quindi un bilancio tra la potenza
emessa sotto forma di radiazione (primo termine) da un volumetto di gas sito nel punto in esame,
e quella assorbita (in senso algebrico, secondo termine). Per valutare il secondo termine occorre
considerare la radiazione (emessa dal gas o da pareti solide ad alta temperatura) che incide nel punto
considerato da tutte le possibili direzioni spaziali, ed effettuare poi un’integrazione sull’intero angolo
solido di 4 π steradianti.

In alcune situazioni è in prima approssimazione possibile ammettere che il gas emetta solamente
radiazione, senza assorbirne apprezzabilmente; il secondo termine della (8.8) è quindi trascurato.
Questa potrebbe essere la situazione per fiamme di piccole dimensioni a bassa pressione. In tale
situazione è possibile adottare l’ipotesi di mezzo otticamente sottile. Questa ipotesi porta ovvi-
amente a sovrastimare l’effetto della radiazione, perché si suppone che il gas emetta radiazione,
senza riassorbirne.

In tutte le altre situazioni, ed in particolare per applicazioni industriali, è invece necessario cal-
colare l’integrale sull’angolo solido indicato nella (8.8). Si noti come questo integrale introduce
informazioni a livello non locale, a differenza di tutti gli altri termini delle equazioni del moto.
Per valutare la divergenza del flusso radiativo, adottiamo l’approccio del ‘discrete transfer’ [97].
In questo metodo, l’integrale è valutato come una sommatoria su un numero grande, ma finito, di
direzioni. L’espressione risultante per la divergenza nel punto considerato x è
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∂qR
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−

Lij∑

l=1

κl ∆sl


 +

Lij∑

m=1

Ibm exp

(
−

m∑

l=1

κl ∆sl

)
 dΩij (8.13)

Si è qui assunto che l’intero angolo solido di 4π steradianti sia suddiviso in angoli solidi piccoli
(ma finiti), lungo le direzioni definite da una latitudine θ ed un azimuth ψ, originanti dal punto
considerato; il campo di θ (da −π to +π, eccetto che ai contorni) è diviso in I valori, e similmente
il campo di ψ (da 0 a 2π, eccetto che ai contorni) in J valori. Per semplicità di notazione, i
4π steradianti sono discretizzati su una griglia ortogonale sul piano ψ–θ (ma l’estensione a griglie
non ortogonali è immediata). Su ciascun raggio viene definita un’ascissa s, con origine nel punto
considerato x; la lunghezza del raggio nella direzione i, j è suddiviso in Lij intervalli, con indice
corrente l (m denota un indice ausiliario con il medesimo significato). Quindi, κl e Ibl indicano
i valori dei coefficienti di assorbimento e delle intensità da corpo nero ad un’ascissa sl lungo il
raggio nella particolare direzione i, j considerata (quest’ultima non è esplicitamente designata per
non appesantire la notazione). I∞ij denota poi l’intensità all’estremo remoto del raggio i, j, cioè in
corrispondenza ad una parete solida. L’angolo solido incrementale nella (8.13) è

dΩij = cos θi dθi dψj (8.14)

Le coordinate del punto all’ascissa sl lungo il raggio in direzione i, j possono essere espresse, se
assumiamo che l’azimuth ψ giaccia nel piano x2–x3, come

x1l = x1 + sl sin θi, x2l = x2 + sl cos θi cosψj, x3l = x3 + sl cos θi sinψj (8.15)

Da questa equazione e dalla (8.1), segue che il coefficiente di assorbimento alla generica ascissa sl

lungo il raggio in direzione i, j, indicato come κl nella (8.13), può essere posto nella forma

κl = κ(xl) = κ [Z(xl), χc(xl), ζ(xl)] (8.16)

La stessa relazione funzionale vale per Ibl, in virtù della (8.9). La (8.13) deve essere mediata; il
termine Ibm in (8.13) è mediato con la pdf corrispondente all’ascissa corrente s lungo il raggio,
cioè valutata tra i punti m e m+ 1. Questo significa usare valori rappresentativi della media e
della varianza di Z, e delle medie di χc e ζ nel punto in esame. In altri termini, la media di Ibm è
valutata ad ogni punto lungo un raggio per mezzo della pdf in quel punto, e questo per ogni raggio.
In modo simile, il κl che compare sotto la sommatoria è valutato tra i punti l e l+1. Il coefficiente
di assorbimento κ(x) che moltiplica la doppia sommatoria si riferisce invece al punto origine dei
raggi, ed è quindi valutata tramite la pdf locale nel punto x.

8.3 Fiamme luminose

Qualora la fiamma produca importanti quantità di soot, come è il caso di tutte le fiamme alimentate
con idrocarburi (eccetto il metano, che ne genera relativamente poco), si ha abbondante radiazione
su uno spettro continuo da parte delle particelle di soot ad alta temperatura. La fiamma in questo
caso è brillante, per cui si parla di fiamme luminose. All’espressione della divergenza del flusso
termico radiativo deve essere aggiunto un termine relativo alla radiazione dalle particelle, per cui
si ha
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∂qR
k

∂xk
= 4π κ Ib − κ

∫ 4 π

0
I(Ω) dΩ + C0 f̃v T

5 (8.17)

dove nell’ultimo termine [96] C0 è una costante, dipendente dalle caratteristiche ottiche delle
particelle, valutata come (per soot prodotto nella combustione di acetilene)

C0 = 2.77 · 10−4 W/(m3K5) (8.18)

f̃v è la frazione di volume occupata dal soot, che quindi deve essere valutata mediante uno dei
modelli citati nel cap. 7, ed infine T è la temperatura.

Incidentalmente, nel caso di fiamme che contengono un’elevata concentrazione di soot e ceneri, come
è il caso di fiamme alimentate a carbone, l’equazione (8.17) deve essere modificata per tenere conto
del fatto che la radiazione, passando attraverso queste particelle, subisce un fenomeno di scattering.



Capitolo 9
Limiti ed estensioni della modellizzazione

È stato osservato che la modellizzazione riportata nelle precedenti sezioni si basa su diverse ipotesi
restrittive; inoltre esistono regimi per i quali non sono stati sinora proposti modelli validi. Ri-
portiamo qui brevemente i principali limiti della modellizzazione sopra esposta, con accenni agli
approcci che permettono (laddove è possibile) di superarli.

1. Flussi ad alta velocità. In tali condizioni, non possiamo più assumere che h0
∼= h, né che la

pressione sia termochimicamente costante. Allora, per flussi nonpremiscelati, l’equazione di
conservazione per lo scalare conservato rappresenta h0 piuttosto che h, e sarà quindi necessaria
una pdf congiunta di (almeno) lo scalare conservato e l’energia cinetica per pesare le relazioni
di stato quando si valutano i valori medi. Non si hanno indicazioni per assegnare la forma
di tale pdf, ed il risultato non è affatto insensibile ad essa. Similmente, in flussi premiscelati
l’entalpia h non può più essere assunta uniforme in tutto il campo (o trattata come uno
scalare conservato), invalidando cos̀ı l’approccio della variabile di progresso.

Questa limitazione dei modelli di combustione turbolenta, sebbene non abbia conseguenze
per camere di combustione convenzionali, rende problematica la descrizione del flusso in
autoreattori a combustione supersonica. Sviluppi proposti per superare questo limite sono
basati sull’uso di pdf presunte di più variabili [80, 118] o sull’approccio del trasporto della
pdf [82], ma sono ancora in uno stato di tentativo.

2. Flussi bifase. Moltissime applicazioni pratiche prevedono l’uso di combustibili liquidi o solidi,
ed i modelli per flussi gassosi non possono quindi essere usati. Tuttavia, questa può non essere
una limitazione per turbine a gas che impiegano combustibile relativamente volatile come il
kerosene, con l’aria preriscaldata nel compressore. Infatti, se il combustibile è sufficientemente
atomizzato (diametro medio di Sauter delle gocce inferiore a 50 microns) esso in effetti bru-
cia come un vapore, almeno nell’operazione a piena potenza [52] (nell’operazione a potenza
ridotta, che comprende per turbine aeronautiche la fase di volo di crociera, gli effetti bifase
possono invece non risultare trascurabili). Al contrario, modelli in fase gassosa non possono
essere applicati a caldaie industriali e turbine stazionarie che bruciano combustibili pesanti,
od alla combustione del carbone polverizzato. Perciò, occorre in questi casi usare tecniche
basate sul tracking di goccioline (o particelle) iniettate con frequenza casuale, oppure occorre
risolvere un’equazione per la pdf della densità numerica delle stesse; entrambi gli approcci
danno luogo ad un enorme incremento del tempo di calcolo.

3. Modellizzazione della turbolenza. Le incertezze associate con la modellizzazione della tur-
bolenza giocano un ruolo cruciale nell’affidabilità dei risultati ottenuti con modelli numerici.
Il modello k–ε, per quanto largamente accettato come uno strumento di modellizzazione ben
sperimentato, non è certo esente da deficenze [14, 52, 83]. Queste si manifestano in partico-
lare in flussi in presenza di ricircolazione, swirl, su superfici non piane, in condotti a sezione
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non circolare, e diretti normalmente ad una parete, cioè praticamente in tutte le applicazioni
pratiche. In presenza di trasporto turbolento di grandezze scalari, l’ipotesi di trasporto sec-
ondo gradiente dà inoltre previsioni estremamente modeste. Una migliore descrizione fisica
della turbolenza può essere ricercata ricorrendo a modelli di turbolenza con chiusura sui mo-
menti secondi. Questi implicano la soluzione, oltre che delle equazioni per i momenti primi,
di equazioni di conservazione modellate per i momenti secondi, cioè gli sforzi ed i flussi di
Reynolds; quest’ultime a loro volta conterranno momenti del terz’ordine, e numerosi altri ter-
mini, che occorre modellare. Tuttavia, il peso delle assunzioni di modellizzazione introdotte
a questo livello più alto sarà presumibilmente inferiore. Per flussi a densità costante [84, 83],
le equazioni addizionali coinvolgono gli sforzi di Reynolds ρ u′k u

′
i. In aggiunta a questi, per

flussi reagenti (dove gli sforzi di Reynolds assumono la forma ρ ũ′′k u
′′
i ), bisogna introdurre

equazioni per i flussi scalari ρ ˜u′′k φ′′, ed eventualmente per le covarianze densità–velocità ρ′ u′i
e la dissipazione scalare χ̃. Ciò implica un notevole incremento del lavoro di codifica e
di calcolo. Modelli per flussi a densità variabile sono presentati in [13, 85, 86]. I modelli
con chiusura sui momenti secondi sono comunque alquanto complessi e presentano problemi
numerici totalmente differenti da quelli con chiusura sui momenti primi [87].

Un livello di modellizzazione della turbolenza intermedio tra i modelli sui momenti primi
classici, come il k–ε, e quelli con chiusura sui momenti secondi, è quello dei modelli nonlineari,
sempre con chiusura sui momenti primi, in cui però la classica relazione di trasporto secondo
gradiente (3.11), lineare nel tensore di deformazione, è sostituita con una relazione nonlineare,
quadratica [88, 119], o cubica [89, 90, 91]. Adottando per esempio una relazione quadratica
si ha la forma

ũ′′i u
′′
j =

2

3
k̃ δij + α1

k̃2
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(9.1)

dove si può riconoscere che la prima riga corrisponde al modello k–ε standard. Altri modelli
di questa classe sono invece intesi a migliorare la descrizione del trasporto turbolento di
grandezze scalari (ossia, dei flussi di Reynolds) data dal modello k–ε standard [92, 93], per
esempio adottando la seguente relazione nonlineare

ũ′′i φ
′′ = β1

k̃2

ε̃

∂φ̃

∂xi
+

k̃3

ε̃2

(
β2

∂ũi

∂xk
+ β3

∂ũk

∂xi

)
∂φ̃

∂xk
(9.2)

Ancora, il primo termine a secondo membro corrisponde alla modellizzazione standard.

Una previsione accurata del flusso in prossimità di pareti richiede poi modelli specializzati [28,
94, 91]. Tali effetti di parete rivestono particolare importanza quando si intenda prevedere lo
scambio termico convettivo con la parete.

Un particolare effetto di diffusione non secondo gradiente delle grandezze scalari si verifica
nella combustione turbolenta premiscelata. Una dettagliata discussione di un modello che
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tiene conto di questo effetto è data da [95]. La sua applicazione tuttavia è ancora di là da
venire.
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[62] Bray, K.N.C., Champion, M., Davé. N. e Libby, P.A., Combust. Sci. Tech. 46:31, 1986.
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