Lastre piane

Lastre piane Le travi sono caratterizzate da due dimensioni piccole, b ed h, rispetto alla

terza, la lunghezza L.

Le lastre o piastre, invece, possono essere considerate solidi con una

dimensione piccola, lo spessore s, in confronto alle altre due: L e b.

A
z
/ S y
b
L
X .
incongruenza
s<<L,Db
h,b << L
. P sezione inflessa ) A _A 'A 'Z; / \,/
compressione ol B T
h w—> effetto Poisson Sezione
) trazione della lastra
Sezione ) )
della trave Nella lastra, invece, I'effetto Poisson,
, . N se non contrastato,

Nella trave I'effetto Poisson non é contrastato non consente il rispetto della congruenza




Lastre piane Per rispettare la congruenza, la deformazione attraverso lo spessore,

in direzione y, in una lastra la cui deformata sia cilindrica, deve essere nulla.

Devono nascere, quindi, coppie di forze in
grado di contrastare I'effetto poisson e
mantenere le sezioni normali alla superficie
della lastra.

_ - .
&/ :

Sezione della lastra

+ _

Non congruente Congruente

Avendo imposto la congruenza, valgono le seguenti relazioni:

X

£ :é(a'x—ua'y) (0,=0) gy:é(ay—vax)zo g, =Vvo,

g, =—0g, conn E'=———
X Er X (1_V2

Di conseguenza la rigidezza (per unita di larghezza) di una lastra (b grande), incastrata ad un
bordo, € maggiore rispetto ad una trave (b piccolo) nella stessa situazione.

1 .2
e quindi: gx:E[Ux_V(VUx)] :égx(l_vz):% 1 LB = E

Lastre piane ] Flessione semplice Quando il vincolo agisce su pit di un lato della

lastra, questa si deforma in modo piu complesso.

A

La lastra puo essere immaginata come un tessuto di travi incrociate ed interconnesse.

La sollecitazione agente su una di queste travi si trasmette alle altre

p‘:ﬁ ,

che saranno soggette a flessione e a torsione.




Lastre piane Flessione semplice

Superficie elastica di una lastra
ottenuta con un modello ad elementi finiti.

Lastre pianel§ Flessione semplice Studiamo, dunque, lo stato di sollecitazione della

lastra quando € inflessa, con spostamenti normali al
piano di giacitura della sua superficie media.

e da forze di taglio.

Immaginiamo di estrarre dalla lastra una porzione

Questa risultera sollecitata da coppie flettenti,
indicate in rosso nello schema qui accanto,




Lastre piane Flessione semplice

my my = momenti per unita di lunghezza 71?

|
{(x,y) & lo spostamento della lastra,
normale al piano di giacitura,
per effetto del carico

[

N —
IPOTESI: o ) /
le sezioni non sono normali \
il materiale & omogeneo, isotropo e alla superficie elastica
si comporta elasticamente; ma rimangono piane N
7

lo spessore s & costante e piccolo ~__——
rispetto alle dimensioni nel piano xy; le sezioni non

. rimangono piane
lo spostamento { & piccolo

rispetto allo spessore.

ne deriva che ogni segmento rettilineo e normale al piano medio
della lastra si conserva rettilineo anche dopo la deformazione e
normale alla superficie elastica

Lastre piane Flessione semplice Le componenti della deformazione nel piano della lastra

{ = spostamento normale
al piano della lastra

1._d% .

o, dx? z

In modo anologo si
definisce la d ZZ
curvatura in

direzione y

e la componente in
direzione Yy della
deformazione

che per effetto del carico e dei vincoli

|
|
Si consideri un concio di una lastra |
i
|
assuma una deformata cilindrica i




Flessione semplice | pase alle ipotesi precedenti ({ piccolo rispetto allo

spessore) e accettabile ritenere che sul piano medio
della lastra le deformazioni €, ed €, provocate da my
ed m, siano nulle.

Le deformazioni €, €, fuori dal piano medio
sono legate alla curvatura locale:

_z _z
£, =— £,=—

px '0)’
dove z & la quota nello spessore e 1/p ¢ la
curvatura della superficie elastica.

A
z Inoltre, sempre in seguito alle ipotesi fatte
¥ dxdy si puo affermare che la g, sia nulla.
sf2 Le tensioni g e g, sono legate alle deformazioni dalle
zy > relazioni costitutive:
AW . :
- 0= (+ve) o =—F (5 +u)
9 A R E
e quindi: _Ez |1 1 _Ez [ 1 1
Ux—l_ 7| —TV— Uy—l_ 7| —tV—
vilee Py viley, o

Lastre piane Flessione semplice | momenti unitari m, ed my sono legati alle tensioni

dalle relazioni:
A
z s/2 s/2
:f o,1zdz m, :f o lzdz
Y axay s/2 s/2
/2
S R sostituendo alle tensioni le espressioni ricavate in funzione
i zy %ﬁa " delle deformazioni si ha:
S X
d J'"j /
X g E (1, 1% 1,1
TomeE | v | [Zdz = R
l_V loy px -s/2 12(1 v ) py px
E (1, 1% 1,1
m,=—| —+v— J'zzd e
1-vilpe oy )y 12(1 vile. o,
Es® o o
avendo posto: D =———— Si puo scrivere sinteticamente:
12(1-v?)
1 1 1 1
m, =D| —+v— m, =D| —+v—
Py, Py Py Py




Lastre piane Flessione semplice  Se la flessione & uniforme, ovvero i momenti unitari

m, ed m, sono uguali: m,= m,=m

La con'd|2|one.mx= my =M si verifica . anche le curvature 1/0 sono uguali.

nelle piastre circolari soggette a coppie

agenti in piani radiali e uniformemente 1_ m (1 ) m

ripartite lungo il contorno T =U-V) ==
P 9 o (1+v)D EJ

‘ i Do ES _ E
ricordando che: 120-v?) 1-v°

Cio significa che la superficie elastica
e sferica con raggio 0.

In questo caso la rotazione ¢ in corrispondenza
di un raggio generico r vale:

= r_mr
p (@+v)D
| A é, = R_ mR
Al raggio R si ha: S ———
99 0 o (1+v)D
mentre lo spostamento {,, nel centro &
dato da:
, _R__mR
¢ 2p 201+v)D
Flessione semplice
2
La relazione ZC =——  sidimostra facilmente: EZ = Ez +&2
o P =R*+(p={,)" =R*+p*+] " -2p(,
Zc e piccolo e, quindi, il suo quadrato é trascurabile R?2

rispetto alle altre grandezze.  Si ottiene dunque: ZC =—

2p
Lo spostamento {(r) in corrispondenza di un raggio generico r
puo essere calcolato come differenza tra lo spostamento al centro
di una piastra di raggio R e di una di raggio generico I :

mR? mr?
GE -
2l+v)D 2(1+v)D
r,
A »
¢, v /; ro quindi si puo scrivere:

_ m 2_ 2
Z(r)—m(R ro)




Lastre piane Flessione semplice: applicazione

Si consideri una parete in metallo nella quale si verifica un gradiente termico.

La parete & assimilabile ad una
piastra circolare incastrata al bordo.

La temperatura varia linearmente
lungo lo spessore dal valore
minimoT, al valore massimoT,

T

Se la piastra fosse libera di dilatarsi . _
o R ] ] ] Poniamo T,-T,=AT
la superficie media diventerebbe sferica, di raggio 0.

s/2 AT 1 o AT Llincastro impedisce tale deformazione,

&= 710 = 0'72 o e—t ; = s costringendo la lastra a rimanere piana.

I momento d’incastro puo essere calcolato come segue: M

_ D@+v) _ alAT(1+v)D

P S
_6m _6aAT(L+v)D _aAT E
Quindi la tensione massima risulta: T max = ST - -

s? 2 1-v

Come si vede la tensione massima non dipende dalle dimensioni della piastra.

Esempio numerico: AT=100°C O =1.2E-5 E=200GPa V =0.3

_1.2E -5[100(200E9

O ax 0171 MPa =1.71 MPa/°C
2(1-0.3)

ILastre piane circolari I

Lastra circolare di raggio R e spessore costante S
s<<R

Ipotesi: lez r

*Materiale omogeneo ed isotropo.

«Vincoli assialsimmetrici: appoggio o incastro lungo il contorno.
«Carichi assialsimmetrici e normali al piano della lastra (paralleli all'asse z).

La legge di variazione del carico & funzione di I ma non dipende da 6. >N
—

Se sono valide queste ipotesi si ha:

Ter = Tre =0
eLe tensioni tangenziali Tor © Tg SONO nulle.
sLa tensione normale 0, & nulla.
sLe tensioni Og, O, e T, sono indipendenti da 6. A Toy = T0=0

«Lo spostamento { & funzione del solo raggio I.

«La superficie elastica & di rivoluzione. Vﬁ
(o]
< »

Te———————

do,
dr




ILastre piane circolari l Ipotesi ulteriori:

45

Al contorno la lastra

Nel piano radiale rz

Le tensioni variano li

Se c'e taglio tale ipotesi & accettabile se s << R.

e libera di spostarsi nel proprio piano. 7

Lo spostamento {(r) & piccolo rispetto allo spessore . /L’
S

Le tensioni normali O, e g sono nulle nel piano z= 0 Y
Non é chiamata in causa la rigidezza membranale. T

le sezioni si deformano in modo tale che

ogni segmento rettilineo normale al piano si conservi rettilineo
anche dopo la deformazione (ipotesi di Bernulli-Navier).

nearmente nello spessore.

ILastre piane circolari l o )
Deformata: superficie elastica

>
»
N

{+dC
d¢

Essendo lo spostamento {(I) piccolo rispetto allo spessore s,
linclinazione ¢ della superficie elastica nel piano Iz
sara anch’essa molto piccola.

Quindi lnclinazione ¢ e lo spostamento { tg(¢) ¢ = _%
sono legati dalla relazione: dr

La curvatura 1/p, della superficie elastica nel piano I'Z € legata al gradiente
dellinclinazione ¢ e, quindi, alla derivata seconda dello spostamento C .

o, dr  dr?

La curvatura nel piano normale al piano Z e data da: — =

. p=—nf
Infatti: 9 sin¢ ¢




lLastre piane circolari i

Consideriamo un elementino infinitesimo della lastra,
ottenuto con due sezioni cilindriche, al raggio I e dr,
del settore individuato dall’angolo d.

Per effetto dei carichi e dei vincoli prima definiti,
sull'elementino agiranno momenti flettenti
e forze di taglio:

. - m ‘
il momento flettente, per unita di lunghezza, m, r (
agente nel piano Iz

Mg
il momento flettente, per unita di lunghezza, Mgy ( t+ dt,
agente in un piano normale al piano I'z t !

la forza di taglio, per unita di lunghezza, t,
agente nel piano Iz

lLastre piane circolari i Ricordando che tra momenti flettenti e curvature valgolo le relazioni:

1 :% mr:D[l-'-Vlj mﬁ:D(l-'-Vlj
p, dr Pr Ps Ps Py

e ricordando ancora che: 1 ¢ Si puo scrivere:

P r mr:D[d¢+V¢J mﬂ:D(¢+Vd¢)

dr r r dr
Si considerino le coppie e le forze agenti sull’elementino nel piano 'Z : g b
= =
sul lato a agisce la coppia: M, rdzd elaforza: t,rdd C
sul lato b agisce la coppia: (m, +dm, )(r +dr)d?
A m + dmr

elaforza: (t, +dt, )(r +dr)dd

- , . : . dJd
sui lati ¢ e d agiscono due coppie uguali: 2 x m&dr sin 7

_ . . . t+ dt,
Per I'equilibrio alla rotazione dell’elementino, nel piano Iz,
confondendo sin(dB) con db, si ha: t !

ZmZO Mg

(mr+dm,)(r+dr)dz9—mrrdﬁ—Zm&dr%ﬂ,rdrdﬁ:0 (r

coppia dovuta alla forza di taglio mg




lLaStl’e piane circolari i Ricordando che tra momenti flettenti e curvature valgolo le relazioni:

1 _d¢ mr:D[l+v1] mﬂzD(1+vl]

o dr P Py Py Pr
e ricordando ancora che: 1 ¢ Si puo scrivere:
r
Ps m, = %+Vﬂ m§:D(¢+Vd¢J
drr roodr

(m, +dm,)(r +dr)dz9—m,rdﬁ—Zmﬂdr%ﬂrrdrdﬁ:0 {sﬁb
c

Sviluppando i prodotti e trascurando gli infinitesimi del terzo ordine
si ottiene: Q my+ dm,
me ‘

m.drd& +dm,rd —m,drd$ +t,rdrdg =0

i pud scrivere: m+dmrr—m +tr=0 4
che si puo scrivere: " dr s TLI = cah t+dty
t 1
r

| momenti possono essere espressi in funzione dell'angolo di

rotazione ¢ ottenendo I'equazione differenziale:
2
d'gp 1dg_¢__t ‘ “r

dr> rdr r D

lLastre piane circolari i L'espressione di t, dipende dal carico applicato alla piastra.

Nel caso di pressione uniforme p ed un carico concentrato P,
applicato al centro della piastra, nella sezione cilindrica

genericadi raggio I il taglio totale: t, 277
. deve fare equlilbrio al carico: pnrz +P
/e, quindi, si puo scrivere:
t 210 = prr? +P tr:ﬂJ,i
2 21r

L’equazione differenzialedi equilibrio, scritta in precedenza, pud
essere riscritta in una forma piu comoda per l'integrazione:

ﬂ+1%_£:_£ i Ei(rqb) :—i E+i
dr> rdr r D dr|rdr D\ 2 2m
2
Integrando una prima volta si ha: Ei(r¢) 1, P Inr [+C,
rdr D\ 4 2m

Per integrare nuovamente e utile n — X" _
ricordare che: ,[X Inx dx = (n +1)2 [(n +1)|n X 1]
Quindi, moltiplicando per r ed r¢ -— pl’4 - P (r’Inr _ﬁ +C ﬁ+c
integrando nuovamente, si ha: 16D 2/D 2 4 '2 :

10



lLastre pianecircolarii p pr“ P (rzlnr er r2
rg =- — —

Le costanti C;, C, e C; si determinano mediante le condizioni al contorno.

Le condizioni al contorno dipendono dai vincoli che sono imposti alla lastra.

— |*C,—+C,
16D 27D 2 4 2
o _ pr Pr C,
d ttiene: =-—— 2Inr-1)+C, L)
a cui si ottiene @ 16D 87D ( ) 157
A questo punto puo essere ricavata I'equazione della superficie elastica.
_ dd o . —
Ricordando che: ¢=- ar con un ulteriore integrazione, si ottiene:
pl’ r2 r?
Inr-1 C -C,Inr+C
T 8nD oL )- 4 ’

lLastre piane circolari . Lastra incastrata al contorno

Condizioni al contorno:

R
: 1 err=0siha¢ =0
7 i : 2; Eerr=Rsiha(E)=O
0 — 0
7 i 7 3) perr=Rsihal =0
Dalla 1° condizione in ricava C, = 0, altrimenti per r = 0 I'equazione:
_pr® Pr r G, _
=————-——(2Inr-1)+C, —+-% comporterebbe: P =0
#=-160 5" ACTA P
3
Dalla 2° condizione si ricava: @ =— PR _ PR (2In R- 1) C,— R =0
16D 87‘D 2
2
da cui si ottiene il valore della costante: C = % + P (2 InR —1)
indi la funzi & ta: ¢= —r(Rz r3)+ P rlnB
Quindi la funzione ¢(r) & ora nota: 16D 4 r
R* PR2 R?
Dalla 3° condizione si ottiene: {=—-— P (In R- 1) C,—+C,=0
64D 87D 4

11



lLastre piane circolari . Lastra incastrata al contorno

" 64D 87D

2

Introducendo il valore calcolato della prima costante C1 = Z‘; + i (2 InR —1)
4 2 2

nellequazione: (¢ = PR + PR (In R —1)—C1RT+C3 =0

4 2 4 2
si ottiene: PR + PR (In R—l)— PR™_ PR (2In R —l)+C3 =0
64D 87D 32D 167D
4 2
da cui siricava il valore della terza costante: C3 = pR + PR
64D 167D

Note tutte le costanti, si puo scrivere I'equazione della superficie elastica:

=P (R2-r?)2+ P_[Re—r2-pr2nR
64D 167D r

lLastre piane circolari . Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

Esaminiamo ora il caso in cui agisca sulla lastra la sola pressione p:  quindi P = 0.
P R
=P rR -r3)+— _rm>
16D 41D r

p 2 _ . 2y2 P 2_ 2 2. R
R —r?)"+ R*—r"-2r°In—
R | )

Scriviamo le funzioni ¢(r) e {(r)

" 64D

r
nel caso in cui sia P=0: ¢:LI’(R2—I’2) { :L(Rz_rz)z
16D 64D
dp _ P o o0
la derivata di ¢(r) vale: —=——(R*-=3r
e la derivata di ¢(r) vale o 16D( )
| momenti flettenti possono essere calcolati ricordando le relazioni:
mr:D %.puﬂ ml‘):D(¢+Vd¢j
dr r r dr

e sostituendo le espressioni ora calcolate per ¢(r) e per la relativa derivata:

m=Rlare-@eor]  m=RlasvRe-aea)]




ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

2
c=my =) = 1)

8

e dovuto unicamente all’effetto poisson.

m, _6m,

g =——=
Tw :
s

2
Al contorno (r = R) si ha: m, = - PR = —g m,

Sul bordo incastrato, infatti, la curvatura — =
Ps

Lo spostamento massimo (freccia f) si verifica al
centro della lastra

ooy =f = PR’ = 3(1_V2) PR'

64D 16 Es®

T I momenti flettenti al centro della lastra si ottengono ponendo =0
m

Q

=~ avendo posto: = p7R?
16 Q=p

8
13

é nulla e, quindi, il momento My

I momento massimo & m, al contorno,

La tensione massima si verifica, quindi, all'incastro e vale:

3 pR?
o.(max)=+>"——
- (Max) e

ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

R

Esempio di calcolo:

i . — _
P S ! Dati: R =200 mm s=5mm
7 ! : _ _
0 £ i o E=200GPa  v=03
: p=0.1 MPa
|
400 Andamento dei momenti flettenti in funzione del raggio
300 +—F
— 200 Q\
£ I~
\% 102 Raggio (m) -
[e]
E 100 P00 0.04 p.08 D.12 0.16 0.20
1S
]
=

m, =%[(1+ V)R? —(3+v)r2] m, :%[(HV)R2 ~(+3v)r?]

13



Lastre piane circolari Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

R Esempio di calcolo:
w bs ' Dati: R =200 mm s=5mm
é T : . E =200 GPa v=0.3
! p=0.1 MPa
i
Andamento delle tensioni in funzione del raggio
1.00E+08 i I I I g = ﬂ = 6mf
r
< — |0,=0,=78MPa | w s

__ 5.00E+07 = o. = m, _6m,
3 I~ 0 "\ o2
a8 W S
Py Raggio (m) I I~ %
C  0.00E+00
o
‘0
c
()
I~ -5.00E+07

-1.00E+08

-1.50E+08

_3p 2 2 _3p 2 2
I, = et [(1+ V)R? = (3+v)r ] Ty =557 [(1+ V)R = (1+3v)r ]

Lastre piane circolari Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

R Esempio di calcolo:

i , — _
P S ! Dati: R =200 mm s=5mm
MRS : -
é T i o E_— 200 GPa v=0.3
: p=0.1 MPa
|
Spostamento verticale in funzione del raggio
0 Z - p (RZ _ r2)2
0.00 L.04 ‘ 0.08 0.12 y 0.20 64D
€ -0.0002 Raggio (m)
8
S -0.0004
£ e
g /]
©  -0.0006
o
joR
n
-0.0008
-0.001
Valore massimo -1.092 mm
-0.0012

14



lLastre piane circolari i Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

Modello ad elementi finiti

! Dati: R =200 mm
s=5mm
E =200 GPa
v=0.3
p=0.1 MPa

480 elementi
567 nodi

[ Vincolo all’estremita
/) della lastra: Incastro

o = Frosrra Laflosss

lLastre piane circolari i Lastra appoggiata al contorno

Modello ad elementi finiti

‘ous R =200mm AN
s =5mm . FIZFLACEHENT
E =200 GPa T
v=0.3 TIvEd

' FETa=i
p=0.1MPa For e e
:=|l:.; 135
E18Te. 11
o =i
T = GG
1-HTILF

— | {1

Deformata sotto carico

¥ = Frasrra iaflossa




ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

"D

i ol

ati: R =200 mm s=5mm p=0.1 MPa
E =200 GPa v=03

= 1osd=30 Spostamento verticale in funzione del raggio

LT LT

. L/
g L] /
o |~.am
IS
% -
Q@ |-.7z
2 7
N B4 /
—
.—F"'_.-;
~1.08 = {Valoremassimo-l.OQSmm‘
. 1 - — T
) =T ST ez j.xde  j.%ka  §.Bde
132 451 riE 1 408 1,388 1.6%2 U

’ Posizione radiale (m) ‘

Fiasrra iaflosss

ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

e o

Zona di massima
sollecitazione

’ Valore massimo: 0, = -120 MPa ‘

I

Mappa delle tensioni radiali O,

Frasrre Laflossa

>

>
o
EIAT=.01

= _ :

I-IETTRER

i o reE 2
Dati: R =200 mm s=5mm m ahi
E =200 GPa v=0.3
p=0.1 MPa
INT . 117TH+08
R NI L 1IERHDE

.1
- LTS

ES] B
FRE]
LEEL B
LLLE e
141 E=04
120008
L] 5]
EER 5]
LD ]
117H 28

16



ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

! 3
Dati: R =200 mm s=5mm ﬁﬂ
E =200 GPa v=0.3
p=0.1 MPa

Ingrandimento della zona di incastro della lastra

Zona di massima
sollecitazione

Valore massimo: O, = -120 MPa

Mappa delle tensioni radiali G,

T = Fuasrra Laflosss

ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

‘Dat:  R=200mm s=5mm
E = 200 GPa v=03
p=0.1MPa

R

Zona di massima
sollecitazione

’ Valore massimo: 0 4= 78 MPa ‘

1508
Ll L]
Tndi+20

T

Mappa delle tensioni circonferenziali G,

¥ = Fissrra iaflosss

17



ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

! 3
Dati: R =200 mm s=5mm ﬁﬂ
E =200 GPa v=0.3
p=0.1 MPa

Ingrandimento della zona centrale della lastra

ﬁ#

Zona di massima
sollecitazione

’ Valore massimo: 0,= 78 MPa ‘

Mappa delle tensioni circonferenziali G,
T = Fuasrra Laflosss

ILastre piane circolari l Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

[} lﬂ FEE BS 156
Dati: R =200 mm s=5mm J'H ;'L'é.f.:f,' .
E =200 GPa v=0..3 FiLeL SOLETION
p=0.1 MPa 58 =1
TIrli=i
- (L=
FETe=i
Ingrandimento della zona di incastro della lastra L: o
Shilik= -
SHI = 330004
SHiB . 3 THR+EE
N mg
T R

VEF =, L
VEF  w LB
I-HONRER

BB
[ |
[

ELEL R

ansn+sn

Mappa delle tensioni circonferenziali G,

¥ = Fissrra iaflosss




lLastre piane circolari . Lastra incastrata al contorno: pressione uniforme

oy FEE 24 1666
Dati: R =200 mm s=5mm ﬁﬂ ety
E =200 GPa v=03 ! ’1':.:.- SOLITION
p=0.1MPa -
TIrilin
T AR
_F:'l:-:.

Ingrandimento della zona di incastro della lastra

e 1|

_.13":_._ .

La tensione e quasi nulla ovunque,
tranne che nella zona di vincolo,
dove c’é una situazione locale

di sollecitazione triassiale.

Mappa delle tensioni assiali 0,
o = Fiasrra Laflosss

lLastre piane circolari i Lastra incastrata al contorno: carico concentrato al centro

Esaminiamo ora il caso in cui agisca sulla lastra solo il carico concentrato P
localizzato al centro della lastra e quindi p = 0: Ricordiamo le funzioni ¢ (r) e {(r)

r R p=L_ r(RZ—r2)+—P rn R
7 ﬂ 16D 41D r
7 — _ 7= p (Rz_r2)2+ P Rz_rz_zrzlnB
i 64D 167D r
incuisiap=0: =——rln— = R =r“-2r°In—
nelcasoin cuisiap=0: ) 4D r 167‘D( rj

e la derivata di ¢(r) vale: % = ID[ln R —1)
m

o =of 2]
quindi, introducendo le espressioni di ¢(r) e dd(r)/dr si ha: r dr
P R P R
m =—I|({1+v)In—-1 m, =—I|(l+v)In—-v
' 477{( ) r } 7 477{( ) r }
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lLastre piane circolari . Lastra incastrata al contorno: carico concentrato al centro

R Lo spostamento massimo (freccia f) si verifica al
centro della lastra:

(., R
Tenendo conto che: limr‘ln—|=0
% r=0

- | r
f V: siha: (o =T = PR® = 3(1_V2) PR®
T -

167D 47 ES®

A parita di carico totale P = Q = p77R? ‘
la freccia & quadrupla rispetto al caso di pressione uniforme

P
Al contorno (r = R) si ha: m, =- m, = —Vi =-um,
4 Amr
Al centro (r = 0) i momenti raggiungono valori infiniti. R
r
Le tensioni, come sempre, sono proporzionali v
ai momenti: ‘ ;%
m, _6m,
Ur —_—_— 2
W S m,
_m, _6m,
Oy=—7"=—
W S

lLastre piane circolari . Lastra appoggiata al contorno

Condizioni al contorno:

R
! = i =
| r ’ 1) perr=0siha¢ =0
Y\\_i—/ 2) perr=Rsiham =0

3) perr=Rsihal =0

Si puo procedere come nel caso delle lastre incastrate al bordo,
determinando i valori delle costanti C, C, e C; in base alle condizioni al contorno.
Tuttavia, risulta piu semplice sfruttare il principio di sovrapponibilita degli effetti,
valido in campo lineare elastico, sommando alla soluzione nota della lastra incastrata, la

soluzione ottenuta applicando al bordo esterno della lastra un momento radiale uguale e
contrario al momento d’incastro.

| |
WL Mo
t + =
¢ i)+ C

M incastro ? incastro | \l—/
| H |
. i .

In tal modo si rispetta la 2° condizione al contorno, m, =0 per r = R,
mentre le altre due sono gia rispettate nel caso di incastro al bordo esterno.
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lLastre piane circolari . Lastra appoggiata al contorno

Primo caso: pressione uniforme p

PR

quindi, il momento da applicare al bordo della lastra liberae: m=+-——

In questo caso il momento radiale di incastro & dato da: m, =—

La rotazione in funzione del raggio in una lastra, libera al bordo, alla quale & applicato

) R . 2
un momento uniforme m e data da: . rm _IpR

“D@+v)  8DA+v)

La rotazione in funzione del raggio in una lastra incastrata =~ _ P (Rz _ 2)
al bordo e soggetta ad una pressione uniforme é data da: ¢ - 16D r r

Quindi, la rotazione in funzione del raggio in una lastra appoggiata al bordo
e soggetta ad una pressione uniforme e data dalla somma delle due rotazioni:

p=¢ +¢" = pr ( 2R’ +R2—r2] _pr( 3ty Rz—rzj

16D\ (L+v) 16D\ (1+v)
o . _ pR?
La rotazione in corrispondenza del bordo & ¢ =———
=Ry 8D(1+V)

lLastre piane circolari . Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

RZ
Ricordando che il momento da applicare al bordo della lastra libera é: m = +L

Lo spostamento normale al piano in una lastra, libera al bordo, alla quale & applicato
un momento uniforme m e dato da:

m 2
= M (mor) = PR (o)
2D(1+v) 16D +v)
Lo spostamento normale al piano in una lastra incastrata . p ) )\
al bordo e soggetta ad una pressione uniforme é dato da: = %( - )

Quindi lo spostamento normale al piano in una lastra appoggiata al bordo
e soggetta ad una pressione uniforme é dato dalla somma dei due spostamenti:

T A S (LD B ) R LS

16D(1+V) 64D 1+v

La freccia f (spostamento normale al piano al centro) & dato da: ¢ =f= Sty pR4
i i : oy =TT =—

b P (=0 1+v 64D

La freccia f & maggiore di quella ottenuta per la lastra incastrata

del rapporto: 5+yp )
——  che, per v=0.3, vale circa 4

1+v
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ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

pR?
8

Ilmomento m =+ opposto al momento di incastro, che agisce lungo il contorno,

provoca momenti M, =M, =M in tutti i punti della lastra.

Quindi, per ottenere la distribuzione dei momenti flettenti in funzione del raggio,
nella lastra appoggiata, basta sommare il momento costante m alle funzioni calcolate

per le lastre incastrate:
2

m,:%[(1+v)R2—(3+v)r2]+% =2 @+v)Re-r?)

=P [3+v)R? -1+ 3v)r

_ p )], PR?
l 1+3
[ +V ( + V)r ]+ 8 16

| momenti al centro della piastra valgono:

2
m, =m, = (3+V) T:é = (3+V)& avendo posto:  Q = p7R?
T

Al bordo si ha: m =0 m, :(1—V)%

_ o 3(3+v) pR?
La tensione massima si ha nel centro e vale: Oax — iT 2
S

ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

R Esempio di calcolo:
i s [ Dati: R =200 mm s=5mm
" : E =200 GPa v=03
A T ! p=0.1 MPa
|
Andamento dei momenti flettenti in funzione del raggio
900
800 +—
e 700 Q\
£ 60 ™~ M
£
o 500
S 400
£ N >
g 300
200 mr
100
. Raggio (m)
-100
m =L Er)R?-r) = PR -@ran)]
16 16
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Lastre piane circolari Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

Is

R

—_—

A

Tensione (Pa)

f

Esempio di calcolo:

Dati:

R =200 mm
E =200 GPa
p=0.1 MPa

Andamento delle tensioni in funzione del raggio

2.50E+08 ‘ ‘ ‘ ‘
\
2.00E+08 - o =198 MPa
§§\\r 0 |
\\
1.50E+08 O,
\
\ \
1.00E+08

5.00E+07

0.00E+00

-5.00E+07

s=5mm

v=03
m__ 6m
% w T
S
m 6m
a'g:_gz 29
W S

O, = 8%[(3 +V)R? -1+ 3v)r2]

Lastre piane circolari Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

Spostamento (m)

0.0005

-0.0005

-0.0015
-0.002
-0.0025
-0.003
-0.0035
-0.004
-0.0045
-0.005

Esempio di calcolo:

-0.001 ~

e

i Dati: R =200 mm s=5mm
; E = 200 GPa v=0.3

! p=0.1MPa

i

Spostamento verticale in funzione del raggio

00 04 08 12 16
—— Raggio (m)
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lLastre piane circolari i Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

Modello ad elementi finiti

! Dati: R =200 mm
s=5mm
E =200 GPa
v=0.3
p=0.1 MPa

v

480 elementi
567 nodi

Vincolo all’estremita
della lastra: Appoggio

N

o = Frosrra Laflosss

i | ",

lLastre piane circolari i Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

Modello ad elementi finiti

"Dati R =200mm AN

s=5mm
E =200 GPa
v=0.3
p=0.1 MPa
R N

Deformata sotto carico

¥ = Frasrra iaflossa
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ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

' Dati: R =200 mm s=5mm E = 200 GPa m
v=03 p=0.1 MPa o
[ x LOB S
a0
sioee S EREREEN
- =
i talel | |
71 Zona di massima \‘\ Iy
1300 sollecitazione I [ “\_Ql
1o ’ Valore massimo: 0, = 199 MPa \ k
Bao \ g, -
B0 g,
490
-zl -
llR i 11 i 2k [ =] j.-%ia i ﬁ-;. LR
132 451 riE 1 408 1,388 1.6%2 U

Tensioni sulla superficie inferiore in funzione del raggio

T = Fuasrra Laflosss

ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

[} l'd FEE Eo 156
Dati: R =200 mm s=5mm m i i
E =200 GPa v=0.3 :‘j‘igf“-“'“
p=0.1 MPa SR =2
TIrli=i
3 (L=
FaTe={
BHL = Cd4432
Tl = aERE4+EE
Tl - E150+06
SHE = 1 BEE4LE
R ThiBe 515 D408
> =_1FEE+EE
= =_ 1550426
— 1310+
.
= -
=
[
Zona di massima
sollecitazione
Valore massimo: 0, = +199 MPa ‘
Mappa delle tensioni radiali o,
ol Fimrrra Luflosss
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ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

. l'\'_" FEE 2o 1566
Dati: R =200 mm s=5mm m e o
E = 200 GPa v=023 :fl-ll.gl:-:-l.um
p=0.1 MPa o =i

TIrilin

o] (L1
3T

BHL = (L4454
Shl w- el
Sl - . 2120 +0F
SHE = 1 FEl-DE
SR 212 Bl
= 1FR R+l
--1550+86
EEEEET o
- M0+
- 221l
2210+
LLELE ]
1110428
1550408
T B

WL RN

Zona di massima
sollecitazione

Valore massimo: O ,=+199 MPa ‘

Mappa delle tensioni circonferenziali G,
Cf¥ « Fiasrre inflosss

ILastre piane circolari l Lastra appoggiata al contorno Pressione uniforme p

L l'd FER 2 1566
Dati: R =200 mm s=5mm m_l s
E =200 GPa v=03 o

- B4
£4438

’ Valore massimo: U= 4.45 mm

Spostamento
Cd = Frasrre iaflosss
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lLastre piane circolari . Lastra appoggiata al contorno: carico concentrato al centro

Esaminiamo ora il caso in cui agisca sulla lastra solo il carico concentrato P,
agendo in modo analogo a quanto si & fatto nel caso di pressione uniforme.

| R Nel caso di lastra incastrata e soggetta al carico
r concentrato P e stata ottenuta, in corrispondenza
C ) del bordo (r = R), la soluzione :
K P P
v
— m =-— m, = -V —=-um,
! 4 4
Perché sia nullo il momento radiale al bordo, come deve essere in corrispondenza P
dell'appoggio, € necessario aggiungere un valore uguale ed opposto: m= 4—
T

La rotazione puod quindi essere calcolata come somma dei due contributi ¢p*e **
dovuti, rispettivamente, al momento m ed alla soluzione con incastro:

¢D: rm - rP . ¢“:Lr|n5
D@1+v) 4D +V) 41D r
. e P R 1
da cui si ottiene: o +¢ =¢ :471Dr(|nr+1+v)
PR
La rotazione al bordo vale: ¢(,:R) = m

lLastre piane circolari i Lastra appoggiata al contorno: carico concentrato al centro

Esaminiamo ora il caso in cui agisca sulla lastra solo il carico concentrato P,
agendo in modo analogo a quanto si € fatto nel caso di pressione uniforme.

| R Nel caso di lastra incastrata e soggetta al carico
r R concentrato P & stata ottenuta, in corrispondenza
del bordo (r = R), la soluzione :
jas
v P P
- m =-—- my =-V—=-um,
! 4 4
Perché sia nullo il momento radiale al bordo, come deve essere in corrispondenza p
dell'appoggio, € necessario aggiungere un valore uguale ed opposto: m= 4—
T

In modo analogo si procede per lo spostamento, sommando i due contributi {*e {**
dovuti, rispettivamente, al momento m ed alla soluzione con incastro:

. m P - P R
=——— (R*-r*) =—— (R*-r?) e = RZ-r?-2r’In—)?
¢ 2D(1+V)( ) 871D(1+V)( ) ¢ 167‘D( I’)
* ok +
da cui si ottiene: { +¢ =¢ :ZI.GI:D|:\:+5(R2 —rz)—ZrZInﬂ
L t to al t le: Z :S-FJLRZ
0 spostamento al centro vale: {0 =T
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lLastre piane circolari i Lastra appoggiata al contorno: carico concentrato al centro

=My =M in tutti i punti della lastra.

P .
Ilmomento  m= 4— provoca momenti M,
m

Quindi, per ottenere la distribuzione dei momenti flettenti in funzione del raggio,
nella lastra appoggiata, basta sommare il momento costante m alle funzioni calcolate
per le lastre incastrate, nella condizione di carico concentrato:

mr:P[(1+v)lnR—l}+P :(1+v)iln5
A r 4 am r

_P R_,1+ P P Ria-
m19—4ﬂ{(1+v)lnr v}+4ﬂ —4ﬂ[(1+u)|nr+(l u)}

I momenti al bordo della piastra valgono:

P
m, =0 m, = (1-v)—
4
I momenti al centro della piastra risultano infiniti, come si & gia visto per le lastre incastrate.
m, _6m,
a' =-=—=
L . . L r W 52
Le tensioni, come sempre, sono legate ai momenti dalle relazioni:
0 2
W S

lLastre piane circolari i Lastra di forma anulare

E interessante studiare il caso in cui la lastra sia di forma anulare,
vincolata in modo qualsiasi in corrispondenza di entrambi i bordi.

La soluzione generale & data ancora dalle relazioni
ricavate in precedenza per le lastre circolari.

3
¢:—£—1(Zlnr—1)+cli+&
16D 87D 2 r
prt  Pr? r?
=——+——2Inr-1)-C,—+C,Inr+C
T 8nD( ) g ’
2
e la derivata dd/dr che vale: %:—SL—L(Zlnr—l)—i+&—C—22
dr 16D 87D aiD 2 r

Se @& vincolato un solo bordo della lastra, sono incognite le costanti C;, C, e Cj; se sono vincolati
entrambi i bordi ci sono ulteriori incognite, legate alle reazioni al bordo interno.

Le costanti incognite si determinano tramite le condizioni ai bordi, che si possono imporre sulla
rotazioni ¢, sullo spostamento { e sul momento radiale m, che, come € noto, € legato alla
rotazione ¢ ed alla sua derivata d/dr:

g

' dr r
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lLastre piane circolari . Lastra di forma anulare

E interessante studiare il caso in cui la lastra sia di forma anulare,
vincolata in modo qualsiasi in corrispondenza di entrambi i bordi.

La soluzione generale e data ancora dalle relazioni
ricavate in precedenza per le lastre circolari.

3
p=-P _ P opnr-g)+c L+ &2
16D 87D 2 r
_prt N Pr? r’
= 2Inr-1)-C,—+C,Inr+C
‘=%D 871D( ) 4 ? :
2
e la derivata d¢/dr che vale: %:_Spr —L(Zlnr—l)—i+&—c—§
dr 16D 87D 2 r

4D
d
Introducendo i valori di ¢ e di d¢/dr nell'espressione di m, si ottiene: m, = D(d¢ +Vv ﬂ =
r r

2 3
=p| -3 —1(2Inr—l)——P +g_g§+v —ﬂ—i(zmr—l)+£+&
16D 87D 4amM 2 r r{ 16D 87D 2 r

2

pr P P C c
edunque: |m =—(3+v)——-(1+v)—Inr-(1-v)—+D@+v)—=-D(1-v)—%
e ' ( )16 ( )477 ( )871 ( )2 ( )r2

lLastre piane circolari . Lastra di forma anulare  Casi particolari:

due coppie agenti lungo i bordi
m | SL '\rlni ml;' vme Condizioni al contorn(?:
T 74 J \\§ _ 1) perr=R,siha: m =m,
< i 2) perr=R;siha: m.=m,
< de > inoltre  p=0 e P=0

Imponendo le condizioni sui momenti applicati ai bordi e tenendo conto che i carichi, distrubuiti o
concentrati, sono nulli si ha:

B pr? P P C, C, _
m =-@+v)—-1+v)—Inr-1-v)—+D@+v)=t-D(1-v)—2=
c = )16 ( )477 ( )877 ( )2 ( )rz

= D(1+v)%— D(1—|/)C—22
r

quindi: D(l+l/)g—D(1—V)C—§=me e D(1+V)&—D(1—V)C—2=mi
2 R; 2 R
da cui si ricavano le C = 2(meRe2 - miRiz) _ (m, - mi)Re2 Ri2
costanti:

PT@HDRI-RY) C 2 (@-v)D(RZ-RY)

2 2 22
note le costanti, si puo ricavare il momento  m (r) = (m,Re —mR7) _ (m, —m)R'R;
radiale in funzione del raggio r (Rez - Riz) rZ(ReZ - Riz)




lLastre piane circolari i Lastra di forma anulare Coppie agenti lungo i bordi

m | Si '\rlni mli vme Condizioni al contornolz
T 4 g \\g _ 1) perr=R,siha: m =m,
< i 2) perr=R;siha: m =m;
< de > inoltre p=0 e P=0

e ancora si pud calcolare la rotazione #(r) = (m,RZ —mR?)r + (m, -m)RZR? 1
in funzione di r: (1+Vv)D(R?-R?) (1-v)D(R*-R})r

4. = MRIA-VIR +(L+V)RI]—2mRIR

in corrispondenza dei bordi le rotazioni ) @+ VZ)D(ReZ B Riz)

valgono: b = ZmeRe2 R -mR[(1-v) Ri2 +(@+v) Rez]
| (L+v*)D(R: -R?)

e

d
Per calcolare, infine, anche il momento circonferenziale: my = D(¢ + V—¢
r

dr
X . . dp _C, C,
€ necessario ricavare la derivata: —— = ——

q > — da cui, sostituendo i valori delle costanti:
r r

lLastre piane circolari . Lastra di forma anulare Coppie agenti lungo i bordi

m | SL '\rlni ml;' vme Condizioni al contorn(?:
T 4 J \Ng _ 1) perr=R,siha: m =m,
< i 2) perr=R;siha: m =m,
< de > inoltre p=0 e P=0

si ottiene:

dg _ (MRZ-mMRY) _ (m,-m)RR? 1
dr (@+v)D(R’-R?) (@1-v)D(R’-R?)r?

e quindi: my = D(fﬂ/ifj =

_ (meRez_miRiz) + (me_mi)RezRiz 1 + V(meRez_miRiz) _ (me_mi)RezRiz v

T (+V)(RZ-R?) (L-V)(RZ-R3)r? (1+v)D(R?-R?) (L-v)D(RZ-R})r?

2 _ 2 _ 2p2
scrivendo in forma piti compatta si ha: - m, = (m Rez m‘ZR‘ ) + (mz T‘)REZR‘
(Re_Ri) r(Re_Ri)
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lLastre piane circolari . Lastra di forma anulare

Alcuni esempi di calcolo
applicato a soluzioni
di casi particolari

Area sulla quale agisce
la pressiQne p

1° caso:

Lastra di forma anulare con
pressione uniforme agente su
una corona circolare

ILaStre piane circolari i Lastra di forma anulare con pressione uniforme

Condizione di vincolo:
esterno appoggiato

interno libero

agente su una corona circolare

Condizioni al contorno: M ra — 0
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lLastre piane circolari i Lastra di forma anulare con pressione uniforme

agente su una corona circolare

Spostamento in funzione del raggio:

otz gl ) A

0

dove
I e O e el a0 e |
Vo = ;(1-./2)(%_2

s e () e

ILaStre piane circolari i Lastra di forma anulare con pressione uniforme

agente su una corona circolare

Rotazione in funzione del raggio:

3 4 2
9=, @+v)2e@-v)L -9 L (] _4ffe) o =
2 r b D 16 r r r
Momento radiale per unita di lunghezza in funzione del raggio:

4 2
Mr=9b2(1—v2{£—9j—qr21 1=V (T ) (B 14 (14 v)in[ =

2r b r 4 4 r r I,
Momento circonferenziale per unita di lunghezza in funzione del raggio:

o, 2
6D (1-v7*) ,

MH: r r

Taglio per unita di lunghezza in funzione del raggio:

Q =—2q—r(r—r02)




Spostamento (m)

Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare

Andamento dello spostamento e della rotazione in funzione del raggio

Raggio (m) oai Esempio di calcolo:
o ati:
0002 - : : : : e = a=150mm b=35mm
-0.0004 ry= b s=5mm
“0.0006 E =210 GPa v=03
“6.0008 g=0.1 MPa

-0.001

-0.0012

-0.0014

-0.0016

-0.0018

;).014 / 0

~
T
ISl
S
= 00135
()
c
QO o013
N
T
S o0z
g

0012

0.03 0.05 0.07 0.09 0.11 0.13 0.15
Raggio (m)

Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare

Andamento dei momenti flettenti in funzione del raggio

900
800 \
700

600

500

400

Momento (Nm/m)

300

200

100

0
0.03 0.05 0.07 0.09 0.11 0.13 0.15

Raggio (m)
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Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare

Dati: a =150 mm
E =210 GPa
Modello ad elementi finiti:

b=35mm

v=0.3

1

Bordo libero

Vincoli di simmetria

Pressione uniforme

Appoggi

r,=b s=5mm
g=0.1 MPa

ANSYS 5.3
APR 14 1839
13:09:19
ILOT NO. 1
ELEMENTS
TYEFE MM

u

PRES
10000

TV =-. 866025
v =-.E
*DIST=. 084221
*HF  =.07632
*YF  =.07491
=ZF =.00783
A-Z8=180
Z-BUFFER

Tensione [MPa]

Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare

Dati: a =150 mm b =35mm r,=b s=5mm
E =210 GPa v=03 g=0.1 MPa
Confronto con il modello ad elementi finiti:
1 ANSYS 5.3
APR 14 1933
11:06:25
PLOT MO. 1
{10445} z-?—:;;:l
1045 404 SUEB =1
TIHE=1
1748092 PATH PLOT
NOoD1=12
NODZ=2
155,490
Zv =1
1352.885 TDIST=. 78
*RF =.&
*TF =_5
155,287 *ZF = &
o785
rea.0e3
nez. 451
Ser.are
J—
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Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare

1500

1.282

1z

1.208

Dati: a =150 mm b =35mm r,=b s=5mm
E =210 GPa v=03 g=0.1 MPa
Spostamento assiale in funzione del raggio
1 ANEYS 5.3
APR 14 1339
11:13:02
PLOT MHO. 1
{xl044=3) POSTL
1.526 ETEP=1
SUE =1
TIME=1
— 1.428 PATH PLOT
g NOD1=12
NODZ=2
°
c W =l
() Lo *DIST=.75
e THF =5
I o e
‘t;; 0.p3 0.ps 0.p7 0.p9 o.11 o.n3 15 .07
o 793 \ -0.0002
joR
U) &34 \\ -0.0004 /
™,
ATH }B.\ODOS
~
e -0.0008
~,
Bt -0.001
0 ~U.0UT.
’ L1115 = 345 - 575 = L85 -
DIsT -0.0014
-0.0016
-0.0018
Lastra di forma anulare con pressione uniforme agente su una corona circolare
Dati: a =150 mm b =35mm r,=b s=5mm
E =210 GPa v=03 g=0.1 MPa
Rotazione in funzione del raggio
1 BNSYS 5.3
AFR 14 1333
11:47:59
PLOT MO 1
P (2
1.5821 STEP=1
SUE =1
TIME=1
1,490 PATH PLOT
%! NOD1=12
NODZ2=%
‘g 1.452
o 1.428
c
o 1.395
N
]
o
o L%
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lLastre piane circolari . Lastra di forma anulare

Alcuni esempi di calcolo
applicato a soluzioni

di casi particolari

2° caso:

Pistone di un attuatore idraulico:

lastra di forma anulare soggetta
a pressione uniforme con
incastro al centro e rotazioni
impedite all'esterno

Pressione uniforme

ILastre piane circolari Applicazione:
pistone di un attuatore idraulico
o
*—o
P Condizione di vincolo:
incastro interno
i guida esterna
o b —
Qa -
a o Yo =
N > Condizioni al contorno:
6, =
g, =
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ILastre piane circolari Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Spostamento in funzione del raggio:

i () (e ()]

|ILastre piane circolari i Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Rotazione in funzione del raggio:
2 2 3 4 2
g=m, " 1-(2) |4q, (2} cqvam(F)|-a Ly () g ")
2D r 4D |\r b D 16 A r, r,
Momento radiale per unita di lunghezza in funzione del raggio:
1 b)? 1+v (r) 1-v b’
M, =M, —|1+v+{1-v) = | [+Qby—In| = |+——|1-| =| |/ +
2 _ 4 2
oty tov 1_(Loj [fj 1+ @+v)in| ©
4 4 r r r
Momento circonferenziale per unita di lunghezza in funzione del raggio:

oD (1 -v?)
r

M, = + VM |

Taglio per unita di lunghezza in funzione del raggio:

Q :QbE_ q (rz_roz)

T ar
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Lastre piane circolari Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Andamento dello spostamento e della rotazione in funzione del raggio
0

0.p3 \wg 0.07 O.Fg 0.}[1 0.13 0.15

-0.00005

Esempio di calcolo:

Raggio (m )

_ -0.0001 ggio (m) Dati:
E -0.00015 a =150 mm b=35mm
g 0.0002 = s=5mm
g - E =210 GPa v=0.3
% -0.00025 p=0.1 MPa
o
& o000 Raggio (m)

R 0.p7 0.p9 o.n11 0.13 L5

-0.0004

-0.002

-0.003

Rotazione (rad)

-0.005

-0.006

|ILastre piane circolari I Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Andamento dei momenti flettenti in funzione del raggio

Raggio (m)
400
—
c 200
£
< o
g 0.p3 0.p5 op”” obo— om1 o.n3 0.15
E A
g ~
= oo My
-600 m,
-800
-1000
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|ILastre piane circolari I

Modello ad elementi finiti

Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

a =150 mm
E =210 GPa

Dati:

v=0.3

1

Incastro

Vincoli di simmetria

Pressione uniforme

b =35mm r,=>b

s=5mm
p=0.1 MPa

ANEYE 5.3
APR 13 1839
18:51:29
PLOT NO. 1
ELEMENTS
TYPE NUM

u

DATH
PRES
100000

A-Z8=130
Z-EUFFER

|ILaStre piane circolari I Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Tensione [MPa]

Confronto con il modello ad elementi finiti:

Cxi04)
507034

299,496,

11,950

—zm.87e

—amLLT

-730.455

-975.19%

~1220.731

~1473.270

—1720.808

ANSTE E.2
APR 13 1993
16:49:59
PLOT HO. 1
POSTL

r STEP=1

av

v

SUB =1
TIME=1
PATH PLOT
HOD1=17
HODz=2

=1

DIST=.75

==

—1968. 345
o

a5

-125
DIST

-175

-225
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Lastre piane circolari Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Spostamento assiale in funzione del raggio

Spostamento [m]

5-50035

-0.0004

1 ANETS 5.3
ATR 13 13399
19:55:26
PLOT NO. 1
POSTL
Lx1088-a) STEP=1
3771 u UB =1
TIME=1
a.303 PATH PLOT
NOD1=17
moDz=z
a0t
v =1
2,639 y DIST=.7%
HF =&
IF =.5
2.z262 ZF =.8
0 Z-BUFFER
Lo 0.p3 \D"Q 0p7 0.09 of1 03 015
-0.00005
1.0
o -0.0001
e -0.00015
277 -0.0002
) = s - -0.00025
s us s a0 I
DIST -0.0003

|ILaStre piane circolari I Applicazione: pistone di un attuatore idraulico

Rotazione [rad]

Rotazione in funzione del raggio

-0.006

1 ANSTS 5.3
APR 13 1339
z0:01:48
PLOT NO. 1
POSTL

Lxlos=31 STEP=1

o SUB =1

TIME=1

- PATH PLOT
NOD1=17
NODz=z

1027
2v =1
DIZT=. 75

—1541
0.p7 0.p9 0.1 o3 .15

—2.055

—2.56%

—F.083

.0

-t

—v.az4

—S.138

o =3
s .3t
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|ILastre piane circolari l

...ed ora provateci voi!

Un paio di esercizi. Contenti?

|ILastre piane circolari i Esercizio n°1 Piastra incastrata al bordo esterno

!D soggetta a pressione uniforme
|
< ; >
i Dati. D =600 mm E = 200 GPa
P! p=1MPa v=03
i
i Calcolare:
i 1) la massima tensione di von Mises
i 2) il massimo spostamento (freccia)
__P 2_ 2
=——r(R°-r
¢ 16D ( )
__P 2 _ 2\2
Nel caso di piastra incastrata ¢= 64D (R°-17)
con pressione uniforme si ha:
m, =2 [+ v)R? -3 +v)r?]
16
m, = %[(1+V)R2 - (1+3v)r2]
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|ILastre piane circolari l Esercizio n°2 Piastra appoggiata al bordo esterno
| soggetta a pressione uniforme
< :D > Dati: D=2 E = 200 GPa
i p=1MPa v=0.3
pi s =10 mm

UL oy oo pr e e

questo caso e uguale a quella calcolata
nel caso precedente

2) il rapporto tra le tensioni massime di
von Mises nei due casi

¢:£ 3TV po_p2
16D (L+V)

Nel caso di piastra appoggiata 7= p (Rz _ 2 5+v R? -2
con pressione uniforme si ha: - 64D r r

1+v

m, = %[(3+ VIR? - (1+3v)r?]

|ILastre piane circolari i

Dati: D =120 mm
E = 200 GPa
0, = 350 MPa

Pow=?

max

Esercizio n°3 Pistone di un attuatore idraulico
d=30mm Sp=10mm S;=5mm
v=0.3

ist

LSS L /LSS LSS S LSS LSS LS.

LA/ S SIS S SSSLS S LSS/
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lLastre piane circolari I
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