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Introduzione
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Problema: identificazione delle , dello e
di un componente o di un sistema meccanico noti condizioni di vincolo e carichi applicati.

La soluzione analitica & nota per geometrie semplici quali:

, etc. Le soluzioni sono spesso disponibili per il solo
Esistono soluzioni in campo plastico per alcuni problemi semplici utilizzando modelh
costitutivi per il materiale estremamente semplificati.

Negli altri casi € necessario ricorrere a approssimati.
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Alcuni sistemi meccanici possono essere visti come un insieme di elementi strutturali
componenti, ognuno connesso ad altri mediante un numero discreto di punti nodali

( )
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Per questi problemi, se si conosce il comportamento meccanico (elastico) dei singoli
elementi & possibile risalire alle caratteristiche dell'intera struttura e studiarne il
comportamento statico mediante

Il metodo si basa sul soddisfacimento delle condizioni di e =
difatto la sistematizzazione in forma matriciale del metodo degli spostamenti,
normalmente utilizzato nell’ambito della meccanica dei solidi.
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Molto spesso, invece, particolarmente nei
componenti meccanici, la struttura € un continuo
tridimensionale, che non presenta una preferenziale
suddivisione in elementi semplici. “

rappresentare il

continuo.

continuo mediante calcolo strutturale matriciale

Il problema strutturale si traduce in estrema sintesi nella soluzione di un
con incognite gli
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Il metodo degli elementi finiti €, in sostanza, lo studio dei criteri per i quali & possibile
mediante di cui si conosca il

comportamento meccanico, interconnessi da un numero discreto di punti nodali,
localmente equivalenti da un punto di vista statico, alle corrispondenti porzioni del

Una volta effettuata tale discretizzazione, & possibile studiare il comportamento del
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Discretizzazione del continuo mediante

T
ELEMENTS
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Discretizzazione del continuo mediante

d. THREE-DIMENSIONAL . VARIABLE-NUMBER - NODES

b. THREE-DIMENSIONAL SOLID THICK SHELL AND
a.TRUSS ELEMENT BEAM ELEMENT THREE-DIMENSIONAL ELEMENT

¢.PLANE STRESS, PLANE STRAIN
AND AXISYMMETRIC ELEMENTS

£ THIN SHELL AND BOUNDARY ELEMENT
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Esempio di soluzione del

Sistema di equazioni lineari | c "
ampo di spostamenti
nodali

Funzioni di forma

Campo di spostamenti all’interno degli
elementi

Hp: piccoli spostamenti
@ | Campo deformativo locale

Campotensionalelocale| @RI oni i Hook
elazioni di Hooke
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Introduzione al Corso
Introduzione al metodo degli elementi finiti

Step tipici di una analisi agli Elementi Finiti:

| - Modellazione della geometria equivalente al problema reale

| - Scelta tipo/i di elemento da usare per la discretizzazione |

| - Scelta modello di materiale: parametri caratteristici |

| - Discretizzazione

| - Applicazione carichi e vincoli equivalenti a quelli reali |

| - Impostazione del tipo di analisi |

| - Soluzione agli elementi finiti |

| - Fase di post-processo: analisi e raccolta dei risultati
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Introduzione al Calcolo
Strutturale Matriciale

Dalle dispense del prof. Dario Amodio e dalle lezioni del prof. Giovanni Santucci
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale

Struttura discreta

Per struttura discreta si intende un sistema meccanico composto da elementi strutturali
caratterizzati da una propria individualita, connessi tra loro tramite un numero discreto

di punti nodali.

| nodi possono essere soggetti a vincoli e a carichi concentrati. Eventuali carichi
distribuiti possono essere applicati direttamente agli elementi costituenti.

Mediante calcolo strutturale matriciale &
possibile risolvere questa classe di
problemi, sia per configurazioni isostatiche
che iperstatiche.

In particolare, € possibile identificare la
configurazione di equilibrio, le reazioni
vincolari, lo stato di tensione e
deformazione nei singoli componenti.

Tutto cid0 esprimendo le grandezze in
funzione degli spostamenti nodali, e a
patto di conoscere le proprieta elastiche
degli elementi costituenti.

4
[

Fonte: Zienkiewicz, Vol.1
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Struttura discreta, esempio bidimensionale, definizioni

Elementi bidimensionali individuali Forze e spostamenti nodali
interconnessi in punti nodali 4 F

s BNt

PR

1 u
Forze nodali di F 1 Spostamentinodali (g ]
Y 2 elemento 1 di elemento
V.
F a Fyl d @ 1
X 1 F ) . 1 i,
X — —
{F}a = F2 = {d} = d2 =
F Vv,
y2 d
F; 3
Fx3 u3
F,. vy
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Struttura discreta, esempio bidimensionale, carichi e relazione di equilibrio

Tipologie di carichi agenti e spostamenti in un generico elemento «e» della struttura, ex: asta

\4

3

0

Carichi distribuiti 3

4

Deformazioni iniziali dovute a carichi termici

7\ Carichi concentrati nodali

Spostamenti nodali

Per risolvere il problema discreto, & necessario partire dalla relazione che esprime la
condizione di equilibrio di elemento allinterno della struttura

{F} =[k{a} +{F}, +{F},
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Struttura discreta: significato dell’equazione di equilibrio

Relazione di equilibrio di elemento

{F} =[k{a} +{F}, +{F},

{F}e Vettore delle forze agenti sui nodi

{F}j7 Vettore delle forze nodali necessarie ad equilibrare i carichi distribuiti

{F}e Vettore delle forze nodali necessarie ad equilibrare forze di volume (ex:
& deformazioni iniziali)

{F}‘f — [K]e{d}e Vettore delle forze nodali necessarie a produrre lo spostamento
d elastico dei nodi descritto dal vettore { d}e
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Elemento Asta Piana

Dalle dispense del prof. Dario Amodio e dalle lezioni del prof. Giovanni Santucci
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano
Asta nel piano, di sezione uniforme A, lunghezza L. Parametri elastici del materiale omogeneo e

isotropo E,v. Asta “generalizzata”, in grado di reagire a trazione-compressione per I'effetto dei
carichi concentrati nodali e deformazioni iniziali, e a flessione, sotto I'azione dei carichi

distribuiti.
P
\
\

Lunghezza dell’asta

L:\/('xj_'xi)2+(yj_yi)2

Angolo formato dall’asta con I'asse

delle ascisse
P y
a = arctan( Vi~V )
A
L.Cortese Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)

Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento

{FY =[&{a} +{F}, +{F},

Forze nodali equivalenti ai carichi distribuiti: j

. L
—sing i 2

e
{ry = fi | _pL] cosa |\
" F 2 |-sina 2
P
cosa X
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento
{Fy =[x [{a} +{F}, +{Fk,

Forze nodali che impediscono le deformazioni iniziali:

FC
g =alAT o, =Eg, [
F. % alAT
F =E[ATA —
cosa y
e E ’ sing
{F} = = EW[ATA ~
© | F; . —cosqa
—sing
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento
{F}y =[x{a} +{F}, +{F,

Spostamenti nodali

ol

Allungamento dell’asta

< =

=~

+

>

=

—
\Q‘ -

< <

AL=(u; —u;)cosa +(v;, —v,)sina
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento
{Fy =[x [{a} +{F}, +{F,

Forza assiale in grado di produrre I'allungamento /A],

ed—AHZ@ EA[(M —u;)cosa + (v, —v)sma]

In componenti /
a ed

-cF

ed

T

e

SF ed

{F}d_ :_ =

i

e

F, , cF,, F,; c=cosqa
sk, ), | Fy s=sina
L.Cortese Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)

Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento

{FY =[&{a} +{F}, +{F},

_FEA
F,=—\tu c tvsc—u, ¢’ —v.sc
L J
EA
F.. =—(+u.sc +v.si—u.sc —v,sz)
v L i i J J
EA
F.= —(— u,c’ —visc+u.c’+v ,sc)
X/ L i L J J
EA
F =—( usc—vs tu;sctv sz)
Y L
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento

{F} =[k]{ay +{F}, +{F},

In notazione matriciale:

2 2 ¢
c sc —cC —SC U;
2 2 ¢
{F}e _ EA| sc S -SC S V; _ K,',' KU d,’
d~ "7 | _ 2 2 -
L c s¢c C sc u; Kji ij dj
2 2
—-sc -5 sc S Vi

EA e
K. =—(-D"
YL h [sc

N.B. [K] € sempre simmetrica, conseguenza della conservazione dell’energia
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano

Relazione di equilibrio di elemento

{FY =[&]{a) +{F}, +{F},

Per I'asta “generalizzata” si ha dunque:

2 e

c sc  —c* -—sc -5

. EA P o—s¢c -7 . pL|c
{Fyr=220% % 7 T gk + P2 © Ly EanT

L|-¢ -sc ¢ sC 2 |—s

-sc -s* sc s? c
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Trasformazione di coordinate: caso bidimensionale

cos '=cos Scos y +sin Ssin y
sin B'=sin Bcos y —cos Bsin y

u=dcosf3 u'=dcospf
v=dsinff v'=dsinf

X
=dcosfScosy+dsinBsiny =ucosy +vsiny ' cosy siny
o _ o d}=|_ . fat=[z.Ka}
=dsin Bcosy —dcosBsiny =-usiny +vcosy siny cosy
Ad esempio, per un elemento monodimensionale a 2 nodi nel piano:

{d} { } {L H } [L]{d} Il procedimento & valido per qualsiasi
! 0 L,
!

vettore, per cui:

L,
{F} {F} {0 I H } [L]{F} Spesso si pone l'asse X coincidente con

I'asse dellelemento: B'=0 B=y=a
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale

Trasformazione di coordinate: caso bidimensionale

Nel caso dell’asta piana

c s 0 O
d s ¢ 0 0 - o c=cosa
fay == ’ ay p=0 p=y=a
dj 0 0 ¢
0 0 -5 ¢

La matrice di rigidezza nel riferimento locale si scrive:

F'—EAM' EAu' 1 0 -1 0
=y '- ) EA|O0O O O O
oLt LY [F=[KE] quindi [K]=5
. EA | EA |

ij_—Tui+Tuj 0 0 0 O

Da cui si ricava:

c -s 0 OfJ1 O -1 O0ffc s O O & sc - —sc
0 0f0 0 0 0f- 0 0 s §* —sc -§°
(K=l (K= ¢ SR s T
L0 0 ¢ -sf-1 0 1 0[O0 O s L|-¢ =-s¢ ¢ sc
0 0 s ¢c|0O 0 O O0/0 0 -5 ¢ -s¢c —-s* sc¢ §°
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Elemento asta generalizzata nel piano: tensioni e deformazioni agenti

Deformazioni e tensioni massime e minime di elemento

£ -c - 2|1 1
{g}: i _1j7¢ =5 ¢ s d}g_l_ pLz —ahT
&) L|i—-c -5 ¢ s 8EI -1 1

(o= L=ElmC T e PN UL poag ]!
g,] Li-c —-s c¢ s 81 |—-1 1

z semi-ampiezza della sezione trasversale dell’asta

N.B. L'asta “pura” si comporta solo come puntone, reagendo soltanto a trazione-
compressione, e non a flessione. In tal caso non ¢ possibile applicare carichi distribuiti. Tutte
le espressioni relative allasta generalizzata, si possono particolarizzare eliminando i
contributi dovuti a tali carichi.
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale
Struttura discreta caso generale: vettori forza e spostamento di elemento

Relazione di equilibrio di elemento
(r) =[iTHay +{r + {7,

/= numero dei gradi
di liberta per nodo

F ¢ d ¢ F,

! YR} =1
" “ F, Dunque i vettori

{F}g = F {d}“ =1d. forza e spostamento
hanno in generale
d; mx [ elementi
{a} =

Fm dm dll

N.B Le componenti di forza e spostamento sono “generalizzate”, potendo trattarsi anche
di momenti e rotazioni
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale

Struttura discreta caso generale: matrice di rigidezza di elemento

Relazione di equilibrio di elemento

{F} =[k]{a} +{F}, +{F},

m = numero dei nodi
di elemento

/= numero dei gradi
di liberta per nodo

Kll Kli Klm
[K]e — K K K n Yu
=K, . K, . K, [k,]=
i i
Kml Km/ Kmm
[K]E Matrice di rigidezza di elemento, di dimensioni m/ x m/
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale

Significato dei termini della matrice di rigidezza di elemento

Fdl ‘ _Kll K, Klm_e
{F}Z = Fd,- = Kll KU im
Fo )oKy o Ky oo Ky

mantenendo nulli tutti gli altri spostamenti di elemento.

Struttura discreta caso generale: matrice di rigidezza di elemento

=[k]{a¥

Il generico termine K; consente di determinare la quota parte della componente i-esima
della {F}, elastica che si genera qualora si imponesse la j-esima componente del vettore {d},
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Introduzione al calcolo strutturale matriciale

Struttura discreta caso generale: tensioni e deformazioni di elemento

In ogni punto P interno all’elemento discreto, o soltanto per i
punti critici, & possibile descrivere il campo di tensione e

deformazione, in funzione degli spostamenti nodali, mediante

espressioni matriciali del tipo:

{e}=[Bfa)
{o}=[Dle}-{e}) +{o}

(8] [, x mi]
D], x 7]

dimensionalmente:

g = o
{d= {a}=
£, o,

Matrice di deformazione

Matrice di elasticita (€ I'inverso del legame
costitutivo elastico!)

N.B. Nel caso piu generale le componenti delle espressioni sono f(x,y,z),
coordinate di P allinterno dell’elemento considerato

L.Cortese
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