Problemi piani:

L’elemento triangolare a 3 nodi

Dalle dispense del prof. Dario Amodio e dalle lezioni del prof. Giovanni Santucci
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elementi bidimensionali: stato di tensione piana

In molti casi, pur essendo 'oggetto da studiare un solido continuo, la schematizzazione del
comportamento strutturale pud essere fatta con un modello continuo bidimensionale, con un
sufficiente grado di approssimazione. Cido & possibile ogniqualvolta la generica sezione
trasversale sia rappresentativa del comportamento dell’intero solido

Stato piano di
tensione
Modello solido 2D
Stato piano di
deformazione
v
H / Spessore
U unitario o
spessore
effettivo
L . . .
Stato piano di tensione: s << L, H
Tensione normale al piano trascurabile
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elementi bidimensionali: stato di deformazione piana

In molti casi, pur essendo l'oggetto da studiare un solido continuo, la schematizzazione del
comportamento strutturale pud essere fatta con un modello continuo bidimensionale, con un
sufficiente grado di approssimazione. Cido & possibile ogniqualvolta la generica sezione
trasversale sia rappresentativa del comportamento dell’intero solido

Stato piano di
tensione
Modello solido 2D

Stato piano di
deformazione

—’/Spessore
/ unitario
/
H /| Statopiano di deformazione: s >> L, H
Deformazione normale al piano trascurabile
L
L.Cortese Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)

Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi

Si consideri un solido (omogeneo ed isotropo) e si Y
ipotizzi che carichi e vincoli, ad esso applicati, siano tali
da generare un campo piano di spostamenti e che tale
piano sia normale allo spessore. In tal caso & spesso
possibile ricondursi ai casi visti prima di stato di
tensione piana o deformazione piana

y /

Z j

m

X X

In queste condizioni & possibile rappresentare il Per le ipotesi e le assunzioni fatte
comportamento strutturale del solido con un modello piano. |, P N .
I'elemento pud solo spostarsi,

Si divida il solido in una serie di elementi triangolari, di deformandosi, sul piano x y.

dimensioni finite.

Si immagini ora di estrarre uno di tali triangoli dal continuo ~ Ogni suo punto ha quindi due
e di studiare il suo comportamento riferendolo ad un componenti di spostamento, che
sistema di coordinate cartesiano. indicheremo come u e v.

L.Cortese Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)

13/04/2020



Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi

Consideriamo quindi I'elemento e, dotato di spessore s, nel piano x y.
L'elemento & un triangolo di vertici i, j , m

<

Elemento indeformato Elemento deformato

Prendiamo anche in
considerazione cid che accade
ad un generico punto interno
dell’elemento:

ndo la struttura viene posta
sotto carico si deforma.
L’elemento subisce un campo di
spostamenti, completamente
definibile dagli spostamenti dei
tre nodi di vertice i, j ed m

X

Le componenti di spostamento del generico punto interno dell’elemento
possono essere espressi come funzioni degli spostamenti nodali.
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Consideriamo quindi I'elemento e, dotato di spessore s, nel piano x y.
L'elemento & un triangolo di vertici i, j , m

Elemento indeformato Elemento deformato

Indichiamo con {f} il vettore
degli spostamenti di un generico
punto interno.

Le componenti del vettore {f}
sonouev:

{f} dipende dal vettore degli spostamenti nodali di elemento {d}¢ {f}= [N]{d}e
tramite una matrice [N] che contiene le funzioni di spostamento:
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

y Nel caso di ;F =2
elemento piano a m=3
tre nodi e
u
FAMN
. ' u
{d} =id ¢ = 2
Vv
dm )
X Uy
v
Q]
d, ‘
e —
1=V} ri=lv, ~, n,}4,
dm
[N;, [N]; ed [N],, sono quadrate di dimensioni 2 x 2
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Le matrici [N];, [N]j ed [N],, possono essere viste (sempre, non solo in questo caso particolare!)
come il prodotto di una funzione per la matrice identita:

V=[7)-n; [f]-N; (1), ) m[l }

e N';, N;ed N, sono funzioni arbitrarie, note con il nome di funzioni di spostamento o di
forma, le quali legano il campo degli spostamenti interni allelemento al vettore degli
spostamenti nodali.

Chiaramente:

U=y o), V] =[Ny, )k
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Le funzioni N’;, N’; ed N, dipenderanno dalle coordinate nodali dell'elemento

S nodo | coordinate
y Elemento e - nodi i, j,m
i xr yi

n J xj y}'

m xl})’ y m

Le coordinate nodali devono
essere note per poter calcolare
il vettore degli spostamenti.

L)

=

m

Aj
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Le piu semplici funzioni di spostamento che possono essere pensate sono di tipo lineare:
u=q +q,x+q,y
\ V=4, T4 X+ 4y

Essendo ¢ sei costanti dipendenti dalle
coordinate nodali dell’elemento

funzione lineare dix ey

N.B. Funzioni di forma lineari garantiscono
automaticamente la continuita degli spostamenti
tra elementi limitrofi!

u;, u; e u,, rappresentano tre

possibili spostamenti nodali X
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Adottando una funzione di grado superiore si avrebbe una superficie piut complessa e la sue
definizione richiederebbe un maggior numero di punti nodali

Xp
Wy, Uy Uy, Uy Uy U,

rappresentano 6 possibili
spostamenti nodali X
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

Le costanti possono essere calcolate imponendo che le funzioni di spostamento assumano nei
nodi esattamente il valore dello spostamento nodale.

U, =q, +q,x;, + 4y,
U, =q,+q,X; +q,y,

um = ql + qzxm + qs ym

V=4, 195X, + 45,
V, =4, 45X, + 4.y,

vm = qd, + qum + qﬁym

Ne derivano 2 sistemi, di 3 equazioni in 3 incognite, che consentono di calcolare i valori delle g.

U; I x »vl|la Vi L x, » |4

u =1 x, ¥, K4, v,e=ll x, ¥, g

ll}” 1 xJH' yﬂl q3 vm ]' xm ym qs
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

| valori delle incognite g sono calcolati come segue
Dove a;, a; e a,, sono i minori della

Dal primo dei due ¢ = au;rau;+a,t,  matice dei coefficienti che si
sistemi si ha: 1 2A ottengono escludendo la prima
colonna:
1 bone del
G . A=_det ‘ = area de
e dove A ha il significato: 5 1 X, Y triangolo i j m
1 xm ym Matrice dei
Per i minori: coefficienti
a; = xjym — xmyj aj = _(xiym _xmyi) am = xiyj - xjyi
]_ 1 x1 yl ]- xr yr + o+
1 I X0 I | X7, +|1 % ¥
[_j -1 x ¥,
1 1 xnr y m| ]- xm y m + 1 .Y:, .";
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma
| valori delle incognite g sono calcolati come segue
Ancora dal primo dei bu +bu +bu Dove b;, b; e b,, sono i minori della
due sistemi si g, =——2=7 =" matrice dei coefficienti che si
calcola le seconda '~ 2A ottengono escludendo la seconda
incognita: colonna:

bi=yj_ym bj=ym_yr bm=yi_yj

Dove ¢; ¢; e ¢,, sono i minori della

e la terza incognita: _cu tcu+e,u, matrice dei coefficienti che si
49 2A ottengono escludendo |a terza
colonna:
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

precedenti le componenti di spostamento v in luogo di u

a! = xjym _xmyj
av.+av.+ayv
q4 = tl ng mem aj = xmyl _xlym
a, =xX,y;,—X.y
m i j Jjoi
g = by, +b}.v}. +b,v, -
L=
; 2A Ch=v —
b! - yj Vm
g = v, + cv; +c,v, b = Sy
6 J Im i
2A
bm = y;‘ - yj
N\
a\(endo @ G55 Ay b;, l?j ,.bm , € GeCy ~
gli stessi valori calcolati prima in funzione ¢ =X, =X,
delle coordinate nodali dell’elemento e
riportati qui per riepilogo. C;, =X;—X,
L cm = xj - xi’
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Gli altri tre valori delle incognite ¢ si ottengono semplicemente introducendo nelle relazioni

Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

A questo punto sono calcolabili le componenti del vettore {f} di spostamento dei punti
interni all’elemento, u e v, in funzione degli spostamenti nodali e delle coordinate x e y.
u= A [(al. +bx+cy)-u,+(a, +bx+cy)u, +(a,+b,x+c,y)- um]

1

2A

V= [(a,,+bfx+c,y)-v,+(aj +bjx+ ¢, y)-v +(a +b x+c,”y)-vm]

m m

Dove le funzioni N’, sono espresse da:

1
N, = ﬂ(a" +b.x+c,y) perk=ijm
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice delle funzioni di forma

L ) ) ) .. edinmodo pil compatto:
Le relazioni precedenti possono scriversi [y

in forma matriciale come segue:

¥ Ny =y, N, N {d
n={ = ;)] | d

o Ari=Ivkay

Si ricorda che le funzioni di spostamento di pendono dalle coordinate del punto interno
all'elemento e dalle coordinate dei nodi mediante le a, by, ¢, e 4:

,_ 1 .
N, = ﬁ(ak +b.x+c.y) perk=ijm

2A=xjym _xmyj_xl ’(ym_yj)-’-yi.(xm _xj)
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di deformazione

Sia nell’ipotesi di stato di tensione piana che di deformazione piana il vettore delle
deformazioni puo scriversi

ou
- le componenti di spostamento u e v sono date dalle relazioni:
g\_ oxX
’ ) _ ' ' ’
fel={le, | = v u=N;-u,+N-u,+N, -u,
¥ é\y
_ r ’ r
Vi ou  ov v=N v, +N,-v. +N, v,
Y, 1
dy ox con: Nj =£(ak+bkx+cky)

N.b. Nello stato di tensione piana la & non € nulla, ma non contribuisce all’energia elastica di
deformazione essendo o,=0 per ipotesi. Verl;a per ora trascurata nella trattazione. Si puod
comunque calcolare a posteriori tramite &. = ff(q\. +0,).
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di deformazione

Le derivate assumono quindi le espressioni:

ou ON' oN’ ON'’ ou 1

a—: a ! Hi+ a J llj+ a = u, aizﬂ(biuj +b_,u_; +bmum)
X X X X X

& N ON,  oN! o 1

= = E’v{ + Evj + ?’"vm @ = E(cfvi +e,v,+c,v,)
vV )

ou ©ov ON' ON'! ON :, ON ; ON' oN'

a—+a—=a—’uf + 2 Lvo+ 5 u,+ 2 v+ 3 o, + 2 Ly
vV X y X v X V X

ou ov 1

= + oA (cu, +by,+cu,+by, +c,u,+bv,)
Y X
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di deformazione

Legame tra le componenti della deformazione e spostamenti nodali, in forma
matriciale:

., 0 b, 0 ., 0
g, {
fel=1e,t=ocf0 ¢ 0 ¢ 0 clg¥  fe)=[Blaf
2A
Y.\_\‘
i br CJI bj Cm bm
b, 0
La matrice di deformazione [B] ha dimensioni 1
r, X (r,m), nel caso in esame 3x6, e pud essere [Bk]=£ 0 Cr per k=i,j,m
divisa in tre sottomatrici 3x2 del tipo:
Ck bk

N.B. Nel caso dell’elemento piano a 3 nodi i termini della matrice /B] sono costanti, infatti non
contengono le variabili x,y. La deformazione & descritta come costante in tutto I'elemento. Cio
introduce una approssimazione importante nel rappresentare elevati gradienti di deformazione.
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di deformazione

La deformazione appena calcolata, in funzione degli spostamenti nodali & quella totale.
Per calcolare correttamente lo stato di tensione, & necessario sottrarre alla deformazione
totale eventuali deformazioni iniziali, quali ad esempio, le dilatazioni termiche:

1

8.\'0

— . . valida nel caso di
ta)= o = AT e g piano di tensione

Y,\'O
0
1

oppure: {80}: (1+v)-a-AT-q1 valida nel caso di
stato piano di deformazione
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di elasticita

Lo stato di tensione in un punto dell’elemento & descritto dal vettore {o }, composto da r,
termini (in questo caso ancora 3).
In condizioni di comportamento elastico del materiale, tale vettore pud essere espresso

come :

O, La matrice [D] ha dimensioni 3x3; il vettore {o,}

o=l L=[Dllc}={e V+ {6 rappresenta I'eventuale stato di tensione residuo

{ } Y [ ]({ } { 0}) { 0} preesistente nel materiale prima dell’applicazione
T del carico.

Xy

Le matrici /D] per lo stato piano di tensione e per lo stato di deformazione piana si ottengono
invertendo le relative relazioni di Hooke, ovvero ricavando le o in funzione delle &

L.Cortese Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)

13/04/2020

11



Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di elasticita

Matrice di elasticita /D] per lo stato piano di tensione

€ = L(G!, —-vo,)

Legge di Hooke scritta per lo stato
piano di tensione: y

Invertendo si trova la relazione

{J}ei = [D]{g}al

I v 0
E
[D] = > v 1 0 Stato piano di
I-v 1-v tensione
0 0 —
2
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di elasticita

Matrice di elasticita /D] per lo stato piano di deformazione ( £ =0)

1
.= o, ~vo, +0,)]=0 6. =V, +7,)
1 1-v* v
g, =—[ \.—v(01,+0_)] g = c - o,
. ET * YUE LY 1evo
dalla legge di
Hooke si ha: 1 1-v? v
s\.=—[0r—v(0_\_+0__)] g, = G, ——0C,
- E- : E 1w
L 2(1+v)
Xy E = Xy E
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di elasticita

Matrice di elasticita /D] per lo stato piano di deformazione ( & =0)

l-vz{ v :|
g = 6, ——o0,
E 1-v -

g, = 1-v* {0—1' _ LO’\_:| Invertendo si trova la relazione
YO E | lev {o}, =[Dlie),
Ty 2(1+v) B v ]
WG T E TR
E(1-v) v Stato piano di
D=——+—"—|— 1 0 .
[ ] (1+v)(1-2v) | 1-v deformazione
1-2v
L 2(1-v) |

Nonostante la componente dello stato tensionale ¢ sia diversa da zero, nel caso di

deformazione piana, non compie alcun lavoro, essendo nulla la &, e, pertanto, essa non
viene presa in considerazione: la matrice [D] rimane una 3x3.
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di rigidezza, stato piano di tensione

Si procede ora al calcolo della matrice di rigidezza nel caso di elemento piano a tre nodi con
stato piano di tensione.

Come si € visto per I'elemento triangolare a deformazione costante i coefficienti della matrice
[B] sono delle costanti. L'integrazione &€ dunque una semplice moltiplicazione.

Indicando con ¢ lo spessore (costante) dell’elemento si pud scrivere:

B!

1

k] =[8]'[D] [B] v =|B"|[D|[B B, B,]-A

T
m

B'DB, B'DB, B'DB,

1 La generica sottomatrice pud

essere scritta come segue:
[K] =|B'DB, B/DB, B!DB, |-t-A K] =[8]"[D] [8] -+-A
B,DB, B,DB, B,DB,

m
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di rigidezza, stato piano di tensione
b, 0
. 1 b, 0 ¢ |
[X] m:[B] J_[D] [B]S-r-A = [D] —| 0 ¢, |1-A
2A 2A
0 ¢ b
C.T bs
b0 b, 0
, c,
k] =|" "[p]lo e |- L v o0
s 0 ¢ b 4A _ E
c. b D=r—|v 1 10
0 0 v
2
b.b +1_Vc_c vbh ¢ +1_—Vc.b
[K] _ E L rs 2 s r-s 2 s
rs 2 - 1-
I=vo4a vc,,b$+1Tvb,.cs c,,c$+—vb,,bs
L.Cortese
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di rigidezza, stato piano di tensione

Kii Kr‘j Kim
[K] = Kjr' K g7 K Jjm
K (K 'K

mi mj mimn La generica sottomatrice [K ]

rs

l-v l-v
[ ] B E / b]bs + TCICS Vb,,(.‘s + Tci,bs

I=vi4a ve b, + I_Tvb ¢ ot lg—vb,,bs

res
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di rigidezza, stato piano di tensione

La matrice di rigidezza di elemento completa

Kii Kii Kii
e E 1
K] = vl Ko K Ky
K mi K mi K mi
[ -v —-v -v -v —-v -v ]
bb+ e, vhe+ ZVeh, | bp,+ e, vhe,+ Veh, | b+ 1 ce,  vhe, + =Ved,
2 2 2 2 2 2
-v -v -v -v -v -v
veb, + lTb,c, ce;+ ! > b, | veb, + lTb,cj ce,+ ! > bb, | veb, +]Tb,c,,, ¢, + ]Tb,b,,,
l-v 1-v l-v l-v 1-v 1-v
b;b, "'T‘:‘r vbe, + Tclb, bb, + Tc:fl vbic, +Tf1b1 bb, +Trjc”' vbc, +Tc”b’”
I-v,. 1-v I-v I-v 1-v 1-v
V(‘Jb,+Tbj(‘, rlc,+Tbe, ve,b, +Tbu‘: e, +Tb’b’ ve, b, +TbJ¢',,, ch,,,+Tbew
b,b, +l_—vc,c vb,c +l_—vc,b b.b +l_—vc,c vb,c +1_—Vc,,b b,b, +]_—vcmrm vb,e,, +]_—vc,_ b,
w0 F Tl €t T Cnls | DDy e Wl 5 . > 7 SnPn
ve, b +ub,c c,r.+ﬂb,b. vr,b.+ub,c. c,r.+ub,b. ve,b, +ub_r, r,c,,+17—vb”b”
| VPt TG el T Onh w9y Ty b nPn £ T OnCn CuCt o Onln |
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodali equivalenti

A questo punto devono essere valutate anche le forze nodali equivalenti

Per I'elemento piano {p}:

L.Cortese

Forze nodali equivalenti alle deformazioni iniziali
(ex: dilatazione termica)

Forze nodali equivalenti alla tensione iniziale (ex:
tensioni residue)

Forze equivalenti a carichi uniformemente
distribuiti (ex: forze di massa)

X
Y

Progettazione Meccanica agli Elementi Finiti (a.a. 2019-2020)
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodali equivalenti

Forze nodali equivalenti alle deformazioni iniziali

B'D g,
{F,f =Bl [D) o)1 ==\ BID &, p-1-A
B'D g,
Per il singolo sottovettore r-esimo si ha:
116 0 :
T . c,
{Fo} =-18] [D] fe}-eA =—ﬁ{0 . b’} [D] (1) oT 1A
b 0 : b. +vb
|5 c, [D] 1 .LD __ E(xTi .+ VD,
0 ¢ b 0 2 2(1=v7) |ve, +¢,
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodali equivalenti

Il vettore completo che rappresenta le forze equivalenti ad una dilatazione termica dell’elemento,
dovuta ad un incremento AT della temperatura, pud quindi essere scritto come segue:

b, +vb,
ve, +c;
e F ol b.+vb.
Fol === 0 7
2(1=v7) | ve; +¢;

b}"+VbHJ'

ch + cm )
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodali equivalenti

Le forze nodali equilibranti i carichi uniformemente distribuiti sull’elemento
POSSONO essere espresse come segue:

v,
Ef = [INav |ip} = [Jv; tav [{p)
v v
IV,
Per il singolo sottovettore r-esimo si ha:
X
£ =-0| [N} =- | [Nar
v Y| ¥

Il vettore completo, come si € fatto nei casi precedenti, si ottiene facilmente dal sottovettore
generico permutando gli indici.
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