Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di def ~ ormazione

Sia nell'ipotesi di stato di tensione piana che di deformazione piana il vettore delle
deformazioni puo scriversi

(;U le componenti di spostamento U e V sono date dalle relazioni:
€, X
E=te, ! = gv u= N/ + N [+ N
y — I I U
Yoy ou_ v v=N/I, + N, ¥, + N, I,
oy ox o N, = (3, +B,x+G,Y)

N.b. Nello stato di tensione piana la & non & nulla, ma non contribuisce all'energia elastica di
deformazione essendo =0 per ipotesi. Vega per ora trascurata nella trattazione. Si puo
comunque calcolare a posteriori tramite &, =-— (0, +0,) .

E
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Le derivate assumono quindi le espressioni:

ou _ 0N/  ON; ON; du_ 1

—=—tuy +—u, +—"u —=—(bu, +byu, +bu,
ox ox = ox ' ax " ) 2A( i )
ov _oN' 0N, ON! ov_ 1

— = v+ —Lv "y —=—-(qV +cv, +C.V,)
oy Oy oy oy dy 2A

ou ov_oN/ ~ oN/  ON; ON|  ON! oN;,

—+—= -+ vV, + u + V. + u, + v,

dy ox oy ox gy ' ox ' oy ox

U, v :i(clui +hv +cyu; +by; +cu, +b,v,)

oy ox 2A
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di def ~ ormazione

Legame tra le componenti della deformazione e spostamenti nodali, in forma matriciale:

{ef=1e,t==0 ¢ 0 ¢ 0 ¢, ffd) {e}=[Bd}

b O

La matrice di deformazione [B] ha dimensioni _ 1
r, x (ram), nel caso in esame 3x6, e puod essere [Bk] - i 0 G per k=i,j,m
divisa in tre sottomatrici 3x2 del tipo:

¢ b

N.B. Nel caso dell’'elemento piano a 3 nodi i termini della matrice [ B] sono costanti, infatti non

contengono le variabili X,y. La deformazione € descritta come costante in tutto I'elemento. Cio
introduce una approssimazione importante nel rappresentare elevati gradienti di deformazione.
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La deformazione appena calcolata, in funzione degli spostamenti nodali & quella totale.
Per calcolare correttamente lo stato di tensione, & necessario sottrarre alla deformazione
totale eventuali deformazioni iniziali, quali ad esempio, le dilatazioni termiche:

1
w0 lida nel caso di
- _ valida nel caso di
{80} =18y TaldTRL stato piano di tensione
YXO
0
1
oppure: {80} =(1+v)@ATH1, validanelcaso di
0 stato piano di deformazione
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice di ela  sticita

Lo stato di tensione in un punto dell'elemento & descritto dal vettore {0}, composto dar,
termini (in questo caso ancora 3).

In condizioni di comportamento elastico del materiale, tale vettore pud essere espresso
come :

Oy La matrice [D] ha dimensioni 3x3; il vettore {d}

= = - I I di i id
{oh =10, = Dl =eod) ool B e e pima cenapmicanions

Txy del carico.

Le matrici [D] per lo stato piano di tensione e per lo stato di deformazione piana si ottengono
invertendo le relative relazioni di Hooke, ovvero ricavando le O in funzione delle &
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Matrice di elasticita [ D] per lo stato piano di tensione
1
€y = E (Gx _VGy)
Legge di Hooke scritta per lo stato _ i( _ )
piano di tensione: &y = Gy = VOy
o= Ty — g 2(1+v)
YOG Y E

Invertendo si trova la relazione
{U}el = [D]{g}el

1 v O
[D] = 1 E 5|V 1 0 Stato piano di
—v ) .
00 12\; tensione
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Il Metodo degli Elementi Finiti
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Matrice di elasticita [D] per lo stato piano di deformazione ( &,=0)

1
g, :E[GZ -v(o, +0y)]=0 6, =v(o, +0y)
2
sx=i[0x—v(0y+cz)] sx=l v {cx—vcy}
dalla legge di E E 1-v
Hooke si ha: _y2
ooke si ha ] 21[(5 —V(GX+GZ)] . :1 v - —LGX
YR y E Y 1-v
Ty 21+v)
e T E
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Matrice di elasticita [ D] per lo stato piano di deformazione ( &,=0)

12 v
g, = o,——O
E 1-v 7

2
g = 1-v c. — v o Invertendo si trova la relazione
y 1 X

y E -V {U}e| = [D]{é‘}e‘
_ Ty 21+v) M 7
Ty = éy - T><y? 1 ]:/v 0
E(1-v) v Stato piano di
Dl=——""F+——|— 1 0 .
[ ] (1+v)(1-2v)|1-v deformazione
o o &
L 2(1-v) |

Nonostante la componente dello stato tensionale 0, sia diversa da zero, nel caso di
deformazione piana, non compie alcun lavoro, essendo nulla la &, e, pertanto, essa non
viene presa in considerazione: la matrice [D] rimane una 3x3.
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice dirig  idezza, stato piano di tensione

Si procede ora al calcolo della matrice di rigidezza nel caso di elemento piano a tre nodi con
stato piano di tensione.

Come si € visto per I'elemento triangolare a deformazione costante i coefficienti della matrice
[B] sono delle costanti. L'integrazione & dunque una semplice moltiplicazione
Indicando con t lo spessore (costante) dell’elemento si pud scrivere:

BT

[<]°=[e'l 8] v =|&7|[O][B & &]om

BT

m

T T T
B| DB| B| DBj B| DBm La generica sottomatrice puo
essere scritta come segue:

k] ,,=[8] [o] [e], oia

[K]°=|B/DB B/DB, B'DB,|dH

BIDB BIDB, B!DB,
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b, 0
b 0 c
K] ,=[8],[o] [B] ;> = D] 2|0 c |om
0 ¢ b 20
CS bS
b 0 c o 0
K] = { }[D] : frvo
Cs b D=1_v2; (])' ]_PV
2
bb, + 1;cc vbrcs+1_—vcrbS
K=o ? ;
T 1-v2 40 1-v

ve, b, +—bc crcs+l_—vbrbS
2 2
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Il Metodo degli Elementi Finiti

Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice dirig  idezza, stato piano di tensione

Kii i Kim
K" =K K K
Kn (K Ko

La generica sottomatrice [K]
rs

K = E t hbs+1_7vqcs vhcs+1;2qus

1oy 1- 1=
1=V an R N T
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Elemento piano triangolare a 3 nodi: matrice dirig  idezza, stato piano di tensione

La matrice di rigidezza di elemento completa

Ku Kii Kn
e E t
K] REPETY Ki Ki K;
Km Kmi KI‘TI
b +Yce b+ Veh | bb +1Ycc, vhe, +1Yeb, | bb,+1Vec,  vbe, +iVob,
2 2 1T 1T 2 2
veh +1 Vb oo +IVbb | veb +1Vbe, oo +1Vbb, | veb, +1Vbe, cc,+=Yhb,
2 2 T 1T 2
bb +1—Vcic‘ vb;c +_Tvcib, b,b, +1_Tvcicj vbc, +1_T"cjbi bjbm+1_7vcjcm vbic,, +1_Tvcubm
ve,b +1_Tvbjc‘ cjci+1_7vblb, ve,b, +1_Tvbucj cc, +1_Tvbjbj vcibm+1_Tvbicm cjcm+1_Tvbibm
b.b +1_—chc‘ vb,C +1_—chq b,b; +1_—vcmc vb,.c +1_—V0mb. b.b, +1_—vcmcm vb,C, +1_—chbm
2 2 1T 1T 2 2
ve,b +=——b.c  c.C +1—vbmb, Ve +1_—mecj CuC;j +1_—meb. vC,.b,, +1_—mecm CCrn +1_—mebm
2 2 ™ 2 2 J
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodalie  quivalenti

A questo punto devono essere valutate anche le forze nodali equivalenti

- —I[B]T[D] {8 }dV Forze nodali equivalenti alle deformazioni iniziali
0 (ex: dilatazione termica)

{Fco}e = I[B]T{GO}dV Forze nodali equivalenti alla tensione iniziale (ex:
v tensioni residue)
= —I[N]T{ p}dV Forze equivalenti a carichi uniformemente

distribuiti (ex: forze di massa)

X
Per I'elemento piano {p} = {Y }
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Forze nodali equivalenti alle deformazioni iniziali
B'D ¢,
(Ff = -[8] 0] oo} 22 =~{B[D ¢, 32
B.D &,

Per il singolo sottovettore I-esimo si ha:

{FSO}r=—[B]rT[D]{g}[ﬂA=—21ABr f EJ [D] 1l @THA
“ 0

b0 ¢ E aTt |b +vb
[D] =" — 2
2(1-v°) |ve, +C,
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Il Metodo degli Elementi Finiti
Elemento piano triangolare a 3 nodi: forze nodalie  quivalenti

Il vettore completo che rappresenta le forze equivalenti ad una dilatazione termica dell’elemento,
dovuta ad un incremento AT della temperatura, pud quindi essere scritto come segue:

b +vh
Ve, +G
(£ oo EaTt |b+b

T 21-v?) | ve, +c,
b, +vb,

vC,*+C,
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Le forze nodali equilibranti i carichi uniformemente distribuiti sull’elemento
pOSSONO essere espresse come segue:

IN/
{Fl = JINTav [{p} = [{N; tav [}
v v
IN!.
Per il singolo sottovettore r-esimo si ha:
X
B} =01 [nav b = | [Niav
\Y Y |V

Il vettore completo, come si € fatto nei casi precedenti, si ottiene facilmente dal sottovettore
generico permutando gli indici.
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