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conto di alcure proprietà genemli delle stesse che devono essere soddisfatte.

lnDanzi tutto si osservi che, poteDdo esseE sclitta la relazione O = > Àtoi ' in corrispondenza del

generico nodo i deve essere Ni:1 ed t\=0 per j*i.

Inoltre devono essere rispettate le considerazioni già svolte sugli andamenti della funzione di forma
sui bordi dell'elemento, pet garantire ancora la continùità con gli elementi adiacenti.

Si fomiscono nella figura 5.8, a lato riportata, due
esempi delle funzioni di forma per uri elemento ret-
tangolare ad otto nodi: esse si riferiscono al nodo 1
e a quello 3. Tali funzioni, nell'esempio specifico
riportato, si possoro peosare ottenute dal prodotto di
una fuozione lineare in x per una cubica in y.
Nella successiva indagine si mosaa cotrvetriente
usare coordinate normalizzate. Esse sono mostrate
nellafigura 5.9 evengotro scelte in maniera chesugli
spigoli del rettangolo, il loro valore sia tl. Indicato
dunque con C il centroide del rettangolo di lati 2a
e 2b, tali coordiDate normalizzate sotro definite dalle
relazioni seguenti:

'^'Jq?)

v-v .n =

It

JfJa'/)

Fig, 5,8
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Conosciute che siaúo le funzioni di forma in
coordinate normalizzate, è semplice traslarle in
coordinate globali o trasformare le varie espressioDi
che inteNengono, ad esempio, rtel calcolo della
tigidezza.
Si considerino elementi rettangolari a quattro, otto,
dodici nodi rispettivamente. Essi presenteranno ris-
pettivamente due, tre, quatfio nodi per lato. La va-
riazione della funzione potrà essere, rispettivamente
in ciascuno di essi, lineare, pambolica cubica.
CorI riferimento al primo di tali elementi, Ia funzione di forma relativa al nodo supeliore destro, di
coordinate nomalizzate (1,1), può essere espressa dal prodotto (E+1) (n+ 1)/4 . Esso assume infatti
il valore unitario in conispondenza del nodo al quale si riferisce e valore nullo su tutti gli altri lre
nodi dell'elemento, per i quali una almeno delle coordinate è uguale a -l.Inoltre la variazione lineare
su ogni bordo assicura la continuità con gli elementi adiacenti.
E' possibile ottenere ì.rn'espressione del tutto generale per le quattro fuBzioni di forma che devono
essere definite per l'elemento rettangolare a quattro nodi in esame, introducendo le variabili ausilìarie

E. :  E 'Er  e  r .= î  r ,
Infatti il prodotto Ni = (f + !") ' (1 + q")/a permette di esprimere la generica fuozione di forma relativa

al nodo i-esimo.
Dal moùento che una qualsivoglia combinazione lineare di queste funzioni di forma produce
un'espressione lineare, viene soddisfatto il secondo criterio di coDvergenza.
Ìer gli elementi adotto e dodici nodi possono essere utilizzate esptessioniquali quelle successivamente
elencate:

F ig .  5 .9
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Elemento a furizione quadratica

nodi d'angolo: ,{ - (1 +S) .(1 + rJ. ft. +'a" - 1/a

nodi di mezzeria: Íi : (1- E') .(1 +n.)z per Eì=0

e ,lY = (1 -î'�) .(1 + L)2 per  n i -0

Elemento a funzioDe cubica

nodi d'angolo: r\ - (1 + !") . (1 + 4") .Í-10 + e(t +n1l9z

nodi intermedi: , { -9(1- î1.(1+eJQ.+9tf iRz per Ei=:1 e \ i : !113

con le rimanenti espressioni ottenute scambiando le variabili.
Per molteplici scopi pratici potrebbe essere necessario ideare elementi con differenti gradi di libertà
nelle direzioni degli assi coordinati. Ciò pùò essere applicato, per esempio, dove la variazione di
tensione in una direzione particolare è vincolata, essendo invece arbitraria nell'altra direzione, come
tipicameDte nelle travi.
5.2.9.3 Elementi rettangolari: famiglia di Lagrange.
Un metodo seùplice e sistematico per generare funzioni di
forma di ogni ordine può essere Éggiunto col seúplice pro-
dotto di appropriate espressioni polinomiali nelle due
coordiúate. I
Si consideri I'elemento rappresentato nella figura 5.10.
In esso una serie di nodi esterrii ed interni viene collocata su
di una griglia regolare (r+1)x(m+1).
Si voglia determinare una funzione di forma relativa al nodo
annerito, corrispondente alla colonna i ed alla rigaJ'.

Pi(È/ =

F i g . 5 . 1 0

Chiaramente soddisfa le condizioni di congruenza lungo i bordi dell'elemeDto la funzione che sia
espressa dal prodotto di un polinomio di ordine u in l, che abbìa un valore unitario nel punto
arinerito ed un valore nullo nei rimanenti nodi disposti sulla linea oúzzonfale, con uo polinomio di
ordine m iD q , che abbia valore unitario ancora nel punto cerchiato e sia nìrllo sugli altri putrti lungo
la ve.ticale.
Polinomi che godono della proprietà descritta sono noti com e polin omi di Lagrange epossono essere
scritti nella forma seguente:

(È  -  E , i  (E  -€ r ' . . .  (E-E, . r ) .  (€  -  E . , r ) . . . .  .  (E-€" , , )
( E i - c r ,  \ S i - E 2 r '  . .  l g i - E i  r . /  ( E i - E i r l . r ' . , .  ( * - È " , r . 1

Così, se nell'elemento viene tracciata una maglia di Dodi costituita da (n+1) colonne e (m+1) righe,
la funzione di forma relativa al rÌodo posizionato trella i-esima colonna ej-esima riga risulta espressa
dalla:

M,;(E n) = rl(E) r,'(n)
Sebbene sia di facile generazione, questa famiglia di funzioni di forma mostra modesta utilìtà, non
solo a causa del grari numero di nodi interni presenti, ma anche per le scarse capacità di interpolazione
mostrate dai Dolinomi di ordine Diù elevato.
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5.2.9.4 Elementi tridimensionali parallelepipedi.
Con modalità analoghe a quanto discusso nel par^gr^fo 5.2-9.2, possono essere desctitti elemeriti
tridimensiooali. In questo caso, comunque, devono essere modificate le regole che sono state date
per garantire la congruenza fra elemerti limitrofi. Ora è necessario che lungo un'intera faccia di un
elemento i valori nodali siano sufficienti a definire in modo univoco una sola distribuzione della
grandezza incognita. Ciò può essere assicurato solo con un conhollo diretto opemto sulla funzione
di forma.
In questo caso sarà necessario riferirsi a tre coordinate normalizzate, E , 

'ì1 , E, e intloducendo le
variabili ausiliarie I - E . E; , I" : n .îr , L : E . E , si ottengoDo le tunzioni di forma seguenti:

Elemento a funzione lineare ( 8 nodi )

. {  = ( t  + L) . ( t  +n") . ( t  + ( ) /8

Elemento a funzione quadratica ( 20 nodi )

nodi di venice: {  =  (1  +! " ) .  ( t  + I " )  (1  +( . ) . ( ! .  +4.  +( -2) /8

nodi intermedi di spigolo:.{ : (1 - E'�) .(1 +nJ . (1 + L)/4

P e r  [ , = 0

Elemento a funzione cubica 132 nodi )

nodi di venicei 4 =(i + A). (1 +r.) . (1 + E ).[-19 + g(E'�+ rtz +'e)y64

nodi intermedi di spigolo:4 : e ( 1 - E 1 . ( 1
per Et= l:l9

+ 9$) . (1  +q. )  . (1  + ( /64

î i :  = 1  E : ' 1

e analoghe relazioni, ottenute con semplice rotazione degli indici,
5.2.9.5 Elementi parallelepipedi: famiglia di Lagrange.
L'elemento tridilneDsionale può anche essere pensato ottenuto da una griglia nello spazio a he di-
mensioni: una funzione di forma polrebbe essere ottenuta come prodotto di he polinomi di Lagralge,
ottenendo I'espressione seguenle:

Nr,(E,î,q) : piG) pi(î) plG)
La precedente si riferisce ad un generico nodo della maglia che ha coordirate (B,n;,B), essendo
preserti (n+1) nodi rella direzione l, (m+1) nodi nella d\reziote 11 e (kr1) nodi in quella E
5.2.9.6 Elementi isoparamef rici curvi,
5.2.9.6.1 Colsiderazioni getrerali
Nei precedenti paragrafi è stato discusso come ottenere alcune famiglie generali di elementi finiti.
ln esse ciascun membro è caratterizzato da un numeto descente di nodi e quindi da funzioni di forma
diordine via via superiore, consentendo maggiore precisione nella rappresentazione dellevariazioni
delle funzioni incognite e quiodi permettendo, ve.osimilmente, I'uso di un numero decrescente di
elementi, richiesto per ottenere un'adeguata soluzione del problema.
Purtuttavia si deve rilevare che, per assicumre ch€ un modesto numero di elementi possa ben rap-
presentare una forma relativamente complessa quale può presentarsi in problemi reali, non sono più
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sufficienti fo.me d'elemento geolnetricamente semplici quali quelle rettangolari o t aDgolari finora
descritte, ad esempio, per il problema piano. Viene quindi brevemente trattato il tema su come
distorcere tali semplici forme in alhe di aspetto più complicato.
Elementi dei tipi di base mono, bi- e
tridiúensionali possono essere mapp ati
io forme distorte, come indicato nella
figu.a 5.11.In tale figura è most.ato che
le coordinate \oîm lizzate locali pos-
sono essere distorte in un nuovo riferi-
mento culvilitreo quando disegnate io
uno spazio cartesiano.
C-osì operando, non solo elemetrti
bidimensionali, definiti cioè in un
sisterna locale bidimensionale, possono
essere distofi in alri a due dimensioni,
ma la mappatura di questi può essere
eseguita nelle tre dimensioni, ottenendo
Ia trasiormazione di elementi a piastm
piana irì elementi distorti ill uno spazio

( 1 , - 1 )

r r g .  D . 1 - t

tridimensionale.
Questi effetti possono essere ottenuti fornendo una qualche corrispondenza analitica fta lecoordinate
normalizzate e quelle cartesiane globali, con relazioni del tipo:

n / fEl l
i v  l : r l  j Î ] f l
l , ) \ tEJ/

La fuùzioine f definisce il processo ar,alitico di trasÍorrnazione di coordinqte-
Tale processo può essere eseguito con uso di funziani dí Íorma, di tipo analogo a quelle fitrora
discusse per la rappresentazione della funzione incognita del problema, ad esempio il campo deglÌ
spostamenti.In un eleEento ad n nodi sipuò i[fatti scrivere:

x : Ni.xr+Ni xr+... +tr'j..r" -

-  Ni .y,  + l { j .y ,  +. . .  +Nj  .y"

z  =  N i . z r + l i r , z r + . , . + N : . 2 ,  :

f ' l
rnll* I

l;" l
['' ì

rN'l]v'f

t;"1
r')

N'rl ' l
t;.1
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Le funzioni di forma che costituiscono i terúini della matrice [M] sooo espresse in termini di
coordiriate locali flormalizzste. I valori 4, yr zi, per i=1, \-" a sono le coordinate cartesiane
globali dei nodi collocati sul contomo delì'elemento.
Spesso ci si riferisce all'elemento base iridistorto, definito nel sistema di riferimento delle coordinate
locali normalizzate, come ad úr elemelto Eenitare,
Appurato che, con l'uso di una tmsformazione basata su firnzioni di forma, ogni elemento genitore
mappa Dnieocamente una pafe dell'oggetto in studio, è importante verificare cbe la suddivisione
di questo nei nuovi elementi a bordi curvi non lasci lacune o crei sovrapposizioni di mate.ia. Ma,
ricordando quanto già discusso nei paragrafi precedenti, ci si convince assai presto della validità del
seguente teorema:
Teorema I Se due elementi adiacenti sono generati da genitori per i quali le funzioni di forma

soddisfano i requisiti di continuità, allora gli elemeriti distorti saranno collegati I'uno
all'altro senza soluzione di continuità e senza sovrapposizioni.

Definita Ia forma geomet ca dell'elemento tramite Ie tunzionidiforma [N'ì, pdma di poterstabilire
le Foprieta elastiche dell'elemento occorre specificare le variazioni della funzione incognita gen-
erica O . Ciò può essere convenientemente espresso in termini di coordioate curvilioee Dormalizzate
con la seguente espressione: @ : [N] i@]" , dove il vettore {@}' elenca ivalori nodali della funzione
incogrita. E' valido, a tale proposito, il
Teorema 2 Se le funzioni di forma [N], relative alla generica funzione incognita, soDo tali che è

ve.ificata la continuità nelle coordinate curvilinee normalizzate degli elementi geni-
tori, allora i requisiti di continuità saranno soddisfatti anche negli elementi distorti
generati mediante trasformazione di coordinate.

I valori nodali usati nella definizione delle variazioni della funzione incognita <D potranno essere
o non essere riferiti agli stessi nodi usati per specificare la geometria dell'elemento distorto. Se
vengono usati gli stessi nodi sia per la definizione della geometria che per la rappresentazione della
funzione (D, I'elemento viene defrnilo isopamnetrico e si ottiene una coincidenza della forma
analitica con la quale vengono rappresentate Ie funzioni di fo.ma: [N"]=[N].
5.2,9.6.2 V ̂ lrrt^ziorj.e delle matrici d'elemento,
Per sviluppare l'analisi agli elementi finiti devono essere calcolate le matrici che definiscono le
proprietàdell'elemento, ad esempio,la matrice dirigidezza ed i veîtori delle forze trodali d'elemento,
equivalenti al carico distribuito ed alle deformazioni e tensioni iniziali,
In generale avremo espressioni matriciali del tipo: fvlc]dv .
Nel precedente integra le, la matrice [G] dipende dalla matrice dellefirnzioni di forma o dalla matrice
di deformazione, i cui termini, come già visto, dipendono dalle derivate delle funzioni di forma,
rispetto alle coordinate cartesiane globali. lnfatti, come esempio, ricordiamo le due espressioni della
matrice di rigidezza e del vettore forze nodali equivalenti al carico distribuito:

tKl : {Fe} = 
JtNlr{p}dv

Ricordiamo ancora che Ia matrice di deformazione [B] può essere espressa ir temini di sottomatrici,
e la singola sottomatrice assume l'aspetto seguente, riferendosi per semplicità al problema piano:

J"tel'Dltnlov e

óN
0 --:

òy
d{ arv
A! Ax

lB,l -
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' i;.'' !i-.iIn trtr càlcololistematico; da sviluppare elemento per elemerto, la valutaziooe delle matrici d'ele-
mento può essere semplificata, se sviluppata nel riferimento delle coordinate locali normalizzate.E
ciò viene oltenuto mediante due trasfomazioni,
h p ma di esse è relativa al calcolo delle dedvate parziali che compaiono in [B], essa infatti si
rende necessaria giaccbè Ie de vate sono calcolate rispetto alle coordinate cartcsiane globali, come
ricordato in precedenza, mentre le firnzioni di forma-{ sono assai comodamente espresse in termini
di coordinate locali curvilinee normalizzate.
I-asecodda trasfotmaziode rigùarda levariabili diintegrazione: il volume elementare dV deve infatti
essere espresso in termini di coordinate nomalizzate e I'integrazione dovrà essere eseguita nello
spazio di quest'ultime con un appropriato cambiamento degliestremi di integrazione,
E' noto che si può scrivere

aNt ax óiY av óiY a.r
ax òE ay aE az aE

Sviluppando le analoghe derivate dspetto a q e I e scrivendo in foma matriciale, si ottiene:

: t 4

Nella precedente relazione, disponendo delle espressioni analitiche delle firnzioni di forma.{ nelle
coordinate locali norm alizzate E \ e E , è possibile calcolare i termini del vettore a sinistra. lnoltre,
esseodo le.r, y e z espresse in funzione delle coordinate normalizzate hamite le fulzioni M. anche
la matrice [J] può essere espressa il te.mini delle coordinate noúnalizzate-
Questa matrice è conosciuta come matrice Ja cobiana: i suoi termini sono dati dalle dedvate rispetto
alle coordinate normalizzate delle funzioni diforma,Àl;che definiscoDo la geometria dell,elemento.
Invertendo la mahice Jncobiana, si ottienei

d-{

= [r'
oÈ

órX
drî
ó-{
-;

dNt

oE

d.{

Ar
d.{

Ay
d.rY

òz

órY

a.v
ay
ó4
8z

Ax Ay Az)
: ; : - = l

- l

Ax Ay Azl
-  : -  - t  '
dî d1t dn I' |

ùc Ay Azl

,rnl
-= l

- l

dlù,1
a n l
óN,l
- ; l

,ra4ì
l * l
ló,Yl
l a y l
la4l
l - - l
l dz  )

Per trasformare infine le variabili e Ia regione rispetto alle quali viene eseguita l'integrazione viene
adottato un procedimento generale che si a\,.vale del determi'ante della matrice JacÀbiaDa. Così il
volume €lementare viene espresso come dx .dy . dz = detlt. dE .dn .dE ,
CoI| tali trasformazioni, Ia matrice di elemetto può essere calcolata tramite integrali del tipo:

i  gcpv - i '  [  
'  
1. 
' totE.n,E)] 

dE .da .dE
J v -  J - l  J \ J J '

Analogamente per problemi mono e bidimensionali.
Con eccezione per gli elementi più semplici, I'integrazione analitica è a volte assai complessa, a
volte impossibile. GeDeralmente dunque si ricorre ad una integtazione numerica, approttando
prog8mmi di calcolo del tutto generali.

P.g.8a



Ad esempio, otteniamo:

f(-r) + f(1)
f ( r ) + a l @ ) + f ( t )

3

' : [ . ,
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. -. . J:29.63ùntegrazione nìrmerica.
Già nei precedenti paragnfi, rattando del pur semplice problema degli elementi triangola as-

, sialsimmetdci con fùnzioDi di forma lineari, fu notato che l'iDtegrazione analitica delle espressioni
perle matrici di elementopoteva dare deiproblemi di calcolo numerico e che dunque poteva mostrarsi
più conveniente l'uso di integrazioni di tipo trumerico, in genere d'obbligo per i più complicati
elementi /rsrorri appena discussi.
Riassumendo btevemente l'argomento, possono individuarsi due diverui tipo di itrtegrazjone
numedca di uDa funziong ad esempio di una variabile, /G) ,
5.2.9.63.1 Quadratura di Newton-Cotes,
Il procedimento coDsiste nel fissare a prioi gli n punti in co[ispondenza dei quali deve essere
valutata la firnzione /([): essi vengono usualmeote scelti uniformemente intervaÌlati. Viene
successivamente determinato ilpolinomio di ordine n-l che passaper i punti prescelti della funzione
e quindi viene integrato analiticamente: tale irtegúle approssima I'integrale della funzione /(!) .
Si ottengono così le nole forrDule di quaùdwa d\ Newbn-C_otes, nelle quali l,integrale vióe
sostituito dalla sommatoria seguente:

1 1  n
/ :  l / ( E ) d E  =  > H / ( 8 , )

J - l  i = l

5.2.9.63.2 Quadratura di Gauss.
Se invece di specificare a priori Ia posizione dei punti di campionametrto, permettiamo a questi di
collocarsi nelle posizioni che opportuni calcoli mostrano essere le più efficaci agli effeiti detta
precisionedel calcolo dell'integrale, otierremo la precisione più elevata, assegùato chesia un certo
nuúelo di punti di campionamerito.
Questo procedimento di ricerc di ottímo conduce ad espressioni numeriche ancora del tipo:

/(9dE - 
FìH,/(Ej)

ove gli q vengono definiti coefficientí di peso.
I-e formule di quadratura di Causs fomiscono:
pet D=2 r = f(-0.s7j) + f(0.577)
per n=3 r - 0.56.Íe0.775) + 0.s9./(0) + 0.56.f(0.775)
y.:!-! 1 : 0.3s./(-0.86) + 0.65./(_0.3a) + 0.6s.fl0.34) + 0.53.f0.86)
5.2,9.6.3.3 Integrazioni nùmeriche su regio[i rettangolari o a prisma rotto.
La maniera più orwia di ottenere l'integrale doppio i *J_1,J_1, /(g î) . d-x . dy , relativo ad uDa regione
rettangolare, è quella di valutare dapprima l,integtale interno conservando costante la variabile q ,
cioè:

/ (E.r ' ì ) .dÉ :  )4,{E,.n) = o(4)i,
Quindi sivaluta l'integrale estemo come integrale della funzione e(q):

Ple .89
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r - J_'o1av.an : iq.o(q,) = Ér, (i+ ra,n,r) - [irr.e.re,nr
- .Analogamente per.una regione prismatica retta otteniamo:

, t . l . lI  -  |  | .  l . . r rE.n.qr .0E.an dE :  >, I ) rL.4.11. / (E ,n: .8)
J-t J-1 J-l E=lIn --J 

- '

E' interessafite notare che di fatto la doppia sommatoria può essere facilmente ioterpretata come
una sirigola sommatoria su (n x n) puDti della regione rettangolare o su (tr x n x n) puDti del
pnsma reno,
Chiaramente noo è riecessario l'uso dello stesso numero n di punti di inte$azione nelle direzioni
deile coordinate normalizzale: all'occonenza può essere vantaggioso l'uso di Dumeri differenti.

5.3 ItrversioDe della matrice di rigidezza.
5,3.1 Triangolarizzazione di Gauss.
Il sistema finale delle z equazioni irl 4 incognite, ottenuto a seguito dell,assemblaggio della matrice
di rigidezza globale e dei vettori dei cafichi nodali equivalenti, ha un aspetto quale quello di segr:ito
mosÍato:

Èu4 + kr2rz + k13& +.,.,...... + kh,/n,r +ktlo - rr

k " ,x r+kor "+k ;4+, . , . . . . . . .+kz"  Fr " - r  +  k r , { "  -  rz

,qù + k3/2 + k3r3 + . . . . . . , . , .  + k3n-"to-1+ k3, lo = r :

t",r,l'r + 4,-r,/z + h-r,l: +... +|q,r,".È"-l+ Iq,r.ln - rn,1

qù+Iq tc r+q l3+. . . . . . . . . .+ Iq" - , r " , ,+h l ,  :  r "
E'noto che una generica equazione del sistema può essere sostituita da una combinaziole lineare delle
altre. If metodo risoluiivo della triaf,golarizz^ziote della matrice di ígidezza, di largo impiego nel
calcolo automatico, si awale del principio precedentemente enunciato. Esso passa per tr-l fasi, in
ciascuna delle quali vengono annullati i coefficientì al disotto della diagonale principale appartenenti
ad una sìngola colo[na, a partire dalla prima di esse.
Più in dettaglio, rÌella prima di queste fasi, vengono annullati dalla seconda riga in poi i coefficieDti
della prima variabile, sostituendo alla i-esima eqtazione (per i=2,3.,..n) quella che si ottiene sottmendo
alla medesima la prima equazione moltiplicara per il fatrore e, - fi . C""1. ad esempio, nella seconda

equazione i coefficienti e relativo termine noto vengono alterati come segùe:
k,, k,, k.. k,,k , , = k r - k , , . i l = 0  k ' z = k r - k , , . É É 0  . . . . . . .  k z " = k À " - k , . " . , 0  r ' , - r r _ r , . f r , , 0

E così via per le altre equaziooi lìno alla n-esima:

k ' " ,=k^ , -k , ,  
H=o 

k ' ^ ,=k , -k , ,  
H"0  

. . . . . . .  k ' ^ " - rq" -k , "  
H-0  r "=r " -1 , . !É .6

Al terminedunque di questa primafase siottiene, daila seconda equazione in poi, un sistema aiequazioni
[(n-1)x(n-1)], come appresso mppresentato:
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k ' i x2+k ' ; \+ . . . . . . . . . .  +  k ' 4 , f i - 1+  k '11 ,  -  r ' 2

k'.rx, + k'.r.x, +... . . , . . , .  + k'rn,,r*, + k'. ,oro : t ' .

k'",r7c, + k'"-r,r4 +... + k'",r,o-r.ro-, + k'.r,oro - r'o-t

k'nr4+ k'n1t. +... . . . . . . .  + k'*"-,ro-, +k'nor, = r 'o

Ésso può subire, Della seconda fase, Ìo stesso [attameDto del precederite. E cioè si sostituisce ad ogni
sùa equazione, a panire dalla seconda, quella otteÍuta sothaendo alla medesima la prima, moltiplicata

per l l  lattore q i  - 1-. Ul lale lase sl Otl lene:

k"" k- k", k'-
k "3 ,  -  k ' i , -  k ' z  

d=0  
k '3=k '3 r - k 'F  

É '0  
. . . . . . .  k " r . - k ' r . " - k ' z "  

k ; ' 0  
r "3= t ' ' - ?z ' l ; t 0

E così via firio all'ultima equazione, p€r Ia quale si ha:

* " " ,= * . , - " , , . f f =o  * " .= * " . - * , . 1 ; , 0  . . . . . .  k ' " " - k " . " - k ' , .  * ' 0  r " ,= . , - c ,H -0

Al termine delle n-1 fasisi ott ieoe così i l  seguentg sistema:

kicr + kr;r2 + k1{3 + .. . . . . . . . .  + krn,/o,r + kl,L - 11

k'.r; \  + k' B\ + .. .  -. . . . . .  + k'.n,40-, + k'aoro = r ' ,

k"raza +.... . . . . . .  + k"r,, ,r".,  +k"a,nr" - s",

k::Î,".,.r"., + l{.i/" = r:.i

#'" - ,j''
Il procedimento descritto .ichiede che il deoominatore (detto pivot) del fattore q sia, per ogni fase,
diverso da zero. Se ciò non accadesse si può tetrtare di scambiare I'ordine delle equazioni, alla ricerca
di un pivot lron Dullo.
5.3.2 Soluzione a rifroso.
L'uÌtima equazione del sistema hiangolarizzato pùò essere assai facilmente risolta, giacchè h essa è
preseDte urr'uDica incognita. La soluzione fornisce la segxente rclaziofle:

fr
4 : 4 ;

Questa soluzione, iotrodotta nella penultima equazione, consente di risolvere la peDultima incognita:
. t .2  L r2  -

.".,-!+-!*
tC.i-r

E così via fino aìla rr.


