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olclassiasimmenict sen Caratteristiche dei dischi
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o *Simmetria assiale

*Piano diametrale di simmetria
*Basso rapporto spessore / diametro

*Assenza di brusche variazioni di spessore

eCarichi radiali e assialsimmetrici
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Solidi assialsimmetrici - Dischi J Legge di variazione dello spessore
per ottenere tensione uniforme
T

Y
Sollecitazione C;
al raggio interno

Sollecitazione O
al raggio esterno

. sono possibili solo spostamenti radiali O u
e le componenti di tensione sono:
0, = Tensione radiale

O, = Tensione circonferenziale
sull'elementino agiranno le forze di continuita

e le azioni inerziali:

dA. (0, +do,)

Consideriamo un
elementino infinitesimo dV

dF, =ma =pdV &’r




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Equilibrio I

i

4 N

h+th lﬂ h-dh i
v -

|

Tdirezione positiva
+

»

Elementino
infinitesimo

h(r)

Equilibrio radiale:

A
redr dF, = (o, +do, J{n+dh)(r +dr)2d6

dF, = (o, -do,)(h-dh)(r -dr)2de

dF, =g, 2drhsin(d8) 020, hdrde

dF, =ph2dr2dgw’r =4pw’r’hdrdd
H_J

dF ZdF=0 —=>dF, —-dF,; -2dF, +dF, =0

d

dFri
(0, +da,)(h+dh)(r+dr)2d6 - (o, -da, )(h-dh)(r -dr)2d6 +
-4, hdrd@+4pw’ r’hdrdg =0

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i

(0, +da,)(h+dn)(r+dr)2d6 - (o, -do, )(h-dh)(r -dr)2d6 +
-40,hdrd@+4pw’ r’hdrd@ =0 Come era prevedibile 'angolo 6 & ininfluente
Sviluppando i prodotti e trascurando gli infinitesimi di ordine superiore si ottiene:

di(r ho,)-o.h+pw’r’h=0
.

Prendiamo ora in considerazione I'equilibrio circonferenziale del disco
guando é sottoposto ad una accelerazione angolare.

Analogamente a quanto fatto nel caso precedente si puo scrivere:

d dF, =, +dr, )(h+dn)(r +dr)2de
dF, =(r,, —dr, )(h-dh)(r -dr)2de
dF, =1, h 2drsin(d6)
dF, =4r’ pawdr d@

che conduce alla seguente equazione:

di(r hr,)-ht, +pwr’h=0
.




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i

Riepilogando:

Dall’equilibrio radiale, con velocita angolare costante, si ottiene I'equazione:
d (rho)-o.h+ r’h=0
o g,)-oh+pwrh=

Dall’equilibrio circonferenziale, con accelerazione angolare,
si ottiene I'equazione

%(r ht.)-ht, +p@r’h=0

Le due equazioni di equilibrio sono completamente indipendenti,
le soluzioni, pertanto, possono essere studiate separatamente.

In particolare, in assenza di accelerazione angolare
ed in presenza di carichi puramente radiali,
la seconda equazione fornisce la soluzione banale:

1,.=0

In tale situazione, di conseguenza, le tensioni g, e g, sono principali.

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Congruenza
Elementino indeformat@ Def . dial
eformazione radiale

Dopo deformazione

u+du _dr+(u+du)=u =dr _du
dr &E=— ————— — "=~
\ dr dr
i |
d;\ J dr+(u+du)-u L 0

/4 u
(r+u)do Deformazione circonferenziale

¢ rde r

M/

du_d de
& ar =E(£c N w——> & =& +r drc Equazione di congruenza

doe u=er

c




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Congruenza

L’equazione di congruenza puo essere riscritta esprimendo le
E =E T q ¢ deformazioni in termini di tensioni, tramite le relazioni di Hooke,
r e considerando l'effetto della variazione di temperatura

1
£ = E(Ur -vo,)+aT dove con T si intende la differenza T-T,
essendo T, la temperatura di riferimento

£ = E(ac —va)+aT della configurazione indeformata

1 1 r d d(aT)
—(g.-vo,)+aT=—(0,-vo.)+aT+——(0o.-vo,)+r—=
E ' ¢ E ° ' Edr °© ' dr
che puo essere riscritta nella forma piu compatta:

(L+V)(0, =0,)+ 1= (0, ~va,) +Er-(aT) =0
dr dr

se la variazione di temperatura nel disco non € tale da comportare una significativa variazione
del coefficiente di dilatazione termica, allore O puo essere considerato indipendente dal raggio:

(1+v)(o, —ar)+ri(aC -vo,)+ Eard—T=0
dr dr

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi .

d
Oltre I'equazione di equilibrio a(r ho,)-ho, + pw’r’h=0

T
e quella di congruenza (1+v)(o,-0,)+ r%(ac -vo,)+Ea r(jj_r =0

€ necessario introdurre anche I'equazione di resistenza,
per avere uno strumento di progetto o verifica del disco.

Se si utilizza 'ipotesi di resistenza di Von Mises
e possibile esprimere la tensione equivalente nella forma:

—_ 2 2 _
o,=\o!+0;-0,0, =0,

essendo U, la tensione ammissibile del materiale




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi ad uniforme sollecitazione

Dalle equazioni precedenti & possibile ricavare la legge di variazione dello spessore
con il raggio che rende la sollecitazione uniforme su tutto il disco.

Si ammetta l'ipotesi: disco pieno & temperatura uniforme.
Dall’equazione di congruenza si ricava:
d, . dv
(1+v)(o,-0)+r—(v,-vo,)+Ear-—=0
dr dr
da cui si ottiene: Ww——> 0. =0,

e dall'eq. di resistenza w——>> 0. = 0,= 0,

Dalla equazione di equilibrio

2 2
%(rhar)—haﬁpwzrzh:O [ — di(rh)—h+pw—rh >
r

a

2.2 2
M:O [ — @=—hﬂr

un@r%+yl—h+
d . dr ag

r o

a

Iso”di assialsimmetrici - Dischi i Dischi ad uniforme sollecitazione

2
separando le variabili: dh =- pw rdr

h o

a

da cui, integrando tra il raggio esterno e un raggio qualsiasi, si ha:

h, _P_OJZ 2 _ .2
In N 20, (Re r)

P (p2r)
a

h(r)= h e* h(r)




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi ad uniforme sollecitazione

Le derivate della funzione h(r) forniscono indicazioni sulla
posizione del punto di massimo spessore e del punto di flesso:

La forma della derivata dh h pw’ r

prima di h(r) & gia nota: dr g,
e la derivata seconda é data da:
d’*h _  pw’ % pw H
— = -h—H-"—r
dr o o

a a

In corrispondenza del raggio r=0, si ottiene I'annullamento
della derivata prima, mentre la seconda & minore di zero.

Lo spessore massimo si ottiene sull’asse del disco, pe’ o
dove assume il valore: hy=he 20, ¢
La derivata seconda si annulla per: '=r; =— [—
w\ p
in corrispondenza del quale lo spessore h=h. = h _ 0.606
i : I Y S hy
del disco vale: \/g

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi . Dischi a spessore uniforme

Nel caso di disco a spessore costante, sia pieno che forato,
e possibile ottenere una soluzione in forma chiusa del problema.

Se h e indipendente dal raggio I'equazione di equilibrio si semplifica:

di(rhar)—hac+pw2r2h=0 > hdi(rar)—hac+pw2r2h=0
r r

d _ do 2.2

S(10) =0, +pa'rt =0 > O =0 1T ek pa
do, _ d’o, , . do

Da cui & possibile ricavare la derivata: drc = I’Tzr +2d_rr +2pw’r

La relazione tra g, e g;, fornita dall’equazione di equilibrio, puo essere sfruttata
per esprimere I'equazione di congruenza:

d dT
(1+v)(o,-0,)+ I’E(UC -vo,)+Ea l’; =0 solo in termini di g,

C

dr

Sostituendo, quindi, g, e nell’lequazione precedente si ottiene:

d’oc do - dT
r’—=L+3r—+(3+v)pw’r’+Ear—=0
dr? dr ( )P dr




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

L’equazione differenziale descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme, rotante e soggetto a gradiente termico.
d’c do dT
rzd—2r+3rd—'+(3+v)p(o2r2 + Eard— =0
o ar ro, o — r
. / Tiene conto degli effetti inerziaIi\A

Omogenea associata. Tiene conto dell’effetto
del gradiente termico
sullo stato tensionale

Descrive lo stato di tensione del disco
dovuto alle condizioni al contorno:
pressione esterna ed interna

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi . Dischi a spessore uniforme

d’c do
. . 2 —_ N . -
L'integrale del’omogenea associata: ¥ drzr +3r drr =0 edeltipo: O, = Br"

Calcolando le derivate ed introducendole nell'equazione differenziale si ottiene:

do.r n-1

—L=nBr

dzr N(N=-1)Br"+3nBr" =0 u=—> Br"[n(n+2)]=0
d—02’=n(n—1)B rn?

dr

che ha soluzione
per i valori di n:

do
Ricordando che: 0, =0 +r drr m——> 0, ,=B,-—2

-

Imponendo le condizioni al contorno si calcolano le due costanti B; e B,
che consentono di determinare lo stato tensionale nel disco.




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

Disco forato fermo, soggetto a pressione interna.

Condizioni al contorno:  r =R, w—="> g,=-

B, = Rf
0= B +? Bl | RZ _ R-Z
e I
ricordando che: @, =B, +r— — B, _ RZR!
- P B +? BZ —Pi R2 — R-2

Dai valori delle costanti si ottengono le componenti
radiale e circonferenziale della tensione:

_ PR R? _ PR R
S TR-RE O CR_p P

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

Disco foratg fermo, soggetto a pressione esterna.

/ Condizioni al contorno:  r=R, wc——> 0,=-

R2
g e

-Pe=Bl+% B, =-P, Rez_Riz
B R2 R?

0=B, +R_? B, =P, Rze_Rz

Dai valori delle costanti si ottengono le componenti
radiale e circonferenziale della tensione:

2 2 P, R? R2
o =—Pe R, MR -1 O == 7 +1
r T R2_RZ 2 R, - R,




ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Le equazioni ricavate nel caso di pressione interna:

Il grafico riporta tali andamenti nel caso:

R;=50mm R =250mm P;=10MPa
Tensioni (Pa)

P.R? R?
consentono di calcolare 'andamento delle tensioni 0, === E -
in funzione del raggio. R, -R

= —Pi Riz +R_e2
¢ RZ-R? r

I,2

1.50E+07 1 |

1.00E+07

5.00E+06

0.00E+00

05 //).15 Raggio (m)(
-5.00E+06

.25

—Sc

-1.00E+07

-1.50E+07

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi l Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Modello ad Elementi Finiti
2D - Assialsimmetrico

Piano di simmetria

e L e LR T

" Disco forato fermo, soggetto a pressione interna. : m

W

EEF

Vincoli di simmetria
carrelli - UY

R;=50mm R,=250mm

10



ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme: casi particolari

"Disco forato fermo, soggetto a pressione interna. m
BE
[ e LOEdA} Stato di tensione: O, O Ogqy
s | 1 [
1 Fam i ’ Pressione interna = 10 MPa ‘

= 1ae \\ : | R=50mm R,=250mm |

o BB \""-..M"'

: [

E e -

: o | okl

L) c Ocaqv
A —

e = o,
..-I-"'---

N Til-] r"’"_

-Fan /
| | L=k E B ]

=110
(=] = Al -EEE -BE 1.1%2 1. 384
i Tdm -ETE - BT .08 §.326% (|.%

FosiFioame radiale

Calll = L

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi l Dischi a spessore uniforme: casi particolari

'Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna. m
BE
[ LORE 4T Stato di tensione: 0, O Ogqy
ENE | 1 L1 1 1
awan I ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘
1200 \ | ——
= |
E"' e %"'-._____‘ i ’Ri=50mm R, = 250mm ‘
o 1B "‘-._____ e ——T. O,
- 10 e —— Ogqv
E, o |- — \~ O-I’
[ ° ==
LEalel l"'"’-
(1]
0
—
- ] 4 5 s E B N
o .23 T T ST 1.1%3 1. 784
L1 TJdw o7 . BT .0 §.786% |.%

FPoslizxiane radiale

Cal =




ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme: casi particolari

"Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna ed interna. m

[ e LOEdA} Stato di tensione: O, O Ogqy

ia | 1 L1 1 1

T | i ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘

(== IR
T aman | .
Ll | i ’ Pressione interna = 10 MPa ‘
— i "'-....___|
3 - O
= 1530 "“'-1.____'-—-.-_._,__ — T “c
A | eqv

T = \.
B0 L1 O,
(=] "-‘---
v
- B0 / | ’ R;=50mm R,=250mm ‘
-G | | I L I l | e RS ]
=] = e -EEE = 1.1%2 1. 384
i T4 ST - BT i.07F8 i.0e% 1.
Foslirione radialae
(=" 1

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi l Dischi a spessore uniforme: casi particolari

I m J6F 1§ 1555
1120200
EE HOT F 1
. . . Bl EOLOTIOE
Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna ed interna | ==
=1
TIHE=1
. . : [+ 1AM
Mappa della tensione circonferenziale O FETE=L
FHE = S E-T2
=, 12 TR0
. = 24 0d
Valore massimo 32.8 MPa EHE =0 20E08
FHEE= T 14 L. 08
12 TE =08
l = ILEL RS
- 1TI1E =08
[ 154 Ead8
_ FELIES 0]
: FELLE ]
D NP ]
_ I EL e ]
T - ERL
.. SENEaRS
Valore minimo 12.7 MPa ;-
|

|
(== = ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘
: |

i R;=50mm R,=250mm ‘ ’ Pressione interna = 10 MPa ‘

Cal =




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Serbatoi a forte spessore

0, =B, +—  che descrivono I'andamento delle tensioni con il

Le funzioni lg raggio sono state ricavate con l'ipotesi di stato piano
_ ) : . :
o, =B, -7 di tensione, ovvero: o, =0
. . N - \
La deformazione assiale puo essere, quindi, calcolata come: €, =——(0, +0,)
E

quindi, esprimendo le tensior.i in funzione delle costanti B, si ha:
\Y B B \Y
€, = -—FBl +—2+B, ——ZZB= —-—2B, = costante
ED r rg E

la deformazione assiale & costante (stato piano di deformazione generalizzato).

! Una qualsiasi tensione assiale non

] 3 delle trcioni racal & crconferensia
elle tensioni radiali e circonferenziali.

i I Per questo motivo le funzioni, fin ora

ricavate per i dischi, sono applicabili
al caso dei serbatoi a forte spessore.

Le superfici si spostano parallelamente a se stesse

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza 1= Ug- U;

Equilibrio: P'=P”=P

Congruenza: i=U,-U; oppure i=|u,|+ |u;]

Lo spostamento radiale pud essere calcolato come segue:

u, =re, =0 (g _vo)_&ﬂ PR: H R H, PR
c o EYE ' E%j-Rg RS R’ -R?
3 2
0
G e SR
E(R; -Ry) O Re 0

13



lso“di assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza
3 2
u = _ PR, a_v +(1 +V)&D spostamento radiale della superficie
* E(RI-R)O ¢ delforo del disco esterno

u =re -&(o -Vvo.) =R DgipRz PR2
i c E c r E RZ RZ (R R2

Lo spostamento radiale del disco interno &, dunque, dato dall'espressione:
P R3

0
ui=-2—§1 v)—+1 vg
E(R; -R’) O Ry 0

A questo punto & possibile legare l'interferenza i agli spostamenti radiali u, e u; e

Ricordando che: i =U, =U; sipuo scrivere:
) 3 2 3 R-2 D
i =u, —U; =%E‘V+( )R %g“\’)—é’fl‘vu
E(R;-Ry) O 0 E(R\-R)Q R, O

Per il disco interno si procede in modo analogo, valutando lo spostamento radiale u;:

quindi, alla geometria dei dischi (R, , R,, R;) ed alle caratteristiche del materiale (E, v ).

Iso”di assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza

3 2 3 _ZD
=u = s e B B B—v+(1+v>%%
0

E(R’-R%) g E(R2 RO

Nel calcolo delle sollecitazioni dovute ai calettamenti forzati e interessante
conoscere il rapporto i/P tra il valore dell'interferenza e la pressione di contatto.

Dall’equazione precedente si ottiene:

i _RIO (@1-v) 1+v (1-v) 1+v  BR’
P E%RZ—RP (RZ-R)H>H‘( -R?) (RZ R HRS

|
-
-l-
WL s

Dilatazione per riscaldamento del disco esterno

14



lSO"d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

' AN

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza E

2R, |
|

Modello ad Elementi Finiti: Aree

Disco interno Disco esterno

_’ =
Ri Ro
R, |
R;=50mm R,=120mm R,=200mm
— Interferenza i = 0.2 mm
Col = Calemla Tar seeesia

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza

2R, |
|

Modello ad Elementi Finiti: Elementi

Disco interno

Disco esterno

R;=50mm R,=120mm R,=200mm
Interferenza i = 0.2 mm

Cul - Talewmla Tor s sta




lSO"d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme: casi particolari

1 Montaggio di due dischi concentrici con interferenza m &
R;=50mm R,=120mm R,=200mm L
R L=I T 1 Stato di tensione: O, O Ueqv
2L 1 L 1 L
§ B | ’ Interferenza 1 = 0.2 mm ‘

1200
N |
B0 H-“_""—---_._____ :% Oeqv
-0

e c

Tengione [Fap

8

- B0 . - |
A I - -
---""'lI Disco interno ’ Disco esterno ‘
gl gl T T
-
[=]

-1 2 e .___.-"

- 1 &0 | < | | >

- S0 L=t E B ]

s e R -85 T 1.1%7F 1 _J4
IE J4n -ETa . BT { L =~ i T

ol = Calemla Tor pweewim

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

Ricordando I'equazione differenziale che descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme:

2
r do, +3r%+(3+v)pw2r2+Eard—T=0

. dr? ar , VS — i‘,

/

Tiene conto degli effetti inerziali  Tiene conto dell’effetto

del gradiente termico
sullo stato tensionale

Omogenea associata.

Prendiamo ora in considerazione I'integrale particolare
che tiene conto degli effetti inerziali:

2
L’equazione differenziale assume la forma: 2 d_O'Z, +3r di +(3+v)p wr’=0
d dr
do
—L =2Br
) ) ) dr
La funzione g, =Br* e le sue derivate: )
introdotte nell’equazione differenziale d’g, =2B
portano alla determinazione della dr?

m J costante B




lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

2
Effetto delle forze d'inerzia r2 d’o ao, +3r—r do, +(3+V)pw’ri=0
- dr? dr
do d’c

o =Br? 9 _opr r=2B
' dr dr?

r’(2B)+3r(2Br)+(3+v)pw’r’ =0

3+
8Br’+(3+v)pw’r’=0 B =—%p

- B 3+v do
e quindi: @, =B, +r—22—( )poozrz ricordando che: 0, =0, +r i L +pwr
r

+
si ha: o;Bﬁ%—%poﬁz—zi 2 BF V)pcor +pw'r’
r

B (1+3V)pm2 2

si ottiene la tensione circonferenziale: 0, =B, ——22— 3
r

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi . Dischi a spessore uniforme

Nel caso di sollecitazione dovuta unicamente

Effetto delle forze d’inerzia
alla rotazione del disco si ha:
- B, _(B+v) o
o, =B+ 2 g pwr Condizioni al contorno: r =R, w—="> 0,=0
6 = B (¥W) o r=R == a=0
cTb T T T o
r 8 B, _(3+V)
0=B,+—=%- PWR;
! R? 8
B, (3+v)
0=B, +R—§——pm2R§
I 3+v
| Re B, ={ )p(o(R2+R)
da cui si ottengono i valori delle costanti: w——>
(3+V)

e dalle quali si calcolano le tensioni: B, = 3 2 pw’R’R?

252
r =(3‘;V)pw2%?ez+Ri2_ ReZRi _rZH
r

+ ’R?
o, =(38V) p(.OZH?:+Ri2+ Ri.le H‘(1+83V)Pw2r2

17



lSO"d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme : casi particolari

in funzione del raggio. I

Il grafico riporta tali andamenti nel caso:

R;=50mm R, =250mm w=1000r/s p = 7800

Tensioni (Pa)

Le equazioni ricavate nel caso di di sollecitazione dovuta unicamente
alla rotazione del disco, consentono di calcolare 'andamento delle tensioni

4.50E+08 +

4,00E+08 4\
\

3.50E+08 \
3.00E+08

2.50E+08

—Sr

2.00E+08
1.50E+08

—Sc

1.00E+08 =
5.00E+07

0.00E+00 /

-5.00E+07 9:05 D:15

Raggio (m)(

o3}

Iso“d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme : casi particolari

" Risultati del calcolo ad Elementi finiti - Disco forato rotante

[ = LOw k) Stato di tensione: 0-r GC Geqv

G

AN

|
tL il ’ R;=50mm R, =250mm w=1000r/s p = 7800 ‘

1o '] =]
TEAG

g [eti ]

NN

Tensjene [Fak

ol = e

et e] "‘--.._____‘_""--.
l_‘_‘-"""-._h--‘--
| B -‘-H-"l-h._h--- <} UC
. " Y o —
LEle] e h
i - \O'eqv
B / o L —— O'r
- i 4 T [T E BN
=] 30 10 . B33 L.230 _ 1.%38 1. EB48
(= LN T i T 1.784 sy
Fa FPiosne radiale

EE
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ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza AN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
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Montaggio di due dischi concentrici con interferenza AN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
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ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza AN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
NT-"TL T Stato di tensione: O, O, Oy
S
l/i ’ Velocita: 1000 r/s
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Montaggio di due dischi concentrici con interferenza AN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
[ |l dm) Stato di tensione: O, O, O,
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lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

Torniamo ancora all’equazione differenziale che descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme:

2
r2ﬂ+3rz&+(3+v)pm2r2+Eard—T=0
; )

2
dr L_r
T

/ Tiene conto degli effetti inerziali  Tiene conto dell'effetto

Omogenea associata. del gradiente termico
sullo stato tensionale

Prendiamo ora in considerazione I'integrale particolare

che tiene conto degli effetti termici:

2
d c:r +3r%+Eard—T=O
dr dr dr

. . . 2
L’equazione differenziale assume la forma: I

Per valutare il gradiente della temperatura e necessario conoscere la funzione T(r).

n

m
A tale scopo si ipotizza una funzione polinomiale del tipo: T (r) =K, + Z k.r
n=.

m

il cui gradiente & c(ij_T = Z nk,r"™
r &

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi . Dischi a spessore uniforme

L’ H H H indi PE— d zor dor u n —
equazione differenziale assume quindi la forma: r*——= +3r o +Ea Z nk,r" =0
r =

dr

m
che ammette quale integrale particolare la funzione: @, = Z B,r"
=
. do, _ & - : il
le cui derivate sono: —L-=§ nB r** o do, _ n(n-1)B,r"?
ar & ar’° &

introducendo le derivate della tensione radiale nell'’equazione differenziale si ha:

m Ea
Z [Bn(n +2)+Ea kn]nnr” =0 da cui si ricava il valore delle costanti: B, = —Tzk
= n
n m k
si ottiene in tal modo l'integrale particolare: 0, =—Ea Zn_-lTZ re
&=
) . . R . B, « K, .
Per cui la tensione radiale puo essere scritta come: 0, =B, +——-Ea) ——r
r &n+2
La tensione circonferenziale puo essere ricavata do
ricordando che esiste la relazione: g, =0, +r r r
r

n
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lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

Per cui, tenendo conto della espressione della tensione radiale:

m
g, =Bl+B_22—EaZk_nrn
r L n+2

Si puo calcolare tensione circonferenziale:

0C=or+rdor ==BI+B—§—EaZk—”r”—ZB—f—EaZLnr"
dr r Sn+2 r Sn+2

BZ — kn n
0, =B,-—2-Ea (n+1)r
r &n+2
Nel caso di variazione lineare di temperatura,
esiste solo il primo termine della sommatoria:
B, Ea
O, =B, +—2——kr
r
n=1 i —
B Ea
0, =B, ——2-2——kr
r 3

Dischi a spessore uniforme

lSoIidi assialsimmetrici - Dischi .
R

e

T(r)=k, +k,r
condizioni al contorno:
> T(r)=T, per R= Repe—r T, =k, +k,R,
T T°C TN=T, per R=R; T, =k, +k,R,
da cui si ricavano i valori delle costanti:

k=T, —L2"TR  k=iel
R.-R, R, R,

e I

Yo

or=Bl+B—§—Ek1r=Bl+B_22—E T. -,
r 3 r 3 R -R
0,=B,-2-2E% =g B HEA LT,
r 3 r 3 R -R

T Ipotesi di variazione lineare (gradiente costante):

Si possono, quindi, scrivere le espressioni della tensione radiale e circonferenziale:

22



lSoIidi assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme

. . . . . B, Ea
Nel caso che sul disco agisca solo il gradiente termico, (0, =B, +_2—Tk1r
r

le costanti B possono essere calcolate come segue:

B Ea

Condizioni al contorno: o, =B, _r_ZZ—ZTklr

0,=0 per R=R,eperR=R;

2 2
0=Bl+B—§—Ek1Ri &:Ekl R +R7+R.R,
R, 3 3 R, + R,

> 22
0=B,+22-Eq R B, = -0k, R
R? 3 3 'R, +R,

C

Da cui si ottengono le funzioni del raggio delle tensioni radiali e circonferenziali:

orzﬂ% ez"'RiZ"'ReRi'@‘r(Re"'Ri)
3 R{—-R, r

-T ’R?
UC=E% (-32+Ri2+ReRi+Re—5l_2r(Re+Ri)
3 RE-R: r

ISO“d' assialsimmetrici - Dischi i Dischi a spessore uniforme : casi particolari

" Risultati del calcolo ad Elementi finiti - Disco con gradiente termico m

BE

[ =IT L1, Stato di tensione: 0-r GC Geqv
e L | [ I I
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| N e
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ISO"d' assialsimmetrici - Dischi I Dischi a spessore uniforme : casi particolari

© Risultati del calcolo ad Elementi finiti m
Disco rotante, con gradiente termico, pressione interna ed esterna. e
I w LR} Stato di tensione: O, O, O'Eqv
s ] [ I I |
LA R;=50mm R, = 250mm T,=200°C T;=0°C
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