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1. (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.

2. La numerazione delle formule e relativa al singolo esercizio.



210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche
210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

1. [2003 (hw)I] Risolvere il problema di Cauchy

Uy +uy =1,
2 _
u(s*,s) =coss, —0<s<a,

trovando il valore massimo di « che permette ’esistenza di una soluzione
con derivate continue.

2. [16/4/2003 (ex)I] Si consideri la equazione del primo ordine
Uy +COSTUY = U, (z,y) € R?.

a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva l’equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

¢) Si dia una condizione su o > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.
Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.

3. [16/4/2003 (ex)II] Si consideri la equazione del primo ordine

1 2
ux+muy:3u, (x,y) € R”.

a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva l’equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

¢) Si dia una condizione su o > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.
Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.

4. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Uy + YUy =0,
u(0,y) =y, yE€R.

5. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Uy + xYuy =0,

u(0,y) =y*, yER.
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6. [23/9/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy
+ ! +1
Uy + —Uy = U
T 2y Y )
u(l,y) =3, y>0,
definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {y > 0}.

7.[23/9/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

%um—l—uy:—u—i—l,

u(z,0) =, x>0,
definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {z > 0}.
8. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

2z + y)uy — 2uy =€,

u(s,1—s)=s-1, —00 < §<00.

9. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

(y+ Dug +yuy, =0,

u(s,1) =e€*, —00 < §<00.

10. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

Tug + 2yuy =y,
u(cos @,sinf) =1, 0<f<m.

11. [31/3/2004 (ex)I] Risolvere

xux+a:2uy:1,
u(s,s) = 2s, 0<s<1.

12. [31/3/2004 (ex)II] Risolvere

yous +yuy =3,
u(s,s) =s, 0<s<1.
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13. [28/6/2004 (ex)I] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

TUy + 4y, = u?,
u(z,1) ==, x>0.

14. [28/6/2004 (ex)II] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

druy, + yuy = u?,
u(-l,y) =y, y>0.

15. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

(x+y)ux+(x_y)uy:u+2y
u(s,0) =0, 5>0.

16. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

TYUz + YUy =0,
u(—1,s) = 82, s>0.

(Sugg. Osservare bene l’equazione prima di iniziare i calcoli . ..)
17. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

1
yuz + (22 + y)uy = 2

u(0,5%) = 52, s>0.

18. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

uw+$uy:a,
u(0,5) = 52, 0<s<2,

e trovare il piu grande aperto ove e possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {x > x¢}, con 0 > zg >
—00.
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19. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

Yy — Uy = ——
Yy u’

u(s,0) = —s2, —-1<s<0,

e trovare il piu grande aperto ove e possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {y > yo}, con 0 > yog >
—00.

20. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere il problema

Uy +xUy =0,

—_

U(O,y):—, y>0

<

21. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere il problema

yux—kuy:O,
1
z+1

u(z,0) = , x>0.
22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare la soluzione di

Uy +uy =€,
u(z,0) =2z -1, r€R,

e il piu grande aperto ove u & definita.
23. [6/2/2006 (hw)I] Risolvere

ug +re Yuy =,
u(s,In2s) = s, l1<s<oo.

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere
2ug + (6 + 2cos x)uy =0,
u(0,8) = 5%, 0<s<3.
Trovare

supu,
0Q

ove {2 e I'aperto massimale di definizione della soluzione .
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25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere

(9 + 3siny)u, — 3u, =0,
u(s,0) = s, 0<s<2.
Trovare

supu,
2

ove {2 e I'aperto massimale di definizione della soluzione u.
26. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy
Uy + XUy = e
u(s,s%) = s, 0<s<1,
determinando anche ’aperto massimale di definizione della soluzione.

27.[20/4/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

i
YUy — Uy = —€ -,

u(s?,s) = 52, —1<s<0,
determinando anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.
28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

xug — 2(1 — y)uy = zu,

u(s,0) =s, —00 <5< 00.
Determinare anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.
29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

2(1 — 2)ug — yuy = yu,
u(0,s) = —s, —00 <5< 0.
Determinare anche I'aperto massimale di definizione della soluzione.
30. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere
Uy +uy = u(l —u),
1

u(s,O)zi, —00 < §<00.
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31. [15/12/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

20Uy — Uy = —u2,
u(s,Ins) =1, 0<s<oo,

specificando 'aperto massimale di definizione {2 della soluzione.
Si dimostri anche che, in {2, u non cambia mai segno.

32. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

yua + (z — 2y)uy =y,
u(s,0) = s, 0<s<o0.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (x,y) non sara necessario risol-
vere del tutto il sistema.]

33. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

(y — 2x)uy + 2uy =,
u(0,s) = s, 0<s<oo.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (z,y) non sara necessario risol-
vere del tutto il sistema.]

34. [12/7/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

Uy — YUy = e,

u(s,s) =s, s>0,
specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che

Q2 c{(z,y)|0<z<ye’}.

35. [12/7/2007 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

TUy — Yuy =€,
u(s,s) = —s, 5>0,
specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che

Q2 c{(z,y) |z >ye?>0}.
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36. [20/9/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

Tugy + 2yuy = 2U,
u(l,s) = f(s), -1<s<1,

ove f € C'((—1,1)), specificandone I'aperto massimale di definizione, e
trovando la condizione necessaria e sufficiente su f perché u sia limitata su
0.

37.[14/12/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
Uy + COS LUy = 2,
( ) Tes< 3
u(s,coss) = s —— <s<-m.
) ) 4 47T

Si dimostri che il dominio massimale {2 di © € contenuto in una striscia

—00 < Yy <y <ypg<oo.

38. [28/3/2008 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
(1l —x)ug +uy =y,
u(a,s) = s, —00 < 8§ < 00,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione
u.

39. [28/3/2008 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
—Ugy + y(l - y)uy = -,
u(s,a) = —s, —00 < 8§ < 0,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione
u.

40. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
Uy + (x — Vuy, = o,
1

u(s,s) =s—s, 0<s<o0.
41. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

(1 —yYug +v?uy =y,
1

u(—s,s) =s—s , 0<s<oo.
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42. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

sinyug + 2uy = Vu,
u(s,0) = s, 0<s<o0.

43. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

1
2u, + gsinxuy =u,

u(0,s) = 3s, 0<s<o.

250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

1. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema

xux+yuy:x2+y2,

u(z,y) =, suz®+y° =1,
e mostrare che la soluzione non & C''(R?).
2. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema

Tugy + Yuy = 21y,
U($7y):1, SU$2+y2:17

e mostrare che la soluzione non ¢ C'(R?).
3. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema

TUy + Yuy = 21y,

ule,y) =ay,  sua’+yP=1,
e mostrare che la soluzione & C'(R?).

4. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema

Tuy + yuy = —uy/z2 +y?,

U(Z’7y):71', x2+y2:47
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e dimostrare che & continua in R?, ma non di classe C'(R?). (Sugg. Consi-
derare la particolare geometria del problema.)

5. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema

LUz + YUy = —U,

u(z,y) =7, 4yt =4,

e dimostrare che non & continua in R?. (Sugg. Considerare la particolare
geometria del problema.)

6. [20/1/2004 (hw)I] Trovare la soluzione definita nel semipiano = > 0 di

Yz — TUy =T+ 1,
u(v/s,0) = s, s>0.

7. [14/4/2004 (ex)I] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

zugy + yuy = f(x,y)vVa? +y2, 1<x2+y2<4,
u(z,y) =z, ?+y?=1,
u(z,y) =y, 2 +y?=4.

8. [14/4/2004 (ex)II] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

Tuy + yuy = f(x,y)Va? +y2, 4<a>+y? <9,
u(z,y) =1y, x2—|—y2:4,
u(z,y) =z, 2’ +y?=9.

9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare la soluzione di

Tuy + Yyuy = arctg Y ,
T

u(z,y) =y*, 2*+y*=4,2>0,

e trovarne I'aperto massimale di definizione. Esprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

10
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10. [15/9/2004 (ex)I] Risolvere

YUz — TUy = 3T,

u(z,x) = a2 +y?, x>0.

11. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare la soluzione di

TUy + YUy = T,

u(z,y) =y*, w=1,

e trovarne 'aperto massimale di definizione. Esprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

12. [15/9/2004 (ex)II] Risolvere

YUy — TUy = 2y,

u(y,y) =2 +y*,  y<O0.

13. [4/2/2005 (hw)I] Trovare tutte le soluzioni di

(l',y) : Vu(a;,y) + Dzu(x,y)(x,y) ’ (xay) =V x? + y27

definite in R?\ {(0,0)}. Qui D?u(z,y) indica la matrice hessiana:

Du(z.y) = (um(w,y) uxy(w,y)> 7

Uay(T,Y) Uyy (2, Y)
e quindi D?u(z,y)(x,y) - (z,y) la forma quadratica
xzuxl‘(m7 y) + 2xyuxy(x, y) + y2uyy(x7 y) .
(Sugg. Passare a coordinate polari, & ovvio).
14. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere
Tug +yuy =1,
. 2 ™ ™
u(cos p, sin ) = ¢~ , —§<<,0<§

(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).
15. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere

—Yug + Uy =1,
u(z,0) =z, 0<z<l1

11
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(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).

16. [14/4/2005 (ex)I] Si determini a € R in modo che il problema

TUg + YUy :ag, in (2,
T
u(xz,y) =0, 24+y¥P=10<y<z,
U(w,y)zg, ?+y’=4,0<y<uz,

abbia soluzione u € C1(2), ove

Q={(z,y) |1 <2®+1><4,0<y<uz}.

17. [14/4/2005 (ex)II] Si determini a € R in modo che il problema

—yuy + zuy = a(z® +y?), in 2,
u(z,0) =0, l<x<?2,

1
u(z, z) = 222, — <r<V2,

V2

abbia soluzione u € C1(£2), ove

Q={(z,y) |1 <z®+4><4,0<y<z}.

18. [23/6/2005 (ex)I] Dimostrare che ogni soluzione di
TUz + YUy
Vat+y?
in 2= {(z,y) | x > 0} si puo scrivere come

u(zw,y) = f(\/oc2 + 92 + arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

= —yu, + Ty,

19. [23/6/2005 (ex)II] Dimostrare che ogni soluzione di

TUz + YUy = (yuz - l‘Uy) V x2 + y2 )

in 2 ={(z,y) | z > 0} si puo scrivere come

u(z,y) = f(\/:v2 + y? — arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

12
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20. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

T+ yuy = (222 + 92 —a2? —yP)e VIR 22 1251
u(cos 0,sinf) = up(0), 0<o<m,

ove ug € una qualunque funzione in C([0, 7]), soddisfa

lim wu(rcosf,rsinf) = uy(6),

per ogni fissato 0 € [0, 7.
21. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ty + yuy = /22 + 2 VI g2 25
u(cos @,sin6) = up(6), 0<0<m,

ove ug € una qualunque funzione in C([0, 7]), soddisfa

lim u(rcosf,rsinf) = ug(f) +1,

per ogni fissato 0 € [0, 7.
22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni di

Tuy +yuy =u+1, :132+y2>0.

23. [6/2/2006 (hw)I] Trovare una soluzione in un aperto {2 che includa la
curva
v ={(scoss,ssins) | 2 < s < 67}

che porta il dato, del problema

TUg + Yuy = 2u,

u(scoss,ssins) = s, 2m < s < 67.

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere

TUg + YUy =T+ Y,
u(2,s) =1, sER,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare
I'aperto massimale di definizione della soluzione.

13
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25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere

TUz + YUy =Y — T,
u(s,—1) =0, seER,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare
I'aperto massimale di definizione della soluzione.

26. [20/4/2006 (ex)I] Si considerino tutte le soluzioni di

xux+yuy:f(vx2+y2)7

u(cos @, sin p) = up(y) , O<p<m.

E possibile scegliere f € C°((0,00)) indipendente da uy in modo che valga
una sola delle due condizioni

A lim wu(z,y)=0, B lim wu(x,y) = +o0,
) (2,y)—(0,0) (=:9) ) (z,)—(0,0) (z.9)

per tutti gli ug € C1([0, 7).
Dire quale delle due condizioni A) e B) & possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.

27. [20/4/2006 (ex)II] Si considerino tutte le soluzioni di

wug +yuy = Va2 + g2 f(Va? +y?)u,
. s T
u(cos p,sin @) = uo(p) , —y<e<yg
E possibile scegliere f € C°((0,00)) indipendente da uy in modo che valga
una sola delle due condizioni

A lim wu(z,y) =400, B lim wu(x,y) =0,
) (2,y)—(0,0) (.9) ) (2,y)—(0,0) (z:9)

per tutti gli ug € CY([—7/2,7/2]).
Dire quale delle due condizioni A) e B) & possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.

28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

—Yug + TUy = Sinx,
u(s,0) = s, s>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-
piano x > 0.

14
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29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

—YUy + TUy = €Y,

u(s,0) = s%, s>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-
piano x > 0.

30. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?) di

YUy — TUy = az? — by?,

u(s,0) =0, 0<s<o0,
e determinare la funzione w.

31. [2/4/2007 (ex)II] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?\ {(0,0)}) di

—YUg + Ty = ay — ba?,
u(s,0) =0, 0<s<o0,

e determinare la funzione w.

32. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?) di

YUy — TUy = a + bx,

u(s,0) =0, 0<s<o0,
e determinare la funzione u.
33. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di

Tug +yuy =u+1,
u(s,1) =0, —00 < s< 00,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.
34. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di

TUy + YUy = u + 2,
u(3,s) =0, —00 <5< 00,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.

15
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35. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

TUg + YUy = 2u,
u(s,1 —s)=s, 0<s<1.

36. [12/7/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

TUz + YUy = U,
u(s,2—3s)=s, 0<s<2.

37. [28/3/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

—YUgz + TUy = YCOST,
u(s,s) =4, 0<s<o0,

esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.
38. [28/3/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

YUz — TUy = TSINY,
u(s,s) =1, 0<s<oo,

esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.

39. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la soluzione u(x,y) del problema di
Cauchy

(x = Dug + (y — Duy = u”,
u(s,1 —/1-(s—1)?) =1, 0<s<2.
Determinare anche il dominio massimale 2 di definizione della soluzione.

40. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la soluzione u(x,y) del problema di
Cauchy

(x = 2)uz + (y — 2)uy = u,
u(s,2—4—(s—2)?) =1, 0<s<4.
Determinare anche il dominio massimale {2 di definizione della soluzione.
41. [16/9/2008 (ex)I] Scrivere la soluzione del seguente problema:
(z = Dug + (y — 2uy = a,
u(3,s) = s, seER,

16



300. Equazione delle onde

ove a, 0 € R sono costanti.
Inoltre si trovino i valori di a, § € R che rendono la soluzione estendibile a
tutto il piano come funzione di classe C*.

42. [16/9/2008 (ex)II] Scrivere la soluzione del seguente problema:

(x+Duy + (y — Duy = a,
u(l,s) = s, s€R,

ove a, 0 € R sono costanti.
Inoltre si trovino i valori di o, 8 € R che rendono la soluzione estendibile a
tutto il piano come funzione di classe C*.

290. Edp del I ordine: modelli

1. [3/2/2003 (hw)I] Si consideri una popolazione di batteri; indichiamo
con n(z,t) la densitd di batteri rispetto all’eta z al tempo ¢t. Cioe, per
0< 2 <x9, t >0,

z2

/n(aj,t) dz

1

¢ il numero di batteri con eta compresa tra x1 e 2o, nell’istante t. Assumiamo
e non nascono nuovi batteri;

e i batteri che hanno eta x muoiono con un tasso proporzionale alla loro
eta z e al loro numero n; sia a > 0 la costante di proporzionalita.

1) Dimostrare che n verifica
Nng+ Ny = —axn.

[Sugg.: n(z,t+h) —n(zx—h,t)=...]

2) Che dimensioni fisiche hanno n e a7

3) Supponiamo che per t = 0, n(z,0) = ¢, a < z < b, ove a, b, ¢ sono costanti
positive; determinare il numero totale di batteri N(t) dopo un tempo t.

4) E possibile, nel modello matematico qui introdotto, considerare una
popolazione di batteri che abbiano tutti la stessa eta?

300. Equazione delle onde
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300. Equazione delle onde

1. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—c2um:0, —ca<x<ct,0<t,
u(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) =b(t), 0<t.

Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C%(Q), Q = {(z,t) | —ct <
x <ct,0 <t}

2. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—62um:0, —ca<x<ct,0<t,
ut(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) =b(t), 0<t.

Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C?(Q), Q = {(z,t) | —ct <
x <ct,0 <t}

3. [15/9/2004 (ex)I] Scegliere o in modo che il seguente problema abbia
soluzioni in C1(12), ove 2 = {0 < x < ct,t > 0}, e determinarle:

Ut — gy =0, in £2,
u(0,t) =0, t>0,
ut(ct,t) = cost — o, t>0.

4. [15/9/2004 (ex)II] Scegliere v in modo che il seguente problema abbia
soluzioni in C1(£2), ove 2 = {0 < x < ct,t > 0}, e determinarle:

U — gy =0, in £2,
u(0,t) =0, t>0,
ug(ct,t) = e’ —a, t>0.

5. [6/2/2006 (hw)I] Discutere 1'unicita di soluzioni u € C?(£2) del problema

Ug — gy =0, in 2={(z,t)|0<z<wvt,t>0},
w(0,8) =0, t>0,
u(vt, t) =0, t>0.

Qui ¢ > 0, v > ¢ sono parametri assegnati.
(Si noti che u = 0 ¢ una soluzione. Si tratta di accertare se esistono altre
soluzioni.)
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310. Formula di D’Alembert

6. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di

utt—c%m:o, z>ct,t >0,
u(et,t) =t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,

e dimostrare che € unica.

7. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di

utt—czum:O, x>ct,t >0,
u(ct,t) = 2t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,

e dimostrare che e unica.
8. [16/9/2008 (ex)I] Si dimostri che se u € C%(Q) soddisfa

utt_c2umv :07 (:Evt) € Q>
ug(ct,t) =0, t>0,
ug(—ct, t) =0, t<0,

allora u € costante in @, ove

Q={(z,t) | —co <t <oo,clt|] <z <o0}.

9. [16/9/2008 (ex)II] Si dimostri che se u € C?(Q) soddisfa

utt_c2u1‘x :07 (‘Tat) S Q7
u(ct, t) =0, t>0,
Uy (—ct, t) =0, t<0,

allora u ¢ costante in @, ove

Q={(z,t) | —co <t <oo,clt] <z <oo}.

310. Formula di D’Alembert
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310. Formula di D’Alembert

1. [30/1/2003 (hw)I] Consideriamo la soluzione u di

U — gy =0, reR, t>0,
u(z,0) = up(x), r€eR,
ur(z,0) = uy(z), reR.

Assumiamo che ug = 0. Dimostrare che, se u; € integrabile in R, allora
esiste, per ogni fissato x,

lim u(z,t) = U,

t—o0

ove la costante Uy, € indipendente da .

2. [30/1/2003 (hw)I] a) Dare un esempio di dati up, wuj, ciascuno non
identicamente nullo, tali che la soluzione di

utt—c2um:0, reR, t>0,
’LL(QZ‘,O) = u0($)7 reR,
ut(xao) = ’LL1($), reR,

soddisfi

lim w(z,t) =0, per ogni x fissato.
t——+00

b) Dare un esempio di dati wug, uy, ciascuno non identicamente nullo, tali
che la soluzione del problema precedente soddisfi

lim w(z,t) =0, per ogni ¢t > 0 fissato.

r——+00

3. [30/1/2003 (hw)I] PROBLEMA DELL'IMPULSO CONCENTRATO
Consideriamo la soluzione u. , del problema

U — gy =0, reR, t>0,
u(z,0) = up(x), r€R,
ur(z,0) = uy(z), r€eR,
con i dati ugp =0 e uy(z) = f- (), ove

1
20

feo(x) X(—eo)(®),  €>0.

Qui o > 0 e fissato. Si scriva la soluzione e se ne calcoli il limite per € — 0,
per i vari valori di o. Si colleghino i vari comportamenti al valore di

ly =lim [ fey(z)dx.
e—0
R
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

Si discuta in particolare il caso in cui ¢, € (0, 00).

4. [28/6/2004 (ex)I] Determinare Ao > 0 in modo che per ogni A € (0, A\o)
valga
1

|u(:n,t)—1—t|§m, —o<r<oo,0<t<l,
ove
utt—CQUM:O, —co<zr<oo,0<t,
u(z,0) =1+ Asinzx, —o <z <oo,
ug(x,0) =1, —00 <z <.

5. [28/6/2004 (ex)II] Determinare A\g > 0 in modo che per ogni A € (0, \g)
valga

1
]u(m,t)—2—2t\§m, —o<xr<00,0<t<2,
ove
utt—62um:0, —oco<r<oo,0<t,
u(m,O):2+)\e_I2, —0 <z <00,
ug(x,0) =2, —o00o< T <00.

6. [16/9/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:x, —oco<zr<oo,t>0,
u(z,0) =0, —o <z <oo,
ut(z,0) =sinz, —00 < <00.

7. [16/9/2005 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—c2um:—cosa:, —co<zr<oo,t>0,
u(z,0) = arctg z, —o <z <oo,
ut(z,0) =0, —00 < <00.

320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

1. [30/1/2003 (hw)I] Scrivere la soluzione del problema per la corda semi-
infinita

utt—c2um:0, z>0,t>0,
u(z,0) =sinz, x>0,
ug(x,0) =0, x>0,
u(0,t) =t, t>0.

[Sugg.: passare all’incognita v = u — ¢.]

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante la formula di D’Alembert, la solu-
zione di

utt—(:?um:o O<zr<m,0<t<oo,
ug(0,t) = 0<t<oo,
Ug (T, ) = 0<t<oo,
u(x,0) =sinz, O<z<m,
u(x,0) = cos(2x), O<z<m.

Calcolare esplicitamente 'integrale che appare nella formula di D’Alembert.

3. [23/9/2003 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il proble-

ma
utt—c2um:0, z>0,t>0,

us(0,1) =0, t>0),

u(z,0) = sinz?, x>0,

ut(z,0) =sinz, x>0.

4. [23/9/2003 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—CQUM:O, rz<0,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = 2 arctg z, <0,
u(x,0) = cosz, x<0.
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

5. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

2 _
Ugp — C Ugg = 0,

u(0,t) =0,
um(ﬂ-v t) =0,
u(x,0) = sin
ut(x,0) = sin

O<z<m,0<t,
0<t,
0<t,

O<z<m,

O<xex <.

6. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di

U — gy =0,
uw(07t) =Y,

O<ax<l1,t>0,
t>0,

t>0,
O<ax<l,
O<ax<l.

7. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-

zione di

2
Ut — € u:c:czoy

u(0,t) =0,
u(l,t) =0,
u(z,0) =1,
ug(x,0) = si

n(mz),

O<z<1,t>0,
t>0,

t>0,
O<ax<l1,
O<ax <.

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

Ut — C2uxx = 07
u(0,t) =0,
)_

0)==z
ug(z,0) =z

u(z,
(

O<z,0<t,
0<t,
O<ux,
O<z.



320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

9. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

utt—62um:0, O0<z,0<t,
us(0,8) =0,  0<t,
u(z,0) = 23, 0<zx,
ug(z,0) = a2, 0<z.

10. [14/4/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c2um:0 O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(m,t) =0, 0<t,
u(z,0) = cos(z?), O<z<m,
ug(x,0) = sin(x) O<z<m.

11. [14/4/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il
problema

utt—c2um:0, O<z<m,0<t,
ug(0,1) =0, 0<t,
ug(m,t) =0, 0<t,
u(z,0) = cos(x), O<z<m,
ug(x,0) = sin(z?), O<z<m.

12. [15/12/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—CQUM:O, O<zx<l1,t>0,
u(z,0) = cosz, 0<zx<l1,
ug(z,0) = sin’ z, 0<zx<l1,
um(Ot): t>0,
u(l,t) = t>0.
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

13. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert,

u(0,t) =0,
ug(m,t) =0,
u(z,0) = 23
ug(x,0)

u.(0,t) =0,
u(m,t) =0,
u(z,0

ug(x,0) = 2

O<z<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<zx<m,
O<z<m.

O<x<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<x<m,
O<x<m.

15. [6/7/2006 (ex)I] Determinare una condizione su € > 0 che garantisca
che

1
[u(1,1) = o(1, 1] < 355 -
ove u e v risolvono
utt—c2um:0, vtt—c%m:O, z>0,t>0,
u.(0,t) =0, v.(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz?, v(x,0) = cos(z? +¢), x>0,
ur(z,0) =0, v (2,0) =0, x>0.

16. [6/7/2006 (ex)II] Determinare una condizione su € > 0 che garantisca
che

1
[u(1,1) = o(1, 1] < 55
ove u e v risolvono
utt—c2um:0, vtt—c%m:O, z>0,t>0,
u.(0,t) =0, v.(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = sinz? v(zx,0) =sin(z? + ¢) , x>0,
ur(z,0) =0, v (2,0) =0, x>0.
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

17. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert, il pro-
blema

utt—c2um:0, l<z,0<t,
up(1,t) =0, 0<t,
u(z,0) =z, 1<z,
ug(x,0) = cos(z?), l<z.

18. [15/12/2006 (ex)I] Trovare la soluzione di

utt—c%m:o, O<x<m,t>0,
w(0,6) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, O<z<m,
ug(z,0) =z, O<z<m,

usando la formula di D’Alembert.

19. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—czum:O, z>0,t>0,
ugy(0,t) =1, t>0,
u(z,0) =z, x>0,
ut(z,0) =z x>0.

20. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c2um:0, z>0,t>0,
u.(0,t) = 2, t>0,
u(z,0) = 2z, x>0,
u(z,0) =z x>0.
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320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

21. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c%m:o, z>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, x>0,
u(z,0) =z x>0.

22. [20/9/2007 (ex)I] Scrivere mediante I'opportuna formula di rappresen-
tazione la soluzione di

utt—czum:O, r<—1,t>0,
ugy(—1,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, < —1,
ut(z,0) = zsinx, r<—1.

23. [28/3/2008 (ex)I] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione di

utt—czum:0 O<x<m,t>0,
u(0,8) =0, t>0),
u:l?(ﬂ-at): 9 t>0,
u(a:,O):cosg, O<z<m,
ug(x,0) = 2, O<z<m.

24. [28/3/2008 (ex)II] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:0 O<z<—=,t>0,
w(0,8) =0, t>0),
ux(g,t):O, t>0,
u(a:,O):cosg, 0<az<g,
ug(z,0) = 22, 0<:E<g.
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420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

1. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di

Up — Uy = 0, O<z<l1l,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,

u(l,t) =1, t>0,

u(z,0) =z, 0<z<1,

soddisfa
lim |u(z,t) — 1] t'%° = 0.
t—oo

2. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Ugy = 0, O<zr<2,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(2,t) =3, t>0,
3
u($,0):§:p, 0<z<2,

soddisfa
lim |u(z,t) — 3|t = 0.
t—oo

3. [15/12/2005 (ex)I] Determinare il massimo nel rettangolo =z € [0,7],
t € [0,7] della soluzione u di

Up — Ugy = 0, O<ax<m,0<t<T,
ug(m,t) =0, 0<t<T,

u(0,t) =0, 0<t<T,

u(x,0) =cosxz — 1, O<z<m.

4. [7/4/2006 (ex)I] Determinare il massimo su Qr = [0,2] x [0,7] della

soluzione di

Up — Ugpy = —1, O<ar<2,0<t<T,
u(0,t) = —t, 0<t<T,

ug(2,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) =z, 0<z<2.
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420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

5. [7/4/2006 (ex)II] Determinare il minimo su Qr = [0,1] x [0,7] della
soluzione di

Up — Uy = 2, O<zer<l,0<t<T,
uz(0,t) =0, 0<t<T,

u(l,t) =3+, 0<t<T,

u(z,0) = 3z, 0<z<l.

6. [20/4/2006 (ex)I] La soluzione u di

Up — Ugy = 0, O<z<l1,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(l,t) =2, t>0,
8
u(x,0) = —arctgx, 0<z<l1,
v

soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(z,t) =ax+0, 0<z<l.

t—o0

Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.

7.[20/4/2006 (ex)II] La soluzione u di

Ut — Ugy = 0, O<axr<2,t>0,
u(0,t) =1, t>0,
u(2,t):0, t>07

u(x,O)zcos(%a;), 0<z<2,
soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(z,t) =ax+0, 0<z<2.

t—o0

Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.

8. [6/7/2006 (ex)I] Sia u la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<x<m,t>0,
up(0,8) =0, t>0,

u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = (1 — x)?, O<z<m.
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420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

Dimostrare che
lim u(x,t) =0, O<z<m.

t—o0

9. [6/7/2006 (ex)II] Sia u la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = —ze”, O<z<m.
Dimostrare che
tllrglou(x,t)zo, O<z<m.

10. [20/9/2006 (ex)I] Sia u la soluzione di

Ut — Ugy = 0 0<:17<g,t>0,
u(0,t) =1, t>0,
T
—,t>:2, t>0),
“(2
4
u(m,O):cosx—i-—x, O<z< .
T 2

Dimostrare che

2
limu(:z:,t)zl—l——a:, O<z<.
t—o00 s 2

11. [20/9/2007 (ex)I] Si considerino le soluzioni dei due problemi

ULt — Ulgr =0, Ut — U2y = 0, O<z<L,t>0,
u1,(0,t) =0, u2,(0,t) =0, t>0,
ulx(L,t) =0, UQ(L,t) =0, t>0,
ui(z,0) = up(z), ug(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove ug € C([0, L]), up >0, ug #Z 0, up(0) = ug(L) = 0.
Dimostrare che vale una delle due disuguaglianze:

up(z,t) > ug(x,t), perogni 0 <z < L, t >0,

oppure
up(x,t) <ug(z,t), perogni 0 <z < L, t>0.
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420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

12.[14/12/2007 (ex)I] Trovare la condizione necessaria e sufficiente su L > 0
perché la soluzione del problema

Up — Ugy = U, O<ax<L,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =L —=x, O<x< L,
soddisfi
tligu(x,t)zo, 0<z<L.

13. [28/3/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Ut — Dy, = ax, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,

ove a, b sono costanti positive.
Si dimostri che
lim u(x,t) = w(z), 0<z<L,

t—o0

e si identifichi la funzione w.

14. [28/3/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

up — Dugy = a, O<ax<L,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,
ove a, b sono costanti positive.

Si dimostri che
lim u(z,t) = w(x), 0<z<L,

t—oo

e si identifichi la funzione w.

15. [18/4/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dugy = o — u, O<x<m,t>0,
up(0,1) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, o<z<m,
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480. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

ha limite

tlim u(z,t) = w(z),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.

16. [18/4/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dugy = o — u, O<z<m,t>0,
uz(0,8) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,

ha limite
tlim u(z,t) = w(z),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.
17. [14/7/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema

U — DUy = a, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
soddisfa
0<u(z,1)<a+bd, O<xz< L.

Qui a, b, L sono costanti positive.

18. [14/7/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

up — Dug, = at O<z<L,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
soddisfa
OSu(m,l)S%—Fb, 0<z<L.

Qui a, b, L sono costanti positive.

430. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace
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480. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

1. [1/4/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione u del problema per ’equazione
di Laplace

Uz + Uyy = 0, O<zr<l,0<y<1,
u(0,y) =0, O<y<1,
u(l,y) =e¥ —ye, O<y<1,
u(z,0) =z, 0<z<l1,
u(z,1) =0, 0<z<l1.

Determinare una costante ¢ € (0,1) tale che
<1 1) <
ulz5) e
(Sugg. Usare una soprasoluzione v per il problema risolto da wu.)

2. [6/7/2006 (ex)I] Dimostrare che u > v in 2 = (0,7) x (0,7), ove u e v

risolvono rispettivamente

Au=-1, Av=0, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) =0, v(0,y) =0, O<y<m,
uz(m,y) =0, v(m,y) =0, O<y<m,
u(z,0) =z, v(z,0) =sinx, O<z<m,
u(x,m) =2z, v(z, ) =2sinx, O<z<m.

3. [6/7/2006 (ex)II] Dimostrare che u < v in 2 = (0,7) x (0,7), ove u e v
risolvono rispettivamente

Au=2, Av=0, O<r<m,0<y<m,
u(O,y)——y, v(0,y) = —siny, O<y<m,
u(m,y) = v(m,y) = —(siny)?, O<y<m,
u(m,O): v(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0 v(z,m) =0, O<z<m.

4. [15/12/2006 (ex)I] Trovare il massimo su @ della soluzione u di

Au=m, in @,
u(z,y) = cosx, suaz?+2y2 =1,
2 2
. Z Yy
= _— —:1
u(z,y) =siny,  su—+ 5 =1,
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480. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

ove
33‘2 y2

5. [18/4/2007 (ex)I] Trovare tuttii punti di massimo assoluto della soluzione

di
2
Au =10, inQ:{%<x2+y2<ﬂ2},

2

— 2 ,2_ T

U(ﬂj‘,y) _Slny7 x +y 167

0

a—Z(w,y)—O, 2?4y =7

6. [18/4/2007 (ex)II] Trovare tuttiipunti di minimo assoluto della soluzione

di
Au=-1, in 2={1<a2?+y? <4},
U(JE,y):COS%y, 332+y2:4,
0
8—5(17,1/):0, 4yt =1

7. [12/7/2007 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema
Au=0, O<x<2,0<y<l1,
u(0,y) =0, O<y<1,
u(2,y) =2y, 0<y<1,

u(x,l)zE, 0<z<2,
uy(z,0) =0, 0<zx<2,
soddisfa
u(l,y) <1, O<y<l1.

8. [12/7/2007 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

Au=0, O<x<2,0<y<l1,
u(0,y) =0, O<y<1,
ugy(2,y) =0, O<y<1,
u(w,l):g, O<zr<2,
u(z,0) =0, 0<zx<2,
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480. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

soddisfa

9. [18/4/2008 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

Au:o) in Q,
2 2
u(z,y) = arctg(\x]g), su % + % =1,
ou 22 2
- _ Yy
8y(x’y) 07 su 1 + 9 ,
ove v ¢ la normale esterna a 0f2, e
2 2
£ Yy
2= { W) 1< =+ 2 < 4}.
@yh<Z+2

Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di « in 2.

10. [18/4/2008 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2,
1 $2 y2
u(x,y) = , su—+4+-=—=1,
@9) = T 19
ou z2 oy
— =0 — 4+ Z===4
ove v & la normale esterna a 0f2, e
2 2
€z Yy
0= {mpii<t il o)
(z,9) | <4—|-9<

Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di « in f2.

11. [14/7/2008 (ex)I] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({z%+y? >
1}) del seguente problema:
Au= (Va2 +y?) ", Vaz+y?>1,
VU(JE‘,Z/)'I/:O, V$2+y2:17

ove v ¢ la normale a /22 + 92 =1, e a > 0 & assegnata ad arbitrio.
Si dimostri che

lim  wu(z,y) =o0.
$2+y2—>00
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

12. [14/7/2008 (ex)II] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({x?+y? >
1}) del seguente problema:
Au= (Va2 +y?)", Vaz+y?> 2,
Vu(z,y) -v=0, Vii+yi=2,
ove v ¢ la normale a /22 + 92 = 2, e a < 0 & assegnata ad arbitrio.

Si dimostri che

lim  wu(z,y) = .
$2+y2—>00

470. Semplici problemi al contorno per ’equazione del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] a) Dimostrare, usando il principio del massimo, che la
soluzione di

Up — Ugy = cos(xt), 0<x<10,0<t
u(z,0) =0, 0<z<10,
u(0,t) =0, 0<t,

u(10,) =0, 0<t,

soddisfa |u(zx,t)| < t.
b) Mostrare anche che la soluzione non puo essere di classe C?! fino sulla
frontiera parabolica.

2. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione di

Up — Uy = 0, O<xz<L,0<t
u(z,0) =z, 0<z<L,
u(0,t) =0, 0<t,

u(L,t) = M, 0<t,

con M > L, soddisfa 0 < u;(0,t) < M/L (si supponga che u sia di classe
C! fino su x = 0).

3. [17/2/2003 (hw)I] Una piastra a pareti piane e parallele x =0, z = L, &
all'istante iniziale ¢ = 0 a temperatura u(z,0) = ¢(L — z), per 0 < z < L.
Possiamo assumere simmetria piana.

La parete x = 0 e adiabatica, quella x = L ¢ mantenuta a temperatura
nulla.

Trovare una stima per u(z,t) per tempi grandi, e dare dei valori di L per
cui il valore di u(0,t) cala almeno del 50% nell’intervallo di tempo (0, 1).
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

4. [16/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

s m
ut—um:O, —Z<x<z,0<t<oo,
u(—%,t):l, 0<t,
u(%,t):l, 0<t,
™ s m
0) = lz|—% — — —
u(z,0) =171 4<x<4,

allora per ogni = € (—m/4,7/4) fissato

lim u(z,t) =1.

t—oo

5. [16/4/2003 (ex)II] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Up — Uge = 0, 0<x<g,0<t<oo,
u(0,t) =3, 0<t,
s
—,t):3, 0<t,
u(3 <
s T
70 =3- < __>7 0 B
u(zx,0) z(z— 3 <x<2

allora per ogni x € (0,7/2) fissato

lim u(x,t) =3.

t—o00

6. [30/6/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<zx<m,0<t <00,
u(O,t):e_%, 0<t<oo,
u(w,t):e_%, 0<t<oo,

u(z,0) =1+sinx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, 7) fissato

lim u(x,t) =0.

t—o0
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

7. [30/6/2003 (ex)II] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<zx<m,0<t <00,
w(0,t) = 273, 0<t<oo,
u(ﬂ,t):2e_§, 0<t<oo,

u(z,0) =2 +sinx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, ) fissato

lim u(x,t) =0.

t—o0

8. [23/9/2003 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Uy = 0 O0<x<hH,0<t <00,
u(0,t) =0, 0<t<oo,
ug(5,t) =0, 0<t<oo,

u(z,0)=25—(x —5)%, 0<z<5,
soddisfa per ogni x € (0,5), a > 0 fissati
lim u(z,t)t* =0.

t—o00

9. [23/9/2003 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Ugy = 0 —g<x<0,0<t<oo,
u(—%,t)zO, 0<t<oo,
uz(0,¢) =0, 0<t< oo,
2
T _ 2 _T
u(a;,O)—4 x“, 2<x<0,

soddisfa per ogni x € (—7/2,0), a > 0 fissati

lim u(x,t)t* =0.

t—o00

10. [31/3/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<z<l1,0<t,
up(0,1) = 0, t>0),

u(l,t) =, t>0,

u(z,0) =z, 0<zr<l1,
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

soddisfa

lim sup |u(z,t) —7| =0.
=00 <<l

11. [31/3/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Uy = 0, O<zr<l1l,0<t,
u(0,t) =5, t>0,

up(1,8) =0, t>0),

u(z,0) = 2° +5, 0<z<l,

soddisfa

lim sup |u(xz,t) —5/=0.
t—00 g<z<l

12. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

Ul — Ulzg = 4u, Ut — Uggy = SU, O<z<m,
u1(0,t) =0, u2,(0,t) =0, t>0,
ul(ﬂ',t)zo, u2x(7r,t):0, t>0,
u1(z,0) =sinz, ug(z,0) = cosx, O<z<m.

Dimostrare che per ogni fissato 0 < x < 7 esiste un t, tale che

up(z,t) > ug(z,t), per ogni t > t,.

13. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

u T
ult_ulx:c:5u7 u2t_u2xx:§7 O<£<§,
ulm(ovt) =0, u2(07t) =0, t>0,
7r T
u(5:1) =0, use(5:1) =0, >0,
ui(x,0) = cosx, uz(x,0) =sinx, 0<x< g

Dimostrare che per ogni fissato 0 < x < 7/2 esiste un t, tale che

uy(z,t) > ua(z,t), per ogni t > t,.

14. [14/4/2005 (ex)I] Trovare il limite

lim wu(z,t),
t—o00
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

ove u risolve il problema

Ut — Ugy = 0, O<zr<l1,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

u(l,t) =1, 0<t,

u(z,0) = 22, 0<z<l.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

15. [14/4/2005 (ex)II] Trovare il limite

Jim o),
ove u risolve il problema
Up — Uy =0, O<zr<2,0<t,
u(0,t) =, 0<t,
u(2,t):%, 0<t,
23
u(m,O)zw(l—E), 0<z<2.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

16. [18/4/2007 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Ut — Ugy = U, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), O<z<m,

e Dimostrare che la soluzione ¢ limitata su (0, 7) x (0, 00), per ogni scelta
del dato ugp € C([0,7]).

e Trovare un dato ug € C([0,7]), con uy # 0, tale che

lim u(x,t) =0, O<z<m.

t—o00

17. [18/4/2007 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

Up — Ugy = 2U, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
u(m, t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), O<z<m.

Trovare
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

1. un esempio di dato iniziale ug € C'([0,7]) per cui la soluzione diviene
illimitata per t — oo;

2. un esempio di dato iniziale uy € C([0,7]), ug Z 0, per cui la soluzione
rimane limitata su (0,7) x (0, 00).

480. Semplici problemi al contorno per I’equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Considerare la soluzione u di

Ugy + Uyy = 0, O<zrx<m,0<y<l1,
u(0,y) =0, 0<y<1,
u(z,1) =4, O<z<m,
u(m,y) =0, O<y<1,
u(z,0) =sinz, O<z<m.

Determinare una stima inferiore per u(m/2,1/2).

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema per ’equazione di
Laplace nella corona circolare

Ugg + Uyy = 0, 1<a?+4% <4,
ue,y) =1,  ?+y’=1,
u(z,y) =3, 2?4yt =4.

(Sugg. Considerare la particolare geometria del dominio e dei dati.)
3. [23/9/2003 (ex)I] Posto

A={(z,y) | 2> +y* > 1},
dimostrare che il problema

Uz + Uyy =0, in A,
u(z,y) =7, su 0A,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto A, e trovare tale soluzione.
4. [23/9/2003 (ex)I] Determinare il valore massimo assunto sul cerchio

chiuso B, ove
B={(z,y) | z* +y* < 1},
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

dalla soluzione di

Au=0, in B,
u:f(':l;?y)? su aB?

ove f e la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=r(+singl)?,
e trovare tutti i punti di B ove tale massimo & raggiunto.
5. [23/9/2003 (ex)II] Posto
B ={(z,y) | #* +y* > 4},
dimostrare che il problema

Ugz + Uyy = 0, in B,
u(x,y) = =3, su 0B,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto B, e trovare tale soluzione.

6. [23/9/2003 (ex)II] Determinare il valore minimo assunto sul cerchio
chiuso A, ove

A={(z,y) | 2* +y* <1},

dalla soluzione di

Au=0, in A,
U= f(x7y)7 su 8‘/47

ove f e la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=p"(1—|sing|)?,

e trovare tutti i punti di A ove tale massimo & raggiunto.

7.[31/3/2004 (ex)I] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet

Au=0, inR={1/4<2®+y><1},
wz,y) =z, suz’+y’=1,
u(z,y) =1, suz?+y° =1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

8. [31/3/2004 (ex)II] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet
Au=0, in 2=1{1/4<2®+4> <1},
u(:n,y):—%, suz?4+9° =1,
u(z,y) =y, suz?+y° =1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.

9. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo la soluzione di
Au=0, in 2=A\B,
u(z,y) = 22 +y?, su 092,

ove

2 2

A:{(x,y)]%+%<1}, B:{(az,y)]4x2+y2<1}.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento

Lz{(az,O)]%Sazgél}Cﬁ.

10. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo la soluzione di
Au=0, in 2=A\B,
u(z,y) = 22 + 2, su 042,

ove

A-{ew 1 Z+L ). B-{wn D+l <)

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento

L={0y)|2<y<5}CR.

11. [15/9/2004 (ex)I] Trovare tutti i punti di minimo della soluzione u €
C%(A) di
Au=-1, inA={?+y*<1},

u(z,y) = 22, 2 +y?=1.
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

12. [15/9/2004 (ex)II] Trovare tutti i punti di massimo della soluzione
u € C?(A) di

Au=1, in A= {22 +4% <1},
u(z,y) =y*, ®+y*=1.

13. [1/4/2005 (ex)I] Sia

2=1[0,2) x (-1,D] U [(=2,0 x (- ii)] .
Dimostrare che la soluzione di

Au=0, in 2,

u(z,—1) ==z, 0<zx<2,
u(z,1) =z, 0<z<2,
U(Q,y): ’ _1<y<17
u(z,y) =0, su 02N {z <0},

soddisfa
u(z,y) >z, in 2.

14. [1/4/2005 (ex)II] Sia

0= [(— %%) x (—1,0]} U [(—1,1) x (0,2)] .

Dimostrare che la soluzione di

Au=0, in {2,
u(—-1,y) = —vy, 0<y<2,

u(l,y) = —vy, 0<y<2,
u(z,2) = -2, —l<ax<l1,
u(z,y) =0, su 002 N {y < 0},
soddisfa
u(z,y) < —y, in £2.
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

15. [23/6/2005 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2={(x,y) |4 <2*+y* <9},

u = x%y?, su 0f2.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di {2 dato da

16. [23/6/2005 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2 ={(z,y) [ 1 <l|z|+yl <2},
u=|zy|, su 0f2.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di {2 dato da

20{(z,y) |z >y>0}.

17. [15/12/2005 (ex)I] Trovare I'unica soluzione radiale del problema

Au=0, 2y’ >1,
ulz,y) =1, 2’ +y’=1,
lim  w(zr,y)=1.

£B2—|—y2—>00

18. [20/9/2007 (ex)I] Trovare la soluzione radiale

u(z,y) =v(Va? +y?),

del problema

Au=0, 1<z®>+y*<4,
u(z,y) =1, x2+y2:1,
ou

— =1 2442 =4.
n , ¥ +y

19. [14/12/2007 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni radiali
u(@,y) =v(Va? +y?),
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

del problema

Au= -, 1< a?+42,
(22 +y?)?

ou

a_n: 5 $2+y2:1

520. Formula di rappresentazione eq. del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Up — Ugy = 0, 0<z<oo,
u(z,0) = arctg x, 0<x,
uz(0,t) =0, 0<t,

come restrizione a x > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy
su R.

2. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ut — Uggy =0, 0<z<o0,
u(x,0) =cosx, 0<z,
u(0,t) =0, 0<t,

come restrizione a x > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy
su R.

3. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione u del problema di Cauchy
corrispondente al dato iniziale ug(z) = x|_1,1)(7), z € R soddisfa

1

u(x,t) > —-1<z<1,1<¢t.

e

4. [1/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t <00,
u(z,0) = up(z), —oo <z <00,
ove
1,  x¢(0,1),
ug(x) =1 — ) =
o(z) X(o,l)( ) {07 ze(0,1),
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

allora per ogni x € R fissato
lim u(z,t) =1.

t—oo

5. [30/6/2003 (ex)I] Consideriamo le tre funzioni uy, w2, us soluzioni
limitate di

Ut — Uige =0, reER,0<t <00,
Ul(l‘,O) = X(O,-l—oo)(x) arctg x, r e R;

Ut — Ugy = 0, z>0,t>0,
uz(0,t) =0, >0,
ug(z,0) = arctg x>0;

Uuzg — Ugze = 0, z>0,t>0,
us.(0,t) =0, >0,
us(x,0) = arctg z, z>0.

Mostrare che

ug(z,t) < up(z,t) < ug(x,t), per ogni x >0, t > 0.

6. [30/6/2003 (ex)II] Consideriamo le tre funzioni wj, ue, ug soluzioni
limitate di

Ul — Uige =0, reR,0<t< o0,
1
u(z,0) = X(0,+oo)(33)x2—+1 ) r € R;
Ugt — Uz = 0, z>0,t>0,
us(0,) =0, t>0,
1
0) =——— >0
u2($7 ) x2+17 ':U— )
Uzt — Ugy =0, x>0,t>0,
us,(0,t) =0, t>0,
1
70 = bl >O.
us(z,0) o x>
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

Mostrare che

ug(z,t) < up(z,t) < ug(x,t), per ogni x >0, t > 0.

7.[28/6/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di

Up — Ugy = 0 —xo<r<oo, t>0,
u(@,0) = X(0,00) (),  —o0<w< 00,
soddisfa )
lim u(x,t) = =, per ogni x € R.
t—o0 2

8. [28/6/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di

Ut — Ugy = 0, —oo<zr<oo, t>0,
u(z,0) = =2X(—00,0)(T) —00 <z <00,
soddisfa
tlim u(x,t) = —1, per ogni = € R.
— 00

9. [15/9/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Up — Ugy = 0, O<zr<oo,t>0,
ul‘(oat)zov t>07
u(w,O):mcosx, 0<z<o0,

e dimostrare che ¢ limitata su (0, 00) x (0, 00).

10. [15/9/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Ut — Uy = 0, O0<x<oo,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
u(x,O)zﬁsinaﬁ, 0<z<o0,

e dimostrare che ¢ limitata su (0, 00) x (0, 00).
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

11. [1/4/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di
Ut — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t,

1 >0
u(x,O):{O’ o 0’ —00 <2 <00,
9 r <0,

soddisfa per ogni t > 0 fissato
xll)l}_loou(x,t) =1.
12. [1/4/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di
Ut — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t,

0, >0,
u(x,O):{l v 0 —oo <z <00,
9 r <0,

soddisfa per ogni t > 0 fissato
lim w(z,t)=1.

Tr——00

13. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore il problema

Up — Uggy = 0, O<x<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

Ug(m,t) =0, 0<t,

u(x,0) = sin(x), O<z<m.

14. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore il problema

Ut — Ugy = 0 O<z<m,0<t,
up(0,1) =0, 0<t,

u(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = cos(z), O<z<m.
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

15. [7/4/2006 (ex)I] Sia w 'unica soluzione limitata di
Up — Uy =0, —o<zr<oo,t>0,
2|z|

U(Z’,O):m, —0<r<oo.

Determinare un tempo ty tale che per ogni t > tg
(x,t) < ! <z <
u(z, 0 00 <z < 00.
[Sinoti che maxu(x,0) > u(1,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere ¢ty > 0.]
16. [7/4/2006 (ex)II] Sia u l'unica soluzione limitata di

Ut — Ugy = 0 —oo<r<oo,t>0,
9262lz]

u(z,0) = m,

—o0o< T <00.
Determinare un tempo ty tale che per ogni t > tg
(x,t) < ! <z <
u(z, 0’ 00 < & < 00.
[Sinoti che maxu(z,0) > u(0,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere ty > 0.]

17.[2/4/2007 (ex)I] Sia ug una funzione continua e limitata su R, periodica
con periodo a > 0.
Si dimostri che la soluzione u di

Ut — Uy = 0, —oco<r<oo,t>0,

u(z,0) = up(x), —00 <z <00,
¢ periodica in x con periodo a, ossia

u(x + a,t) = u(z,t), perogni x € R, t > 0.

18. [2/4/2007 (ex)II] Sia up una funzione continua e limitata su R, con un
unico punto zg di massimo assoluto su R, tale cioe che

uo(xo) > up(z), per ogni = # x.
Si dimostri che la soluzione u di
Up — Uy = 0, —o<zr<oo,t>0,

u(z,0) = up(x), —00 <z <00,
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

soddisfa la disuguaglianza stretta

u(z,t) < uo(xo), perogniz € R, t > 0.

19. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione del calore nel semipiano, la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<ax<1,t>0,
u(0,t) =0, 0<t< oo,
ug(1,t) =0, 0<t< oo,
u(z,0) = 22, 0<z<l1.

20. [12/7/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<x<m,t>0,
us(0,8) =0,  t>0,

u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = e, O<z<m.

21. [12/7/2007 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<x<m,t>0,
w(0,8) =0, t>0,
uw(ﬂ-7t):07 t>0,
1
U(x,O):m, O<zx<m.

22.[14/12/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione per
il problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),

Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = zsinz, O<z<m.
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

23. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

U — Dugy =0 O<zx<l1,t>0,
u(z,0)=1-—=x, 0<zx<l1,
u(0,t) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.

24. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

Ut — Dugy =0 O<z<l1,t>0,
u(z,0) =1 — 22, 0<z<l1,
u(0,t) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

mediante 'opportuna formula di rappresentazione.

530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Uz + Uyy = 0, O<zr<oo,0<y <o,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
u(x,0) = arctgx , 0<z<o.

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Ugy + Uyy = 0, O0<ax<o0,0<y <00,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
1
U(Z’,O):m, 0<.Z'<OO

3. [30/6/2003 (ex)I] Sia u la soluzione limitata di

Uz + Uyy = 0, reR,y>0,
u(z,0) = up(x), r€R,
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

ove si assume che ug sia una funzione continua e limitata in R, con
[e.e]
/ lup(x)| dz < oo.
—00
Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:

/u(az,y)2 dy < o0.
1

4. [30/6/2003 (ex)II] Sia u la soluzione limitata di

Ugg + Uyy = 0, reR,y>0,
u($70) ZUO(x)7 reR,

ove si assume che ug sia una funzione continua e limitata in R, con

/ lup(x)| dz < co.

Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:
o0

/u(a:,y)4 dy < o0.

2

5. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, y >0,
uz(1,y) =0, y>0,
u(z,0) =z, 0<z<l.

6. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=1, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, y >0,
uz(1,y) =0, y>0,
u(z,0) =0, 0<zx<l1.
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

(Sugg.: cambiare I'incognita per ridursi a un problema per l'equazione di

Laplace).

7. [31/3/2004 (ex)I] Trovare mediante la formula di rappresentazione la

soluzione di

AUZO, :1;>O7y>07
u(0,y) =0, y>0,
u(z,0) = x>0.

8. [31/3/2004 (ex)II] Trovare mediante la formula di rappresentazione la

soluzione di

Au=0, x>0,y>0,
ux(oyy)zoa y>0,
1
U(IIJ‘,O):—W, z>0.

9. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di
Au=0, x>0,y <0,
uy(2,0) =0, x>0,
u(0,y) = cos(y®),  y<O0.

10. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la

soluzione di
AUZO, 1'>07y<07
u(z,0) =0, x>0,
u(0,y) =sin(y?),  y<0.

11. [14/4/2005 (ex)I] Sia up : R — R una funzione continua e limitata non

crescente, cioe tale che

ug(z2) < up(xq), per ogni x1, T3 € R, 1o > 1.
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —oo<zr<oo,0<y,
u(z,0) = up(z), —oo <z <0,
soddisfa
u(z2,y) < u(r1,y), per ogni x1, T3 € R, 10 > 11 e y > 0.

12. [14/4/2005 (ex)II] Sia up : R — R una funzione continua e limitata
non decrescente, cioe tale che

up(x2) > uo(z1), per ogni r1, r2 € R, 12 > x1.

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —o<r<oo,0<y,
u(z,0) = up(z), —00 <z <00,
soddisfa
u(z2,y) > u(r1,y), per ogni x1, T3 € R, 10 > 11 e y > 0.

13. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Uz + Uyy = 0, z>1,y>0,
ux(l,y)zo, y>0,
u(z,0) = ', x>1.

14. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Ugg + Uyy = 0, z>0,y>1,
uy(z,1) =0, x>0,
1
U(O,y):—, y>1
Y
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

15. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione per
I’equazione di Laplace nel semipiano,

AUZO, x>07y<07
u(z,0) =0, x>0,
u(0,y) =¥,  y<O0.

16. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione
per I'’equazione di Laplace nel semipiano,

Au=0, x>0,y>0,
u:c(oay)zoa y>0,
u(z,0) =sin(z + 1), z>0.

17. [20/9/2006 (ex)I] Si consideri I'unica soluzione limitata di

Au=0, reR,y>0,
u(@,0) = xi(z), =z €R,

ove
00

I= J 2n.2n+1).

n=—oo

Supponendo noto che esiste una costante ¢ € R (indipendente da x) tale che

lim u(z,y) =c, per ogni x € R,

Yy—oo

si determini tale c¢. [Sugg.: usare l'invarianza dell’equazione di Laplace per
traslazioni, e il teorema di unicita.

18. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(1,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = 22, 0<z<l1.
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535. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel cerchio

19. [18/4/2007 (ex)II] Scrivere, usando la formula di rappresentazione
dell’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, 0<z<2,y>0,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
u(2,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = 23, 0<z<2.

20. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

Au=0 —oco<r<0,—00<y <0,
u(x,0) =€", —o<xr<0,
um(ovy):07 —oo<y<0,

mediante 'opportuna formula di rappresentazione.

21. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

Au=0 —o<r<0,—00<y <0,
u(z,0) =0, —oo <z <0,
u(0,y) = e, —o<y<0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.
535. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel cerchio

1. [8/3/2004 (hw)I] Si usi la formula di Poisson per dimostrare che la
soluzione v di

Au=0, in B = {2 +4° < 4},
U(JZ, y) = X{z>0,y>0} (‘7:7 y) ) su 8B,
soddisfa
uw(1,1) > u(—1,-1).

2. [28/6/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, 2?4yt <1,
u(z,y) = max(x2 —yz,O), 2?4yt =1.
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600. Teoria di Fourier

3. [28/6/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, 2?4yt <1,
w(z,y) = min(zy,0),  2?+y*=1.

600. Teoria di Fourier

1. [8/3/2004 (hw)I] Siano f e g due funzioni in L?((—m,7)), e siano a,, by
i coefficienti di Fourier di f, rispettivamente a,, G, quelli di g. Dimostrare
che le serie

o) 00 00 oo
E anan b E anﬂn ) E bnan ) E bnﬂn I
n=1 n=1 n=1 n=1

sono convergenti.

2. [23/6/2005 (ex)I] Calcolare la somma della serie

> buf,
n=1

ove i b, e i (G, sono i coefficienti di Fourier definiti da

Z bpsin(nz) =m —z, in L?(0,7),
n=1

= . ™ . 2
Zﬂn sin(nx) = ‘5 — a:‘ , in L*(0, ).
n=1

3. [23/6/2005 (ex)II] Calcolare la somma della serie

> buf,
n=1

ove i b, e i [, sono i coefficienti di Fourier definiti da

Z bpsin(nz) = |7 — 2|, in L2(0,7),
n=1
Z Bnsin(nz) = x, in L?(0, ).
n=1
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600. Teoria di Fourier

4. [20/4/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie

o
> an,
n=0
ove i numeri reali a,, sono determinati dall'uguaglianza
2 =
<72
1| = + Zan cos(nx), in L°((0,)).

n=1

5. [20/4/2006 (ex)II] Calcolare la somma della serie
[o¢]
> an
n=0
ove i numeri reali «,, sono determinati dall’'uguaglianza

flz) = ‘23: — %‘ = o+ Zan cos(nx), in L?((0,7)).
n=1

6. [15/12/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie

oo
Z anfBn
n=1

ove

f(m):m2:Zansin(na:), O<z<m,
n=1

o
g(:n)zxzo:Zﬁnsin(nx), O<z<m.
n=1

7.[2/4/2007 (ex)I] Calcolare la somma della serie

o0
2
g o,
n=0
ove la successione o, ¢ definita da

flx)=ap+ Z ay, cos(nx) in L?((0, 7)),

n=1
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600. Teoria di Fourier

flz)=— O<z<m.

\4/5 M
8. [2/4/2007 (ex)II] Calcolare la somma della serie
> %
n=0
ove la successione o, ¢ definita da

flx)=ap+ Z ay, cos(nx) in L?((0, 7)),

n=1

flz)=— O<z<m.

Ve
9. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la somma della serie

oo
Z an B,
n=0

ove i coefficienti o, e 3, sono definiti da

fz) =z = Zan cos ((2n + 1)z, in L2((0,7/2)),
n=0

g(z) = Jx = Zﬁn cos ((2n + 1)z), in L*((0,7/2)).
n=0

10. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la somma della serie

oo
Z anﬁn >
n=0

ove i coefficienti o, e 3, sono definiti da

fle)y=z= Z oy sin ((2n + 1)) , in L%((0,7/2)),

n=0

g(z) = r = Zﬁn sin ((2n+1)z),  in L*((0,7/2)).

n=0
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605. Calcolo di serie di Fourier

605. Calcolo di serie di Fourier

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare i coefficienti della serie di coseni

[e.e]
a0+Zancos(nx):‘a:—g , O<z<m.

n=1

Calcolare la somma

oo
S a2,
n=0

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare i coefficienti della serie di seni

o0
ansin(na:):‘x—g , O<z<m.
n=1

Calcolare la somma

f: b2 .
n=1

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la serie di Fourier di

f(x) =2|sinx|, —T<zr<T.

4. [8/3/2004 (hw)I] Calcolare la serie di Fourier di

f(z) =m— |z| + cosz, —T<zr<T.

5. [31/3/2004 (ex)I] Una delle due funzioni seguenti non si puo sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

) f@)=5+e 2 ga)=@+m

6. [31/3/2004 (ex)II] Una delle due funzioni seguenti non si puo sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

) @)= ) gy =cFlia
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605. Calcolo di serie di Fourier

7. [28/6/2004 (ex)I] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

By, soddisfino

costante
6a < 55z

Dire quale ¢, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:

fl@)=(r—-2)?,  gl@)=a(x-z), hz)=z.

8. [28/6/2004 (ex)II] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

0By soddisfino

costante
16n] < Yz n=>1;

Dire quale ¢, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:

flz) =|m — x|, g(:lt):‘:n—g‘, h(z) = = —

9. [1/4/2005 (ex)I] Calcolare lo sviluppo

f(z) =ap+ Z a, cos(nx) + by, sin(nz) ,

n=1

ove
f(@) =7 —[z[+ x0,1)(2), —T<r<T.

10. [1/4/2005 (ex)II] Calcolare lo sviluppo

f(z)=ap+ i an, cos(nx) + by, sin(nz)

n=1

ove
s
az—E O<x<m,

fz) = B
x+§+X(_1,0)($), —mT<x<0.

11. [14/4/2005 (ex)I] Sia

f(z) =min(1,7 —z), O<z<m.
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605. Calcolo di serie di Fourier

Si determini quale tra i due sviluppi

f(z) =ap+ Z apcos(nx), f(zx)= Z B sin(nx) ,
n=1

n=1

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oo.
12. [14/4/2005 (ex)II] Sia
f(z) =x(r —z)?, O<z<m.

Si determini quale tra i due sviluppi

flx)=ap+ Z ap cos(nz), f(x)= Z B sin(nx) ,
n=1

n=1

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oc.

13. [20/9/2006 (ex)I] Determinare lo sviluppo in serie di Fourier

(o)
f(x)zzanSin(2n+1):n, 0<3:<z,

n=0 2
ove -
Z, O<$<Z,
f(z) = s T
1, —<zr< .
2
14. [12/7/2007 (ex)I] Sia
f(z) =7% - 22, O<z<m.

Uno solo tra i due sviluppi in serie

o0 [e.e]
f(x):Zﬁnsinnx, f(;p):ozo—l—Zancosnx, O<z<m,
n=1

n=1

ha i coefficienti di ordine O(n~2) per n — oo.
Spiegare quale &, e calcolarne tutti i coefficienti.

15. [12/7/2007 (ex)II] Sia
2

f(x):(z_$>2—%, O<ax <.
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605. Calcolo di serie di Fourier

Uno solo tra i due sviluppi in serie
o o
f(x):Zaninnx, f(a;):a0+2ancosnx, O<z<m,
n=1 n=1

ha i coefficienti di ordine O(n=3) per n — oo.
Spiegare quale €, e calcolarne tutti i coefficienti.

16. [20/9/2007 (ex)I] Calcolare i coefficienti dello sviluppo di
f(z) = sin 2z + cos bz, O<z<m.

nel sistema ortonormale completo in L?((0, 7))

2
COST,—=Cos2x,... }

1 2
CAF N

17. [14/12/2007 (ex)I] Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier (di seni e
coseni) di

T
T+, —7r<x<—§,
flx)=4q =, —g<x<§,
r—, —<z<m
18. [28/3/2008 (ex)I] Data la funzione
f(z) =2%(r —x), O<z<m,

solo uno dei due sviluppi
flx)=ap+ Z ay, cos(nz) flx) = Z B sin(nx) ,
n=1 n=1
soddisfa la maggiorazione

. . costante
|coefficiente n-esimo| < — -
n

Dire quale ¢ e determinarne i coefficienti.

19. [28/3/2008 (ex)II] Data la funzione

f(a;):a:2(a:—g>, O<z<m,
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610. Fourier equazione delle onde

solo uno dei due sviluppi

flx)=ap+ Z ay, cos(nx) flz) = Z B sin(nx) ,
n=1

n=1
soddisfa la maggiorazione

costante

|coefficiente n-esimo| < 5

n

Dire quale ¢ e determinarne i coefficienti.

20. [16/9/2008 (ex)I] Si considerino gli sviluppi in serie

f(z) =z(3m —x) Z ap sin(nx) = fo + Z B cos(nx) ,

n=1

in L2((0,)).
Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con
maggiore rapidita per n — 0o, e calcolare questi coefficienti.

21. [16/9/2008 (ex)II] Si considerino gli sviluppi in serie

f(z) =3z(r — x) Zansm n) Q+Zﬂncos nx),

n=1

in L2((0,7)).
Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con
maggiore rapidita per n — oo, e calcolare questi coefficienti.

610. Fourier equazione delle onde

1. [4/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—czumzo, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,
) =0, 0<z<L.
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610. Fourier equazione delle onde

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2 _
Ut — C Uz = 0,

ug (0,t) = 12,
u(m, t) =0,
u(z,0) =0,
ut(x,0) =0,

O<x<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<zx<m,
O<zx<m.

3. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

2 _
Ugt — C Ugg = 0,

u(0,t) =2,
u(m,t) = cost,
u(xz,0) =0,
ug(x,0) =0,

Si assuma ¢ > 1.

O<ax<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,
O<z<m.

4. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — C2u:c:c = 07
u(0,t) = cosht,
u(m,t

(
(

<

x,

o O
= =

4
0,
ug(x, 0,

5. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere

u(0,t) =0,
Ug(m,t) =0,
u(x,0) =z,
u(z,0) =1,

O<zx<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<z<m,
O<z <.

O<z<m,t>0,
t>0,

t>0,
O<ax<m,
O<ax<m,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione.
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610. Fourier equazione delle onde

6. [14/4/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—62um::17t2, O<z<m,0<t,
up(0,1) =0, t>0),
u(m,t) =0, t>0,
u(xz,0) =0, O<z<m,
ug(z,0) = sinx, O<z<m.

7. [14/4/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c2um:(a:+l)t, O<zr<m,0<t,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,
ut(x,0) =0, O<z<m.

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—CQUM:O, O<zx<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(m,t) = wt?, 0<t,
u(z,0) =z, O<z<m,
ug(z,0) =1, O<z<m.

utt—c2um:0, O<z<m,0<t,
uz(0,¢) =0, 0<t,
Uy (m,t) = 27t 0<t,
u(xz,0) =1, O<z<m,
ui(x,0) =0, O<z<m.
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610. Fourier equazione delle onde

10. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

U — gy = €77 O<ax<l1,t>0,
up(0,8) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = e* 0<z<1,
u(z,0) = 0<zx<l.

11. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

U — gy = 217 O<ax<l1,t>0,
u(0,£) =0, t>0,
u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =e", 0<zx<l1,
u(z,0) = 0<z<l.

12. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

utt—62um:0 O<z<m,0<t,
u(0,t) = Sln(wt) 0<t,
u(m,t) = 0<t,
u(m,O): O<z<m,
ug(x,0) =z O<z<m.

Qui w e ¢ sono costanti positive.

13. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—62um:0, O<z<m,0<t,
ug(0,t) =t, 0<t,
Ug(m,t) =1, 0<t,
u(xz,0) =0, O<z<m,
ug(x,0) = cos 2z, O<z<m.
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610. Fourier equazione delle onde

14. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2 _
Ut — C Uy = 0,

uz(0,1) = -1,
Uy (m,t) = —t,
u(xz,0) =0,
ug(x,0) = cos 2z

O<ax<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,

, O<x <.

15. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2
Ut — C uxxzoa

uy(0,t) =t,
Ug(m,t) =1,
u(x,

O<x<m,0<t,
0<t,

0<t,
O<ax<m,
O<z<m.

16. [20/9/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

2
U — C Uz =0,

u(0,t) =t

™
uz‘(Eat) _07
u(z,0) =0,
ut(:n,O) =1,

0
0<:E<§,0<t<oo,
0<t<oo,

0<t< oo,

T
I<zr<—,
2

T
0<z<=.
T3

17. [14/12/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

2
Ut — € u:c:czoy

u(m,t) = sinwt,
u($70) =0,
’LLt(ZE,O) =w,

Qui w > 0 e una costante.

O<z<m,0<t <00,
0<t< oo,
0<t<oo,
O<z<m,
O<z <.
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620. Fourier equazione del calore

18. [14/7/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ug — gy = acos(Bx)sin?(bt), O<z<m,t>0,
us(0,8) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =0, O<z<m.

Quia>0,b>0, 6 >0 sono costanti.

19. [14/7/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uy — gy = acos(fx) cos?(bt), O<z<m,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(x,0) =0, O<z<m,
ug(x,0) =0, O<z<m.

Quia>0,b>0, 6 >0 sono costanti.

620. Fourier equazione del calore

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ut — Ugpy = 0, O<ax<L,t>0,
u(O,t)ZO, t>07
ug(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = X2 (z), 0<z<L,
con il metodo di Fourier.

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) = cost, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m.

70



620. Fourier equazione del calore

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Upy = 0, O<zer<l,0<t<T,

u(0,t) = e, 0<t<T,
u(l,t) =0, 0<t<T,
u(z,0) =1 — 22, 0<z<l.

4. [23/9/2003 (ex)I] Si trovi la soluzione u di

Up — Uy =0, O<rx<m,0<t<T,

u(0,t) =t, 0<t<T,

u(m,t) =1, 0<t<T,

w@,0) ==, o0<z<m,
Y

con il metodo di Fourier.

5. [23/9/2003 (ex)II] Si trovi la soluzione u di

Ut — Uy = 0, O<zez<m,0<t<T,

u(0,t) =1, 0<t<T,

u(m,t) = —t, 0<t<T,

u(m,O)zl—E, 0<z<m,
T

con il metodo di Fourier.

6. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere

Up — Ugge = 0,
u(0,t) =0,
u(l,t) = f(t),

u(z,0) = 22,

O<ax<1,t>0,
t>0,

t>0,
O<ax<l1,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione. Qui

0,

0<t<1,
t>1.

7.[31/3/2004 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

Ut — Ugpy = :Et2,

u(0,t) =1,
u(a,t) =t,
u(z,0) =0,

O<zx<a,0<t,
t>0,

t>0,
O<z<a.
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620. Fourier equazione del calore

8.[31/3/2004 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

Up — Ugy = T, O<zx<b,0<t,
u(0,t) =2, t>0,
ub,t)=t>+1, t>0,

u(z,0) =0, 0<z<b.

9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Ugy = T, O<ax<m,0<t,
ug(0,t) = 2t, 0<t,

u(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

10. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Upy = T, O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

ug(m,t) = 3t, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

11. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Uge = 0, O<zr<l1l,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

ug(1,t) =t, 0<t,

u(z,0) =z —1, 0<z<l1.

12. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Uge = 0, O<zr<l1,0<t,
u.(0,t) = —t, 0<t,

u(l,t) =0, 0<t,

u(z,0) =z, 0<z<l.
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620. Fourier equazione del calore

13. [15/12/2005 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
u(m,t) =t, t>0,
u(x,0) =sinz, O<z<m.

14. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Up — Uggy = 0, O<x<m,0<t,
u(0,t) =t 0<t,
u(m,t) =2, 0<t,
u(x,0) =sinz, O<z<m.

15. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Up — Ugy = 0, O<zx<m,0<t,
u(0,t) =1, 0<t,
u(m, t) =t3, 0<t,
u(z,0) = sin 2z, O<z<m.

16. [12/7/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy = X+ T, O<z<m,0<t<o0,
u(0,t) =0, 0<t<oo,

u(m,t) =2, 0<t<oo,

u(z,0) = sin(nz) , O<z<m.

17. [12/7/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy =t + COS T, O<z<7m,0<t <00,
u(0,t) =1, 0<t<oo,

u(m,t) =0, 0<t< oo,

u(z,0) =0, O<z<m.
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630. Fourier equazione di Laplace

18. [18/4/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

— Dug, = F(z,t), O<z<m,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,

Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive A e u, si definisce

0

A, pt<x<m,t<—,
F(z,t) = K
0, altrimenti.

Dedurre dall’espressione trovata il valore di

lim u(x,t).
t—o00

19. [18/4/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

— Dugy = F(z,t), O<z<m,t>0,
u(0,8) =0, t>0),

Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive A e u, si definisce

T
., O<z<m—A,t<-—,
Fla,t) =4 " A

0, altrimenti.

Dedurre dall’espressione trovata il valore di

lim w(z,t).
t—00

630. Fourier equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ugz + Uyy = 0, O<x<L,0<y<H,
uz(0,y) =0, 0<y<H,

uy(:EH)—O, 0<z<L,
uw(ll,y)=1, 0<y<H,
u(z,0) =z, 0<z<L.
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630. Fourier equazione di Laplace

con il metodo di Fourier.

2. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugy + Uyy = 0, O<z<L,0<y<lL,
uz(0,y) =0, 0<y<L,
u(L,y) =0, O<y<L,
o [ TTX
u(z,0) = sin (f)’ 0<z<L,
u(z,L) =0, 0<z<L.

3. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uz + Uyy = 0, O<zx<L,0<y<L,
u(0,y) =0, 0<y<L,
uz(L,y) =0, 0<y<L,
u(x,L):sinz(%), 0<z<L,
u(z,0) =0, 0<z<L.

4. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere

Ugg + Uyy = 1, O<zx<L,0<y<H,
uz(0,y) =0, 0<y<H,
u(L,y) =0, O<y< H,
u(z,0) = —x, 0O<z<L,
u(z,H) ==z 0<z<L,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione.

5. [28/6/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=2?, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) = vy, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
ug(my) =14y, O<y<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.
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630. Fourier equazione di Laplace

6. [28/6/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=—22, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) = 2y, O<y<m,
uy(z,0) =0, O<z<m,
ug(my) =142y, O<y<m,

u(z,m) =0, O<z<m.

Au=0, O<zr<m,0<y<m,
uz(0,y) =0, O<y<m,
ug(m,y) = 27y, O<y<m,
uy(z,0) =0, O<z<m,
u(z,m) =z, O<z<m.

Au=0, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) =2y, O<y<m,
ug(m,y) =0, O<y<m,
uy(z,0) = =27z, O<z<m,
uy(z, ) =0, O<z<m.

9. [16/9/2005 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier 'unica soluzione
limitata in
Q={(z,y) |z>0,0<y <7}

del problema

Ugy + Uyy =0, in §2,
uy(z,0) =0, x>0,
uy(z,m) =0, x>0,

u(0,y) = ysiny, O<y<m.
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630. Fourier equazione di Laplace

10. [16/9/2005 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier I'unica soluzione
limitata in
Q={(z,y)|z<0,0<y <7}

del problema

Ugg + Uyy = 0, in (2,
uy(z,0) =0, x <0,
uy(z,m) =0, x <0,

u(0,y) = ycosy, O<y<m.

11. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Au=ux, O<zez<m,0<y<m,
uz(0,y) = vy, O<y<m,
u(m,y) = y?, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

12. [20/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Au=y+1, O<zr<m,0<y<m,
uz(0,y) =0, O<y<m,
u(m,y) =0, O<y<m,
uy(x,O):a:2, O<z<m,
u(z,m) =, O<z<m.

Au=0, O<z<m,0<y<m,
u(0,y) =0, O<y<m,
ug(my) =1, O<y<m,
u(z,0) =1, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

7



630. Fourier equazione di Laplace

14. [18/4/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in @ = (0,7) x (0,00) di

Au=0, in Q,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(m,y) =siny, 0<y<oo,
u(x,O):a:—g, O<z<m.

15. [18/4/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in @ =(—00,0) x (0,m) di

Au=0, in Q,
uy(z,0) =0, —o<zr<0,
uy(z,m) = —sinx, —o<zr<0,
u(0,y) =2y — 7, O<y<m.

Au=0, O<z<m,0<y<1,
ug(0,y) =0, O<y<1,
ug(my) =y, 0<y<lI,
u(z,0) =z, O<z<m,
uy(z,1) =2, O<z<m.

Au=0, O<z<m,0<y<1,
uz(0,y) =y, 0<y<l1,
ug(m,y) =0, O<y<1,
uy(z,0) =2, O<z<m,
u(z,1) ==, O<z<m.
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810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

18. [16/9/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

s T Y Y

Au:f(x7y)7 _§<x<§7_§<y<§a
T Y T
Ux( an> 0, —§<y<§,
T Y T
u:c<§7y>:17 —§<y<§7
T T T
Uy<$,§>:1, —§<ZE<§

ﬂ%@Z{l’ y>x,

0, y<x.

19. [16/9/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

s s
Au:f(ﬂj,y), - _§<y<§7

<z <

<z <

NN R R N RN R
A
<
N
AN AN o]

Qui

y<uwz,

1, <
f(w,y)Z{O >

810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

1. [30/1/2003 (hw)I] Sia v € C?*(Qr), Qr = (0,L) x (0,T), soluzione di

U — gy =0, O<ax<L,0<t<T,
u(z,0) = up(x), 0<z<L,
ug(x,0) = uy(z), 0<z<L,
u(0,8) =0, 0<t,
u(L,t) =0, 0<t.
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820. Metodi dell’energia per ’equazione del calore

a) Dare condizioni necessarie su ug, u; perché una tale soluzione possa esi-
stere.

b) Dimostrare, moltiplicando 1’e.d.p. per u; e integrando ripetutamente per
parti su (0, L) x (0,t), che, per ogni ¢t > 0,

L L

/Lut d:n—l—c/uwznt /L 12 dz + 2 /( (@)Pde. (1)
0 0

0 0

c) Dedurre dalla (1) un teorema di unicita di soluzioni per il problema in
questione.

2. [30/6/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione v € C2([0, L] x [0,77]) di

Utt—c2vm:—vt, O<ax<L,0<t<T,
(0@:0 0<t<T,
v(L,t) = 0<t<T,
v(,)—vo(:n) 0<z<L,
ve(z,0) = vy (), 0<z<L.

Si dimostri che 1’ “energia”

L

L

2
/Ut 2de + — 5 /vm(x,t)2 dz,
0

0

l\DI»—\

e una funzione decrescente del tempo.

3. [30/6/2003 (ex)II] Si consideri la soluzione v € C%([0, L] x [0,T]) di

vtt—c2vm:vt, O<ax<L,0<t<T,
(0@:0 0<t<T,
v(L,t) = 0<t<T,
v(,)—vo(:n) 0<z<L,
ve(z,0) = vy (), 0<z<L.

Si dimostri che 1’ “energia”

L , L
/vt dx+%/vx(x,t)2 dz
0 0

e una funzione crescente del tempo.

l\DI»—\

820. Metodi dell’energia per I’equazione del calore
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820. Metodi dell’energia per ’equazione del calore

1. [15/12/2006 (ex)I] Dimostrare che

™

3
/u($,t)2d$§§7r, t>0,
0
se u risolve
Ut — Ugy = 0, O<z<m,t>0,
um(o,t):(), t>0,
uiﬂ(ﬂ-vt)zov t>07
u(z,0) =1+ cosz, O<z<m.

2. [14/7/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

U — Dz, =0, O<x<L,t>0,
Dug(0,t) = au(0,t), t>0,
Duy(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C2([0, L]), ug > 0.
Si dimostri che

L
U(t):/u(x,t)dzn, >0,
0

¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)

3. [14/7/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugy =0, O<x< L,t>0,
Du,(0,t) =0, t>0,
Duy(L,t) = —au(L,t), t>0,

u(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C2([0, L]), ug > 0.
Si dimostri che

L
U(t):/u(x,t)dzn, >0,
0

¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)
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960. Trasformata di Laplace per EDO

910. Trasformata di Fourier

1. [18/4/2007 (ex)I] Consideriamo le due funzioni

3, —n<x<m,
f(:E):{O, x & |-,
e
11—z, —-1<z<1,
g(:”):{o, v [-1,1],

Decidere quale delle due trasformate di Fourier F[f] e Flg] tende a zero piu
rapidamente quando w — oo, e calcolare tale trasformata.

960. Trasformata di Laplace per EDO

1. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy

v +ay=0>, x>0,
y(0) =uo .

Qui a # 0, b, ug sono costanti reali.

2. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy

y' =2 +y=3, x>0,
y(0) =1,
y'(0) =0.

3. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy
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960. Trasformata di Laplace per EDO

4. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
problema
y' =4y — by =€,
y(0) =1,
y'(0) =—1.

5. [18/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema
y" +16y =1 +sin2z,
y(0) =0,
y'(0) =3.

6. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema

y' — 7wy =cosz,
y(0) =,
v (0) = 2.
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