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1. (ex): esercizi d’esame; (hw): esercizi di controllo.

2. La numerazione delle formule e relativa al singolo esercizio.
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

1. [2003 (hw)I] Risolvere il problema di Cauchy

Uy +uy =1,

u(s?,s) = cos s, —0<s<a,

trovando il valore massimo di « che permette ’esistenza di una soluzione
con derivate continue.

SOLUZIONE

A) Applicando il teorema di esistenza e unicita, controlliamo la condizione

0# ay —bp) =1—2s,

che impone s # 1/2. Percio, se scegliamo o« = 1/2 sopra, il teorema garantisce
Pesistenza di una soluzione regolare; in linea di principio, questa potrebbe non
essere la scelta ottimale. Per ora sappiamo dunque che o > 1/2.

B) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo:

che implica
(01(r38),2(758)) = (7 + 5% 7 +5) .

Le caratteristiche al suolo sono quindi rette parallele a y = x: alcune intersecano
due volte la curva che porta il dato x = 2.

C) Risolviamo poi il problema di Cauchy per la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo,
ossia

dU
— =1, U(0;s) = coss.
dr
Pertanto
U(r;s) =7 +coss, —00< T <00.

D) Infine, per trovare la soluzione cercata u(x,y), torniamo alle variabili (z,y).
Risolviamo in (7, s) (per i punti (z,7) € R? per cui questo & possibile,

T+52:I,

T+SsS=1Y
Per sostituzione di T si ottiene
s2—s+y—a=0,
che ha le possibili soluzioni

1+4/1—4(y—=x)
2 )

sotto la condizione

< 1
T+ —.
Y= |



210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

Questo semipiano ¢ 'insieme coperto dalle caratteristiche al suolo che incontrano
la parabola che porta il dato.

Sappiamo che la soluzione sara definita in un aperto che conterra il ramo inferiore
(ove y < 0) della parabola: quindi, almeno per tale porzione di curva, dovremo
scegliere la soluzione negativa tra le due possibili, per cui

1—/1—-4(y—2) 1—«/1—4(y—x).

S = 2 s T:y— 2

In realta questa scelta del segno permette di giungere fino al valore s = 1/2. In
corrispondenza si trova la soluzione

1—m+m(1— 1—4(y—:v)),

2 2

w(@,y) =y —

che pero, come si verifica con un calcolo diretto, ha derivate che divengono discon-
tinue proprio nel punto (1/2,1/4) corrispondente a s = 1/2. Quindi va scelto sopra

a=1/2.
R.
1—/1—-4y—=x 1—/1—-4(y—=x
U(Iay):y_ 2( )+COS( 2( ))a
1
y<zT+-—.

4

2. [16/4/2003 (ex)I] Si consideri la equazione del primo ordine
Uy +COST Uy = U, (z,y) € R%.

a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva l’equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

c) Si dia una condizione su a > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.

Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.
SOLUZIONE
a) Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo

Il
Kl

90/1 =1, 901(0)
@y =cospr,  @a(0)

)

Il
|

)

ove con (T, ) denotiamo un punto per cui passa la caratteristica, per ora del tutto
generico. La soluzione é

(<p1(7'), <p2(7’)) = (7' +Z,sin(r+ %)+ 7§ — sin(:f)) , —00 < T<00.
b) L’equazione differenziale sulle caratteristiche é

au

—=U
dr ’
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che ha per soluzione (per un 7 fissato ad arbitrio)
Ulr)y=U(F)e" 7, —00 < T <00.

¢) Usiamo per esempio il teorema di esistenza e unicita: dovremo allora imporre la
condizione ay, # by, per

(¥1(s),v2(s)) = (s,as), a=1, b=cosz,

che conduce a
« # coss, sER.

Questa & vera se e solo se a & [—1,1], ossia a > 1. Dal punto di vista geometrico, il
fatto che la pendenza della retta y = ax sia maggiore di 1 garantisce che essa non
sia mai tangente alle caratteristiche y = sin x + costante.

R.
a) (@1(7'), <p2(7’)) = (7' +Z,sin(7+ %)+ 7§ — sin(:f)) , —00 < T < 00.
b) U(r)=U(F)e" 7, —00 < T <00.
c) a>1.

3. [16/4/2003 (ex)II] Si consideri la equazione del primo ordine
1 2
ux+muy:3u, (x,y) € R*.

a) Se ne determinino le caratteristiche al suolo.

b) Si risolva l’equazione scritta come e.d.o. sulle caratteristiche.

¢) Si dia una condizione su o > 0 perché tutta la retta y = ax sia accettabile
come curva che porta il dato in un problema di Cauchy per I’equazione data.
Si interpreti geometricamente la condizione ottenuta.

R.
a) (p1(7),2(1)) = (7 + 7, arctg(T + 7) + § — arctg(z)) —00< T < 00.
b) U(r)=U(7)e=7, —00 < T <00.
c) a>1.

4. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Ug + xYuy =0,
u(0,y) =vy, yeR.
SOLUZIONE
A) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo

90/1:17 901(0)207
0y =192,  92(0) =s,
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ove si parametrizza la curva che porta il dato con
0,s), se€R.
La soluzione dunque e
L2
(p1(758),2(738)) = (T,5¢7 ),  —o0<T<00.

B) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche

dU
=~ 0
dr ’
U)=s,
ottenendo
U(r;s)=s, —00< T <00.

C) Torniamo infine alle variabili (x,y): occorre risolvere il sistema

T
,2
T

che da

=2
2

u(z,y) =ye T,  (z,y) € R*.

5. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Uy + xYuy =0,

u(0,9) =y*>, yER.

x2

u(z,y) =y’e ",  (z,y) € R*.

6. [23/9/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

1
um—l—guy:u+1,
u(l,y) =3, y >0,

definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {y > 0}.
SOLUZIONE
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A) Troviamo le curve caratteristiche al suolo, che sono le soluzioni di
ph=1, p1(0) =1,

1
</72(0) =S5,

L
<P2_2S027

ove parametrizziamo la curva che porta il dato con
(1,s), 5>0.
La soluzione é

(p1(738), pa(738)) = (T+ 1, V7 + 52, —00 < T <00.

B) Risolviamo poi la e.d.o. sulle curve caratteristiche

dUu
& U+t
dr +5
U0)=3,
ottenendo
U(r;s) =4e™ — 1, —00 < T < 0.

C) Infine passiamo alle coordinate cartesiane. Dobbiamo risolvere

T+l=2z,
VT+s2=y,

cha da

T=x-1, s=+vy:?—z+1.

La determinazione di s potrebbe apparire inutile ai nostri fini, visto che nell’espres-
sione di U appare solo T, ma la restrizione

v 41>,

a cui conduce stabilisce I'aperto di definizione della soluzione.
R.
u(z,y) =4e” 1 -1, r<y’+1, y>0.

7. [23/9/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

%ux—kuy:—u—kl,

u(z,0) =, x>0,

definita in un opportuno aperto del piano, contenuto in {z > 0}.

R.

w(z,y) = (mr—1)e¥ +1, y<az?, z>0.
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8. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

2z + y)uy — 2uy =€,

u(s,1—s)=s-1, —00 < §<00.
R. )
u(@,y) = —In (@ +1)e=7 ~In(z +y)|,
nella regione ove x +y > 0 e la quantita [...] & positiva.

9. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

(y+1)ux+yuy:0,
u(s,1) = e, —00 < §<00.

1
U(J,',y) = _eleriyv Yy > 0.
)

10. [20/1/2004 (hw)I] Risolvere

TUg + 2Yuy =y,
u(cos @,sinf) =1, 0<f<m.
SOLUZIONE
A) Troviamo le caratteristiche al suolo risolvendo il sistema
Pi=¢1,  ¢1(0) =coss,
Po =202,  2(0) =sins,
ove denotiamo § = s € (0, 7). Ne segue

2Tsins), —00 < T <00.

(901(7'§ s), p2(T; S)) = (eT cos s, e
B) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

dU

e e’ sins,
Uu)=1,
ottenendo )
U(T;S):l—l—SlnS(eQT—l), —00 < T < 00.

2
C) Infine torniamo alle variabili (x,y). Occorre risolvere il sistema

e"coss=ux,

e?Tsins =y.
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A questo scopo eleviamo al quadrato entrambe le uguaglianze, e dividiamo lIa
seconda equazione cosi trovata per €27, giungendo a

€4T—62T$2—y220,

da cui
2r TVt 4y
5 .
Dal sistema sopra si ricava subito

: _ —27 2y
sins=ye T = ———— .
2?2 4+ \/at + 4y?
R. )
B Y 4+t +4y?
u(x,y)—1+x2+ :v4+4y2( 5 1), y>0.
11. [31/3/2004 (ex)I] Risolvere
TUgy + $2uy =1,
u(s,s) = 2s, 0<s<1.
12. [31/3/2004 (ex)II] Risolvere
y2ux + Yuy = 37
u(s,s) =s, 0<s<1.

13. [28/6/2004 (ex)I] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

TUy + 4y, = u?,
u(z,1) ==, x>0.

14. [28/6/2004 (ex)II] Risolvere il seguente problema, determinando anche
I'insieme di definizione massimale della soluzione:

druy, + yuy = u?,
u(-l,y) =y, y>0.
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15. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

(x+y)u:c+(x_y)uy:u+2y
u(s,0) =0, s>0.

SOLUZIONE
1) Troviamo le caratteristiche al suolo

pr=¢1te2, ¢1(0)=s,
o =p1—p2, $2(0)=0.
Derivando la prima equazione, e usando poi la seconda, si ha
Pl=p1+er =01 +p1—p2.
Usando ancora la prima equazione si ottiene
o1 —1=0.

Quindi
w1(158) = k1 (s)eﬁT + kg(s)e*ﬂ" .

Dai dati di Cauchy, e dal sistema differenziale, si ha

k1(s) + ka(s) = ¢1(0;5) = s,
V2k1 — V2ks = ¢ (0;5) = ©1(055) + 2(0;5) = 5,

da cui /3 /3
2+1 2—-1
ki(s) = S, ka(s) = S,

1(s) Wi 2(s) Wi

S

(wﬂﬂs%wﬂ“@)Z2V5KV§+1k“%+w¢§—1kﬂﬁﬁ@57_eﬂ@v'

Si noti che le caratteristiche al suolo sono contenute tutte in x > 0.
2) Integriamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo:

dU
—=U+2
dr 2
U(0)=0.
La soluzione ¢
U(r;s) =2e" —2, —00 < T <00.

3) Torniamo alle variabili (z,y) risolvendo

5 eV —1)e V2 =¢
2ﬁ«ﬂ+n +(/2-1) )=z,

S (VI _ —Var
R GRET

:y_
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Dividendo le due equazioni membro a membro

V2T

eV _ e Yy

(V2+1)eV? + (V2 - 1)e=V2r @

V2r

Ponendo z = eV*", si ottiene, anche moltiplicando questa uguaglianza per z,

(V2+ 1)+ (V2- 1)y =z -z,

da cui
_ [(ﬁ—l)y—l—x}%
z—(V2+ 1)yl
e quindi
i efzzﬁz{(\/ﬁ—l)yw}ﬁ_
z—(V2+1)y
R.

V2-1 2+ 1)z 3
R Sy ]

nel quarto di piano Q = {(v/2 — 1)z >y > —(v2 + 1)z}.
16. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

TYUz + YUy =0,
u(—1,s) = 5%, s>0.

(Sugg. Osservare bene 1’equazione prima di iniziare i calcoli ... )
R.
u(z,y) = (z—y+1)?,  pery>z+1.

17. [4/2/2005 (hw)I] Risolvere

18. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

1
uw+$uy:a,

u(0,5) = s, 0<s<2,

10
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e trovare il piu grande aperto ove e possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {z > 2o}, con 0 > zy >
—00.

19. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

Yug — Uy = ——
Yy u’

u(s,0) = —s%, -1<s5<0,

e trovare il piu grande aperto ove e possibile definire la soluzione, dimo-
strando che esso giace in un semipiano della forma {y > yp}, con 0 > yg >
—00.

SOLUZIONE

1) Troviamo le caratteristiche al suolo

@) = 2, ©1(0) = s,
30/2:_17 902(0)207
da cuil
7,2
(<P1(T;S),<P2(T;S)):(8—7,—7), —00 < T < 0.

2) Risolviamo poi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

aw _ 1
dr = U’
U(0) = —s2.

Per separazione di variabili si ottiene
U(T)2 — U(O)2 =27,

da cui
4

U(T;S):—m, T<%.

3) Torniamo alle variabili (x,y) risolvendo il sistema

T
s——=u,
2
-T=Y,
che da
y2
T=-Y, S—J/'-i-?,

dove va imposta la condizione, visto che vogliamo che la caratteristica al suolo
incontri la curva che porta il dato,

y2
—1<x+?<0. (1)

11
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Si ha infine
2

y 4
u(z,y) = — (I+5) +2y, (z,y) € 12,

ove Iaperto massimale {2, ricordando sia la (1) che la restrizione su T per garantire
la positivita della quantita sotto radice quadrata, é definito da

2 2

_ y yo\!
n= —1<:17+?<0, x—l—? +2y>0¢.

4) Per la restrizione T < s?/2 si deve avere

Y 5 97
ossiay > —1/2.
R.
y2\ 4
2 2,4
Y Y
(:C,y)e{—1<w+?<0,(:v+?) +2y>0}.
1
2) yo= 3
20. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere il problema
Uy + Uy =0,
1
u(0,y) = —, y>0.
0,) ;
21. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere il problema
Yug + Uy = 07
1
u(x,O)—$+1, x>0.

22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare la soluzione di

Up + Uy = €,
u(z,0) =2z -1, r€R,

e il piu grande aperto ove u ¢ definita.
23. [6/2/2006 (hw)I] Risolvere
{ luy +xe Yuy =,

u(s,In2s) = s, l1<s<oo.

12
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SOLUZIONE
Risolviamo il sistema caratteristico

<P11:€<p27 <P1(O):57
SOI2 = 8016_492 ) SOQ(O) =In 287
che da
v1(T;8) = %(3eT —e ), par;5)=1In E(?)eT +e M), —00 < T<00.

Va quindi risolto il problema di Cauchy
U' = %(367 —e7), U(0;s) =s,

da cui 5
U(T;S)ZE(?)@T—F@_T)—S, —00 < T <00.

Il sistema ©1(7;8) = x, w2(T; 8) = y, risolto, da

—y ~¥)(1 — ze~¥
T=In Lt e ) s:ey\/(1+xe J(1 = ze )

3(1 —ze v 3

Sostituendo nell’espressione di U si ottiene infine la soluzione.

u(z,y) = e¥ (1 _ \/(1 + xe*y)?)(l — Iey)> |

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere

2ug + (6 +2cosz)uy, =0,
u(0,5) = 5%, 0<s<3.
Trovare

supu,
2

ove {2 e I'aperto massimale di definizione della soluzione u.
SOLUZIONE

Risolviamo per caratteristiche:

1) Troviamo le curve caratteristiche al suolo:

90/1:27 901(0)207
0 =6+ 2cospr, ©2(0) = s,

che da subito
p1(7;8) =27, wa(T;8) = 67 +sin(27) + s, —00 < T <00.
2) Risolviamo la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo:
U'(r;s) =0,
U(0;5) =52,

13
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che ha la soluzione
U(r;s) = 52, —00 < T < 00.

3) Torniamo alle variabili (z,y) risolvendo

w1(158) =21 =z,
pa(T;8) = 67 +sin(27)+ s =1y,
che implica
x
T==
2 )

s=y—3xr—sinx.

Non sono presenti restrizioni su 7, mentre deve risultare 0 < s < 3.
Infine, visto che la derivata di u lungo le caratteristiche al suolo é nulla, e che per
definizione {2 é coperto da caratteristiche al suolo che partono dalla curva che porta
il dato,

supu = sup u(0,s) = sup s*=9,

2 0<s<3 0<s<3
R.
u(z,y) = (y — 3v —sinx)?, 0<y—3z—sinz <3,
e
supu =9.
Q

25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere

(94 3siny)u, — 3uy =0,
u(s,0) = 5%, 0<s<2.

Trovare
sup u,
7]

ove {2 ¢ I'aperto massimale di definizione della soluzione .

R.
u(z,y) = (x — 14 3y — cosy)?, 0<z—143y—cosy<2,

supu = 8.
¢

26. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

uw+$uy:e2“,
u(s,s2):s, 0<s<1,

determinando anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.

14
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SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema
/
=1, ¢1(055) =5,
/ 2
Yy =1, ©2(0;8) = s~
Questo sistema ammette 'unica soluzione

2

((pl(T;S),QDQ(T;S)):(T+S,%+ST+S2), TER.
Si noti che sulle caratteristiche vale
2 s

Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:

UI=€2U,

U(0;s) =s.

Procedendo per separazione delle variabili si ottiene

d oy
il —2
dr ’
da cui .
U(r;s) = —3 In (e7* —27), 27 < e %,

Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

T+s=ux,
2

T 2
7—|—ST—|—S =Y.

Da qui
s=+2y—x2, T=x—+/2y— 22,
sotto la restrizione
0<2y—2%<1.

La soluzione sara quindi
1 foe o2
u(z,y) = . In (6_2 W= _9p 4+ 2/2y — x?),
il cui aperto di definizione sara sottoposto alle restrizioni sopra.

R.
1 [oo—a?
u(z,y) = . In (e~? =2 _op 4 24/2y — z?),
definita in

{0<2y—a® <1}n{e V" _ 22 4+ 2\/2y — 22 > 0}.

15
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27.[20/4/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

i
YUy — Uy = —€ 7,

u(s?,s) = 52, —1<s<0,

determinando anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.
R.

y2 x 2 2
=25y FTE)

20, 2 2
{O<y2+2x<3}ﬂ{ey§2 —y—q/y_'—Tx>O}.

28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

definita in

Uy —2(1 — y)uy = zu,
u(s,0) = s, —00 <5< 00.
Determinare anche 'aperto massimale di definizione della soluzione.

SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

@) =1, ©1(055) =5,
©h = —=2(1—¢2), ©2(0;5) =0.

Questo sistema ammette 'unica soluzione
(p1(158),p2(158)) = (se”,1 =€),  T7€R.

Risolviamo poi il problema di Cauchy per 'equazione differenziale sulle caratteri-
stiche al suolo:

U =se"U,
U(0;s) =s,
che ha come soluzione
Ul(r;s) = se®® ~%, TER.

Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

se” =ux,
1—e? =y.
Da qui
1 x
:—1 1— s = s
T 2n( Y) s =

16
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sotto la necessaria restrizione

exp(a:— : ), in 2={y<1}.

29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

2(1 — z)uy — yuy = yu,

u(0,s) = —s, —00<§<00.

Determinare anche I'aperto massimale di definizione della soluzione.
R.

u(x,y):—%exp(—y—i—\/%_x), in 2={z<1}.

30. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere

(1_u)7

, —00 < §<00.

LUz + Uy = U
1

70 =3
u(s,0) = 3

SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

er=01, @1(0;s) =s,
0y =1, ©2(0;5) =0.

Questo sistema ammette 'unica soluzione
(1(7355),02(355)) = (s¢",7),  TER.
Si noti che sulle caratteristiche vale
x = seY.

Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:

U'=U(1-U),
1

Procedendo per separazione delle variabili si ottiene

d
da cui .
(&
U(T’S)_l—}-—677 —00 < T <.

17
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Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

se” =,
T=y
Da qui
(o) = o () € R
u(z,y) = —— x .
7y 1+ey7 7y

il cui aperto di definizione sara sottoposto alle restrizioni sopra.
R.

ey

o @y ER.

u(z,y) =

31. [15/12/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

_ .2
20Uy — Uy = —u”,

u(s,Ins) =1, 0<s<o0,

specificando 'aperto massimale di definizione {2 della soluzione.

Si dimostri anche che, in {2, v non cambia mai segno.
SOLUZIONE
Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

1 =2p1,  ¢1(0;8) =s,
gy =—1,  2(0;5) =Ins.
Questo sistema ammette 'unica soluzione

2

(1(755),02(735)) = (s¢*", =7 +Ins),  T€ER.

Risolviamo poi I'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo:

U'=-U?,
U(0;s8) =1.
Procedendo per separazione delle variabili si ottiene
41,
dr U ’

da cui
1

1+7°
Infine torniamo alle variabili (x,y), risolvendo il sistema

U(r;s) = -l1<7<00.

2T

se’T =z,
—T+Ilns=y.
Da qui
—27 1
s=uze T, T:g(lnx—y),
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sotto la restrizione
z>0.

La soluzione sara quindi
3

) = 3 =y

il cui aperto di definizione é
2={(zy)[z>0,y<Inz+3}.

Poiché il denominatore di u si mantiene sempre positivo in {2, risulta dimostrato

che u > 0.
R.

3

i, @Wee={@ylr>0y<inoi3).

u(z,y) =

32. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

Yuz + (= 2y)uy =y,
u(s,0) = s, 0<s<oo.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (x,y) non sara necessario risol-

vere del tutto il sistema.]
SOLUZIONE
A) Troviamo le curve caratteristiche al suolo risolvendo il sistema

PL =2, p1(0;8) = s,
Py =p1—2p2,  ©2(0;5) =0.
Derivando la prima equazione differenziale e sostituendo poi @3 e ¢} si ottiene
Pl + 200 — 1 =0,
che ha per integrale generale

¥1 (7') = kle_(l-‘r\/i)T + kQG_(l_\/i)T .
Imponendo le condizioni iniziali si ha

(p1(735), pa(138)) =

i((\/ﬁ_ Ve~ (1+v2)r (V24 1)e L=VIT (V)T _i_ef(lf\/i)r)’
2v2

perT € Res>0.

B) Integriamo 'equazione differenziale Iungo le caratteristiche al suolo, imponendo
il dato di Cauchy. Si ottiene il problema

dU S
av S5 (V)T —(1-v2)7
= e +e R
dr 2\/5( )
U(0;8) =s
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

cha ha per soluzione
6_(1_\/5)7— + 6_(1+\/§)T)
V2-1 V2+1 /7

U(r;s) 5 (

= TER,
2v/2

per ogni s > 0.
C) Torniamo infine alle variabili (z,y). Il sistema da risolvere sarebbe
s
(V2= 1) DT 4 (VB 1)e (VD) =g
75 ((V2-1) (V2+1)
s
_ o~ (1+V2)r —(1-v2)7\ _
e +e =y.
WL )=y
Tuttavia non e necessario svolgere tutti i calcoli; basta osservare che la prima
equazione da subito
e~ (1=V2)T  —(1+V2)T

2\3/5( Vio1l Vil )=z

u(z,y) =x.

33. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy
(y — 2x)uy + zuy =,
u(0,s) = s, 0<s<o0.

[Sugg.: al momento di tornare alle variabili (z,y) non sara necessario risol-

vere del tutto il sistema.]
R.

w(@,y) =y

34. [12/7/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
LUy — YUy = e,
u(s,s) =s, s>0,
specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che
Q2 {(x,y)|0<z<ye?}.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

¥ ®1, 301(0)287

12

I_
1=
I_
5 =
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

Si ottiene
(p1(758), p2(135)) = (se7,s€77), —00 < T < 00.

B) Risolviamo poi ’equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo

v,
FE
U(0) =s.

Si ottiene per separazione delle variabili

S

U(r;s) =—In(e™® — 1), —co< T<e .

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

se” =,

se” T =y.

Si noti che il sistema é risolubile se e solo se x > 0 e y > 0, perché deve essere s > 0.
Procedendo per sostituzione si trova

s =./xy, T—ln\/g,
Yy
- —VE _ il
u(z,y) In (e In \/;>,

per (z,y) € 2, ove sull’aperto massimale di definizione {2 vanno imposte le restri-
zioni x > 0, y > 0 gia incontrate, e la T < e~*, che diviene

da cui

In, 2 <e Vi = < ye2eim. (1)
)

Si osservi che per x > 0, y > 0, vale

2e” V¥Y 2

1<e <e.

Percio se vale la (1), allora vale anche la

r < yet.

R.

u(z,y) =—1In (e_\/ﬁ —In \/g) ) in 2={(z,y)|0<z< ye%fﬂ} .

35. [12/7/2007 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

TUy — YUy =€,

u(s,s) = —s, 5>0,
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specificandone 'aperto massimale di definizione {2 e dimostrando che

2 C{(z,y) |z >ye? >0},
u(e,y) = =t (V7 +1n ﬁ), in Q={(@y) x>y 7).

36. [20/9/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

Tugy + 2yuy = 2U,
u(l,s) = f(s), -1<s<1,

ove f € CY((—1,1)), specificandone I'aperto massimale di definizione, e
trovando la condizione necessaria e sufficiente su f perché u sia limitata su

0.
SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

Sollzgola @1(0):17
@y = 2p, ©2(0) =s.

Si ottiene
(cpl (T;s),cpg(T;s)) = (e7, 5e7), —00 < T <00.

Le caratteristiche al suolo sono dunque le mezze parabole
y = sx”, x>0, se(-1,1).
B) Risolviamo poi 'equazione differenziale sulle caratteristiche al suolo

dU

Praab
U(0) = f(s)-
Si ottiene
U(r;s) =e® ~1f(s), —00 < T <00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema
e =ux,
seXT =y.
Si noti che il sistema e risolubile solo se x > 0.

Si trova
Y

s ==, =lnzx.
x? 4
Ricordando che —1 < s < 1 si deve imporre (z,y) € {2, ove

Q={(z,y) |z >0,—-2* <y <2?}.
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

C) Quindi
u(xr,y) = ez’lf(%) ;o (zy) e 2.

La u si mantiene limitata su tutto {2, e in particolare per x — 00, se e solo se

f=0.
R.
U(w,y)zew_lf(x—%), in2={xr>0,-2? <y<a?}.

La u é limitata se e solo se f = 0.
37. [14/12/2007 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

Uy + COSTUy = 2,

( ) = 7T< <3
u(s,coss) =s, 1 S 47T.

Si dimostri che il dominio massimale 2 di u € contenuto in una striscia
—00 < =Yy <Y <y <o0o.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

90/1:17 ¢1(0) = s,
©h = cos iy, ©2(0) = cos s.

Si ottiene
(¢1(738), p2(7;8)) = (s + 7,sin(s + 7) —sins +coss), 7€ R.
Le caratteristiche al suolo sono dunque le curve
y=sinz —sins+coss, —oo<xz<00,s€ (—n/4,3n/4).

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per I'equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

dU
— =9
dr ’
U)=s
Si ottiene
U(r;s) =27+ s, —00 < T < 00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

S+T1T=u,

sin(s +7) —sins+coss = y.

Si noti che il sistema é risolubile solo se |y| < 3.
Si trova
—sins+coss =y —sin(s +7) =y —sinz,
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

da cuil

cos( +7T) coss —sins y—sinx
S — = =
4 V2 V2

Ricordando che —7/4 < s < 3w/4 e che arccos : [-1,1] — [0, 7], si ha

n T (y—sin:z:)
T=x+ — — arccos | ——— |,
4 V2
m n (y—sin:z:)
§ = —— + arccos | ———
4 V2
C) Quindi
us y —sinx
u(x,y) = 2¢ + — — arccos (7)
(z,9) 1 7
R.
m y—sinzx
u(x,y) = 2¢ + — — arccos (7) ,
(z,y) 1 7

(z,y) € 2 = {—o0 <z < o0,|y —sinz| < V2} C {|y| <3}.

38. [28/3/2008 (ex)I] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

z(l—x)ug +uy =y,

u(a,s) = s, —00 < § < 00,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione
U.

SOLUZIONE

A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

Q0/1:Q01(1—s01), QOl(O)ZG/,
@2:17 QPQ(O):S

Le due equazioni sono disaccoppiate; la seconda é di immediata risoluzione. Dalla
prima si ha

da cui )
In|PLL=a) (1)
a(l — 1)

Si ottiene infine, tenendo presente che 0 < a < 1,

(pr(ris).pa(ris) = (—— s +7). TeR.

1—a+ae”
Le caratteristiche al suolo sono dunque le curve
ae¥™?
r=——"———, —00<y<00,sE (—00,00).

1—a+aevy—s’
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210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per ’equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

o _ +s
ar
U@)=s.
Si ottiene
-2
U(T;S):7+ST+S, —0 < T< ™.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

ae”

1—a+ae™ -

S+T=y.

)

Si noti che il sistema é stato in effetti gia risolto (si veda la (1)). Poiché il sistema
¢ risolubile per ogni z € (0,1) ey € R, Paperto massimale di esistenza & la striscia
(0,1) x R.

R.

39. [28/3/2008 (ex)II] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

—Ugy + y(l - y)uy = -,

u(s,a) = —s, —00 < § < 0,

ove 0 < a < 1. Determinare I’aperto massimale (2 di esistenza della soluzione
u.

R.
- yi-a  1[ y(-a)]’
u(z,y) = (x—i—l)lna(l_y) Q[ma(l—y) )
(x,y) e =R x(0,1).
40. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
r?u, + (v — Vuy, ==,
u(s,s) =s—s 1, 0<s<oo.

SOLUZIONE
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A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

<P/1:¢§a <P1(O):Sv
Ph=p1—1,  ©(0)=s.

Le due equazioni sono disaccoppiate. Dalla prima si ha

e d 1
S = — =1
1 d7 1
da cuil 0)
$1
= 1
e1(r) 1 —7¢1(0) o

Si ottiene infine, tenendo presenti le condizioni iniziali e la seconda equazione del
sistema caratteristico, ora di immediata soluzione,

S

(%(T;S),wz(T;S))—< 7—111(1—75)—T+S), T<§-

1—7s

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per ’equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

dU s
dr  1-7s’
1
UQO)=s——.
0 =51
Si ottiene 1 )
U(T;s):—ln(l—Ts)—l—s—;, o0 <T< .

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

S

= R

1—7s
—In(l—7s)—7+s=y,

o meglio ricavandone che

1 1 1
—In(l—78)+s—-=y+7—-=y——.
s s x

1

u(w,y)Zy—;

41. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

(1 —yug +v%uy =y,
1

u(—s,s) =s—s , 0<s<oo.

26



210. Edp del I ordine: metodo delle caratteristiche

1
u(z,y) =—x— —.
Y

42. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di
sinyu, + 2uy = Vu,
u(s,0) = s, 0<s<o0.

SOLUZIONE

A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo
ph=sings,  ¢1(0) =s,
vh =2, 2(0) =0.

La seconda equazione ¢ indipendente dalla prima. Risolvendo la seconda equazione
e poi la prima, che diviene cosi di integrazione elementare, si ottiene la soluzione

1 1
(901(7;8)7802(7;8)) = <—§COS2T+§+S,2T>, —00 < T <00,

B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per ’equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo

d
w_ o
dr

U(0) =s.

Si ottiene )
U(T;S):(\/g—l—%) , —2y/s5< 1< 00.

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

L 2 +1+
——cos = =
5 THyts=gz,

che da

1 1 2

u(z,y) = (Ux—i—icosy—g—l-%) ,
1-— / 1 1
x>%, y>—4 x+§cosy—§.
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43. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

1
2u, + gsinxuy =u,

u(0,s) = 3s, 0<s<o0.

2
3y+—cosx———|—z),
1—-cosy
y>T, x> —4 3y+—cos:v——.

250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

1. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema

xux+yuy:x2+y2,

2., .2
u(z,y) ==, suz‘+y =1,
e mostrare che la soluzione non ¢ C'(R?).
SOLUZIONE
Definiamo

v(r, @) = u(w,y),
ove (r, ) sono le solite coordinate polari. Il problema diviene allora
ro. =12,
v(1,¢) =cosp, 0<p<2r.
Da qui si ottiene v, = r e per integrazione
2

v(r, ) = % + f(p),

ove la f si determina poi imponendo il dato su r = 1:

f(o) = cosp— 5.

Dunque
(r, ) r? n 1
v(r,p) = — 4+ cosp — —,
LA L
e tornando alle coordinate cartesiane
22 4+y2 -1 T

ulx,y) = + .
(z,y) 5 s
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E chiaro che u & di classe C™ in x? + y? > 0, mentre non & neppure continua
nell’origine.

R.
x? + y2 -1 T 9 9
u(x,y) = + , e +y>0.
2. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema
TUgy + Yuy = 27y,
u(z,y) =1, suz’+y’ =1,
e mostrare che la soluzione non ¢ C'(R?).
R.
Ty
U(Iay) =Y — $2+y2 +17
T2 —
v(r, @) = 5 sin2¢p + 1.
3. [3/2/2003 (hw)I] Risolvere il problema
TUy + Yuy = 21y,
ule,y) =ay,  sua’+yt=1,
e mostrare che la soluzione & C'(R?).
R.
u(z,y) =y,
v(r, ) = 1% cospsing.

4. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema

Tuy + yuy = —uv/x? +y?,

u(z,y) =, 2 +y? =4,

e dimostrare che & continua in R?, ma non di classe C'(R?)

derare la particolare geometria del problema.)
SOLUZIONE

Passando a coordinate polari il problema diviene

. (Sugg. Consi-

TV, = —T0,

v(2,0) =T, 0<op<2m.
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Si ha subito

v(r,p) = me "2,

Quindi
u(x,y) = w2 VTV

La u é continua come composizione di funzioni continue. Tuttavia, e.g.,

_ 2 2 x
Up = —me2 VTR
/x2+y2

che non é continua. In alternativa, si puo ragionare cosi: v é radiale; dunque per
essere di classe C' nell’origine, dovrebbe essere v, — 0 per r — 0, mentre invece
v, — —me? per r — 0.

R.
u(z,y) = w2 Vaity? , %+ y2 >0.

5. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare la soluzione del problema
TUz + YUy = —U,
u(z,y) =7, 22+ y? =4,

e dimostrare che non ¢ continua in R2. (Sugg. Considerare la particolare

geometria del problema.)

R.
2T

ux?y :77
w9 = o=

22 +y% > 0.

6. [20/1/2004 (hw)I] Trovare la soluzione definita nel semipiano x > 0 di

Yz — TUy =T+ 1,
u(v/s,0) = s, s>0.

U(w,y)Z—y—arctgg+:v2+y2, z>0.
X

7. [14/4/2004 (ex)I] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

Tuy + yuy = f(z,y)Va? +y2, 1<az?+4% <4,
u(z,y) =z, x2—|—y2:1,
u(z,y) =y, 2?42 =4.

SOLUZIONE
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In coordinate polari r, ¢,

U(r,gp)zu(:v,y), g(rvsp):f(xay)u

per cui la e.d.p. diviene

TVUT = g(T, SO)T 9
ossia
Uy = g(T, <P) )
da cui
2
v(2,0) —v(l, ) = /g(r, p)dr =2sinp —cosy.
1
R.

2
/f(rcosw,rsimp)dr:2sin<p—cosg&, 0<p<2r.
1

8. [14/4/2004 (ex)II] Trovare una condizione sulla funzione f affinché il
seguente problema sia risolubile

Tuy + yuy = f(x,y)vVa? + 42, 4<a?+y? <9,
u(z,y) =y, 2’ +y? =4,
u(z,y) =, 22 +y2=9.

3
/f(rcosw,rsingp)dr:3cos<p—2singp, 0<p<2r.
2

9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare la soluzione di
_ Y
Tuy + yuy = arctg '
ulzy)=y?, Pyt =4,2>0,

e trovarne 'aperto massimale di definizione. Esprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

10. [15/9/2004 (ex)I] Risolvere

YUz — TUy = 3T,

u(z,x) = a2 +y?, x>0.
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11. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare la soluzione di

TUz + YUy = T,

u(z,y) =y*, w=1,

e trovarne 'aperto massimale di definizione. Esprimere la soluzione sia in
coordinate polari che in coordinate cartesiane.

12. [15/9/2004 (ex)II] Risolvere

YUy — TUy = 2y,

u(y,y) =2 +y*,  y<O0.

13. [4/2/2005 (hw)I] Trovare tutte le soluzioni di

(.Z',y) : Vu(a;,y) + Dzu(x,y)(x,y) ’ (xay) =V x? + y27

definite in R?\ {(0,0)}. Qui D?u(z,y) indica la matrice hessiana:

D2u(z,y) = (um(%y) uwy(:v,y)> 7

Ugy (T, Y) Uyy (T, Y)

e quindi D?u(z,y)(x,y) - (z,y) la forma quadratica

xzuxl‘(m7 y) + 2xyuxy(x, y) + y2uyy(x7 y) .

(Sugg. Passare a coordinate polari, & ovvio).
R.
u(@,y) = Va? +y? +e(p) nva? +y2 + ea(p),
ove ¢1 e ¢y sono arbitrarie funzioni in C?(R), periodiche di periodo 2.
14. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere

TUug + yuy =1,

. 2 ™ s
u(cos p, sin ) = ¢~ , —§<<,0<§

(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari, e ponendo v(r,p) = u(x,y), si ha
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da cui, integrando 'equazione differenziale,
v(r,0) =Inr +C(p),

e usando poi il dato di Cauchy,

v(r,p) =lnr +¢*, r>07_g<9"<g'
In coordinate cartesiane:
Y\ 2
u(z,y) =In x2+y2+(arctg5) , z>0,ye R.
15. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere
—Yug + Uy =1,
u(z,0) =z, 0<z<l1

(esprimere la soluzione sia in coordinate polari che cartesiane).
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari, e ponendo v(r, ) = u(z,y), si ha

{ v, =1,
v(r,0) =r, 0<r<l1
da cui, integrando 'equazione differenziale,
v(r,p) =+ C(r),
e usando poi il dato di Cauchy,
v(r,p) =@+, O<r<l,—mt<p<m.

In coordinate cartesiane (restringendoci per brevita al semipiano x > 0):

u(:v,y)zarctgy+\/x2+y2, r>02°+y* <1,
x

16. [14/4/2005 (ex)I] Si determini a € R in modo che il problema

TUz + YUy :a%, in £2,
u(xz,y) =0, 24+yP=1,0<y<z,
U(w,y)zg, P4yt =40<y<uz,

abbia soluzione u € C*(12), ove

Q={(z,y) |l <2®+y*<4,0<y<az}.
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17. [14/4/2005 (ex)II] Si determini a € R in modo che il problema

—yuy + ruy = a(z® +y?), in 2,
u(z,0) =0, l<z<?2,

1
u(z, z) = 222, — <z <V?2,

V2

abbia soluzione u € C*(12), ove

Q={(z,y) |l <2®+y*<4,0<y<az}.

18. [23/6/2005 (ex)I] Dimostrare che ogni soluzione di
TUz + YUy
Va2 4 y?
in 2 ={(z,y) | z > 0} si puo scrivere come

u(z,y) = f(\/x2 +y2 + arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

= —Yuy + TUy ,

19. [23/6/2005 (ex)II] Dimostrare che ogni soluzione di

Tuy + Yyuy = (yuy — zuy)v/ a2 + y?,

in 2= {(z,y) | x > 0} si puo scrivere come

u(z,y) = f(\/x2 + y? — arctg %) ,

per una funzione f : R — R opportuna.

20. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

T+ yuy = (222 + 92 —a? —yP)e VIR 22 1251
u(cos @,sin @) = up(d), 0<6<m,
ove ug € una qualunque funzione in C([0, 7]), soddisfa
lim wu(rcosf,rsinf) = uy(6),
rT—00

per ogni fissato 0 € [0, 7.
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

21. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ty + Yuy = /22 + y2e! TV a2 ty? 2 +y? > 1,

u(cos @,sin ) = up(0), 0<6<m,
ove ug ¢ una qualunque funzione in C([0,]), soddisfa

lim u(rcosf,rsinf) =ug(d) +1,

r—00

per ogni fissato 0 € [0, 7.
22. [15/12/2005 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni di

TUug +yuy =u+1, 22+ y? > 0.

23. [6/2/2006 (hw)I] Trovare una soluzione in un aperto {2 che includa la
curva
v ={(scoss,ssins) | 27 < s < 67}

che porta il dato, del problema

TUg + Yuy = 2u,

u(scoss,ssins) = s, 2r < s < 67.

SOLUZIONE
Ponendo v(r, p) = u(x,y), ove (r,p) sono le usuali coordinate polari, ’equazione
diviene
U, = 20,
da cui subito
v(r, ) = fle)r?.

Su v = (¢1,12) vale
r?=i(s)® +ea(s)? =5, p=s;

la v e percio un tratto della spirale r = ¢. Dunque deve valere
2 - 1

s=wv(s,s) = f(s)s*, equindi f(s)=-.
s

Infine

22 4 2

olz,y)

Per chiarire cosa abbiamo fatto, e in particolare trovare la forma dell’aperto {2 in cui
risulta definita la soluzione, dobbiamo investigare piu in particolare la trasforma-
zione di coordinate da cartesiane a polari; soprattutto potrebbe risultare inusuale
il fatto che ¢ vari su un intervallo di ampiezza 4.

u(z,y) =
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

L’aperto di definizione U di v nel piano (r, ) contiene il segmento

t={(p,p) | 2m < p < 67};

d’altra parte in U non devono cadere punti che rendano non biunivoca la trasfor-
mazione (z,y) < (r,¢). E pertanto necessario che

UcUy={(ry)|2n<e<brm,—m+o<r<m+¢}.

Il parallelogramma Uy corrisponde all’aperto {2y del piano (x,y) definito da

!k):: LJ ]g;

2r<s<6T

ove I & il segmento sulla semiretta radiale per ¥(s) composto dai punti che distano
da ¥(s) meno di w. Si noti che i segmenti I non si intersecano tra di loro. Si vede
subito che in {2 la trasformazione é biunivoca se in ogni punto (x,y) scegliamo

r(z,y) =2 +y*,  e(z,y) =s,

ove s = s(z,y) é individuato dalla richiesta (z,y) € Is.

L’insieme di definizione di v [u] risulta infine proprio Uy [f29] perché non si sono
introdotte altre restrizioni.

R. La soluzione é, in coordinate polari,

o(r, ) =@ r?,

definita su
Up ={(r,¢) | 2mr <o <bm,—m+o<r<m+ep}.

24. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere

TUz + YUy =T + Y,
u(2,s) =1, sER,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare

I'aperto massimale di definizione della soluzione.
SOLUZIONE
In coordinate polari (r,p) e.d.p. diviene (se v denota la u come funzione delle
coordinate polari)
rv, = r(cosp +singp),

ossia
Uy = COS  +sing, r>0.

La curva che porta il dato, cioé la retta x = 2, in coordinate polari corrisponde a

2 T
cosp’ 2

< <7T
p<y-
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

Quindi

cos

2 T
v(r,cp)zv( ,go)—i— /(Coscp—i—sincp)df
2

cos ¢

2
_1+(cos<p+singp)<r— )

cos
=rcosp+rsinp —1—-2tgp.
L’aperto massimale di definizione é il semipiano x > 0 che é coperto dalle carat-

teristiche al suolo (cioé le semirette uscenti dall’origine) che intersecano la retta
T =2

R.
_ Y
ulz,y) =x+y—1-2=, x> 0;
x
. ™ T
v(r,p) =rcosp+rsinpg —1—2tgp, —§<g0<§.

25. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere

TUg + YUy =Y — T,
u(s,—1) =0, se€R,

esprimendo la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari. Specificare

I'aperto massimale di definizione della soluzione.
R.

s
MLw:y—x+1—§, y<0;

v(r,p) =rsinp —rcosp + 1 — cotgp, —T<p<O0.

26. [20/4/2006 (ex)I] Si considerino tutte le soluzioni di

xux+yuy:f(vx2+y2)7

u(cos @, sin p) = up(y) , O<p<m.

E possibile scegliere f € C°((0,00)) indipendente da uy in modo che valga
una sola delle due condizioni

A lim wu(x,y) =0, B lim wu(x,y) = +o0,
) (2,y)—(0,0) (=.9) ) (z,)—(0,0) (z.9)

per tutti gli ug € C1([0, 7]).
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250. Edp del I ordine: trasformazioni di coordinate

Dire quale delle due condizioni A) e B) & possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.

SOLUZIONE

In coordinate polari, denotando con v l'incognita, il problema si scrive come

rop(ry o) = f(r),  v(l,9) =uo(p).

Percio

v(r, ) = v(1, ) +/ 1) ds = ug(p) —|—/ 1) ds, r>0.

S S

Quindi si puo soddisfare solo la condizione B), prendendo per esempio
f(r)=-1, r>0.

In questo modo
v(r,p) = up(p) —Inr — +oo, r—0.

R. La condizione B), prendendo per esempio

f(r)=-1, r>0.

27. [20/4/2006 (ex)II] Si considerino tutte le soluzioni di

vy + yuy = Va2 + g2 f(Va? + y?)u,

u(cos p,sin ) = uo(p) , -5 <p<

s T
2 2"

E possibile scegliere f € C°((0,00)) indipendente da uy in modo che valga
una sola delle due condizioni

&) (xvy%lgl(oﬁ) ul(@,y) = +oo, B) (x7y1)1—>m(0,0) uzy) =0,
per tutti gli ug € CY([—7/2,7/2]).
Dire quale delle due condizioni A) e B) ¢ possibile soddisfare, dando un
esempio esplicito di f.
SOLUZIONE
In coordinate polari, denotando con v I'incognita, il problema si scrive come

vr(r; @) = f(r)o(r), ol 9) = uolp) -

Percio
v(r, @) = v(1, )l T = yo(p)eli 1&ds 50,

Quindi si puo soddisfare solo la condizione B), prendendo per esempio

f(r)=-, r>0.
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In questo modo

" Llds

v(r, @) = uo(go)efl =Y =up(p)e™" = ug(p)r — 0, r—20.

R. La condizione B), prendendo per esempio

fr) =

1
-, r>0.
,

28. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy
—YUgz + TUy = Sinx,

u(s,0) =s, 5>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-

piano z > 0.
SOLUZIONE
Passando a coordinate polari (r, p),

v(r, ) = u(rcosp,rsing),
il problema diviene

v, = sin(r cos @) ,
v(r,0) =r, r>0.

Percio

]
v(r,p) =r+ /sin(r cost)dt,
0
da cui, ricordando che in x > 0
© = arctg (Q) ,
x

arctg(¥)

u(z,y) = Va2 +y2 + / sin(y/x2 4+ y2 cost) dt .

0

arctg(%)

u(z,y) = o2 +y% + / sin(y/x? + y2 cost) dt x> 0;

0

©
v(raﬁp):r—i—/sin(rcost)dt, —g<¢<g'
0
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29. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

—YUy + zUy = €Y,
u(s,0) = 5%, s>0.

Rappresentare la soluzione sia in coordinate cartesiane che polari nel semi-

piano x > 0.
R.

arctg(%)

u(z,y) = 2? +y? + exp( Va2 +y? sint) dt xz>0;

2+ Tsmtdt _§<@<_

2

O\‘G O\

30. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C'(R?) di

YUy — TUy = az?® — by?,
u(s,0) =0, 0<s<o0,
e determinare la funzione w.
SOLUZIONE
Passiamo alle coordinate polari (r, ). Posto
v(r, ) = u(rcosp,rsing),

si ha

—Vp = ar? cos? ¢ — br? sin ¢,

v(s,0) =0, 0<s<oo.

Integrando su (0, ¢) si ha, usando anche il dato di Cauchy,

©
b— b

:/(br2sin29—ar260529) do = ar2<p— +ar2sin2<p.

0

2 4

Se v deve essere continua in R si dovra intanto avere
v(r,2m) =v(r,0) =0, r>0.
Percio deve essere a = b. In questo caso

v(r, ) = —ar’sinpcos g,

u(z,y) = —axy
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risulta di classe C'(R?).
R.
a="b, U(ZC,y):—GZEy, (,T,y)ER2.

31. [2/4/2007 (ex)II] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?\ {(0,0)}) di

—YUg + Ty = ay — ba?,
u(s,0) =0, 0<s<oo,

e determinare la funzione w.
R.

aceR, b=0, u(z,y) =a(vV2z2+y2 —z), (z,9) € R*\{(0,0)}.

32. [2/4/2007 (ex)I] Trovare tutte le possibili costanti a, b € R, tali che
esista una soluzione u € C*(R?) di

YUy — TUy = a + bx,
u(s,0) =0, 0<s<oo,
e determinare la funzione wu.

33. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di

Tug +Yyuy =u+1,
u(s,1) =0, —00 <5< 00,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.
SOLUZIONE
Passando alle coordinate polari r, ¢, e definendo

v(r, ) = u(rcosp, rsing),
il problema diviene

™y, =v+1,

v(. ,cp)zO, O<p<m.
sin @

Integrando per separazione delle variabili si arriva a

1
v+l g

In T
v(.l ,cp)—i—l Sny
sin @
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da cui
v(r,p) =rsing — 1.
R.
v(r,p) =rsing — 1, r>0,0<¢<m;
u(z,y)=y—-1, y>0.

34. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di

TUy + YUy = u + 2,
u(3,s) =0, —00 < §< 00,

esprimendola sia in coordinate polari che cartesiane.
R.

2
U(r,go):§rcosgo—2, r>0,—g<¢<g;

2
u(x,y)zEx—L x>0.

35. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere il problema di Cauchy

TUg + YUy = 2u,
u(s,1 —s)=s, 0<s<1.

SOLUZIONE
Passiamo a coordinate polari (r, ¢) con v(r, ) = u(x,y).
La curva che porta il dato é il segmento

y+zxz=1, O0<z<l,

che in coordinate polari & dato da

1 T
r=————  0<p<=.
cos p +sinp 2
1l problema diviene dunque
rv,. = 20,
1 cos
U( N 730) = SD 5 0 < %2 < z .
COS  + sin COS p + sin 2
Quindi
vy 2
v’
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o(r, @)
1
v ( cos p+sinp? (P)

perr>0e0<p<m/2
Sostituendo il dato di Cauchy

In =2Inr(cosp + sinyp),

v(r, ) = r? cos p(cos p + sin ) .

u(z,y) =z(x+vy), x>0,y>0.

36. [12/7/2007 (ex)II] Risolvere il problema di Cauchy

TUy + YUy = U,
u(s,2—s)=s, 0<s<2.

u(z,y) =z, x>0,y >0.

37. [28/3/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

—YUgz + TUy = YCOST,
u(s,s) =4, 0<s<o0,
esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.

SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene

v, = 1 sing cos(rcosg) = ———sin(rcosp) .

Oy

La condizione di Cauchy si puo scrivere come

v(r,%):él, r>0.

Dunque, integrando la (1) su (w/4, ) si ottiene
r
v(r, p) =4 — sin(r cos ) + sin (—) .
(r; ) (rcos p) 7

La soluzione é definita in tutto il piano meno l’origine.
R.

/x2+y2
\/§ )
v(r, @) =4 —sin(r cos @) + sin (L) : r>0.

V2

u(z,y) = 4 — sinz + sin (z,y) € R*\ {(0,0)},
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38. [28/3/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

YUz — TUy = TSINY,
u(s,s) =1, 0<s<o0,

esprimendola sia in coordinate cartesiane che polari.

R.
2 2
M%y>—1+cwy—cw5£§%zz, (z.) € B2\ {(0,0)},
r
v(r,) = 1+ cos(rsin ) — cos (ﬁ) , r>0.

39. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la soluzione u(x,y) del problema di
Cauchy

(a:—l)ux+(y—1)uy:u2,
u(s,1 —/1-(s—1)?) =1, 0<s<2.

Determinare anche il dominio massimale {2 di definizione della soluzione.
SOLUZIONE
Passiamo alle coordinate polari

r=1+rcosyp, y=14+rsingp,

v(r,@) =u(l+rcosp,1+rsing).

Si ottiene il problema

rv, = v°,
v(l,p) =1, —T<p<0.
Quindi
Uy 1
v2 o’
da cui 1
——+C(p)=1Inr, r>0,
v
¢ 1
o) = S Ty
Imponendo il dato di Cauchy si ha
(ryp) = ! 0<r< <p<0
v(rne) =T r<e, T< P .
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1
Cl-In/(z— 1)+ (y— 12’

u(z, y)

Q={(z,y) |0< (-1 +(y—-1)* <e?,y<1}.

40. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la soluzione u(x,y) del problema di
Cauchy

(= 2ug + (y — 2uy = u,
u(s,2—4—(s—2)?) =1, 0<s<4.

Determinare anche il dominio massimale (2 di definizione della soluzione.
R.

u(z,y) = VT 2P + (5~ 2P,

2 ={(z,y) |y <2}.

41. [16/9/2008 (ex)I] Scrivere la soluzione del seguente problema:

(= Duy + (y — 2)uy =
u(3,s) = s, s€R,

ove «, § € R sono costanti.
Inoltre si trovino i valori di o, § € R che rendono la soluzione estendibile a

tutto il piano come funzione di classe C*.
SOLUZIONE
A) Passiamo a coordinate polari

r—1=rcosp, y—2=rsinyp, r>0,p€(—m,m,

definendo
o(r, ) = u(z,y).

Nelle nuove coordinate la retta x = 3 si esprime come

2 i cove T
r= —— —.
cosp’ 2 S5
Quindi il problema diviene
rU, = @,
2 2
o(==0) =B(==sinp+2), -Z<p<=.
cos ¢ cos ¢ 2 2
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Si ha dunque

T

2 2 I a
) = ) ) d = ( ) ) /_d
v(r, ) U(COW 90)+ / Up(ps ) dp =0 s + Phid
2

2

cos ¢ cos ¢

2
:5( sintp+2)+alnrcos<p.

cos
Da qui tornando alle variabili cartesiane
y—2 ) r—1
=p0(2=——+2 | 1.
u(zx,y) ﬁ( x—1+ + aln 5 > T >

B) La soluzione ¢ estendibile a tutto il piano come funzione C* se e solo se o =

B =0, ossia se essa ¢ nulla.
R.

-2
u(:c,y):ﬂ(2y—1+2)+aln , x>1.
x

42. [16/9/2008 (ex)II] Scrivere la soluzione del seguente problema:

(@+Dug + (y — Duy = «,
u(l,s) = s, sER,

ove a, 0 € R sono costanti.
Inoltre si trovino i valori di o, 8 € R che rendono la soluzione estendibile a

tutto il piano come funzione di classe C*.
R.

_ (¥ =1 ) r+1 _
u(x,y)—ﬁ(2x+1+1 + aln 5 x>-—1.
a=06=0.

290. Edp del I ordine: modelli

1. [3/2/2003 (hw)I] Si consideri una popolazione di batteri; indichiamo
con n(z,t) la densitd di batteri rispetto all’eta z al tempo ¢t. Cioe, per
0< 21 <m9,t2>0,

z2

/n(m,t) dz

x1

¢ il numero di batteri con eta compresa tra x e x9, nell’istante ¢t. Assumiamo
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e non nascono nuovi batteri;

e i batteri che hanno eta x muoiono con un tasso proporzionale alla loro
eta z e al loro numero n; sia a > 0 la costante di proporzionalita.

1) Dimostrare che n verifica
Nng + Ny = —axn.

[Sugg.: n(z,t+h) —n(x —h,t) =...]

2) Che dimensioni fisiche hanno n e a?

3) Supponiamo che per t = 0, n(x,0) = ¢, a < x < b, ove a, b, ¢ sono costanti
positive; determinare il numero totale di batteri N(¢) dopo un tempo t.

4) E possibile, nel modello matematico qui introdotto, considerare una
popolazione di batteri che abbiano tutti la stessa eta?

SOLUZIONE

1) Vale per h >0

n(x + h,t + h) —n(x,t) = —hazn(z,t) + o(h),

poiché i batteri che hanno eta x + h al tempo t + h sono quelli che avevano eta x al
tempo t, meno quelli morti in (t,t + h). Dividendo per h, e mandando h — 0 si ha

Nge + Ny = —xn .

2) Sia x che t hanno la dimensione T' di un tempo. Dunque n per definizione ha
dimensione T~!, e per esempio dall’e.d.p. appena ricavata per n, la dimensione di
« risulta essere T2,

3) Si tratta di risolvere

Ng +Ng = —axn,

n(z,0) = c, a<z<b.

Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo

S
oo~
Il
—_
©
[\v]
—~
(en)
=
Il
S »

ove la curva che porta il dato ¢
(s,0), a<s<b.
Le curve caratteristiche sono dunque
(p1(7358), 2(7358)) = (T +5,7), —00 < T < 0.

[Nel seguito possiamo considerare in modo formale anche valori negativi di T, no-
nostante sopra si siano introdotti solo tempi positivi.] L’aperto spazzato da tali
caratteristiche é percio la striscia

tta<z<t+b.
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La
U(1) = n(p1(735), p2(735))
risolve
dU
E = —04(7' =+ S)U 5
U0)=c
Quindi
_glrt? 62
Ult)=ce * = 17 —00 < T <00.
Tornando a (z,t):
n(:v,t):cefo‘x“r%tz, at+t<zr<b+t.

Infine
b+t g
N(t) = / n(x,t) dI — ce 2 [e—aat _ e—abt] .
at
a+t

Per t — 0 si ha, come si deve, N(t) — (b — a)c.
4) No, almeno se si vuole considerare un numero positivo M di batteri e una funzione
regolare (diciamo continua) n: se tutti i batteri hanno etd xo > 0, per definizione
di n si ha
xo+h
M = / n(z,t)dz,
:Eo*h

per ogni xg > h > 0, mentre il termine a destra tende a zero per h — 0.
R.

a2
ce 2
3 N(t) = —aat _ —abt i
) N(0) = e -]
4) No.

300. Equazione delle onde

1. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—c2um:0, —c<x<ct,0<t,
u(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) = b(t), 0<t.

Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C?(Q), Q = {(x,t) | —ct <
x <ct,0 <t}
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SOLUZIONE
Si sa che u risolve I'equazione delle onde in ) se e solo se

u(z,t) = fle—ct) +glz+et), (1) €qQ,

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C2. Per trovare f e g usiamo
i dati al contorno

f(=2ct) + ¢g(0) = u(—ct,t) = a(t),
£(0) 4+ g(2¢t) = ulct, t) = b(t).

Quindi, ponendo s = —2ct < 0, T = 2ct > 0,

) =a(=52) =9(0), s<0,
91 =b(5-) — 1O, >0
Notiamo che in Q) valgono
r—ct<O0, r+ct>0,

e dunque si puo scrivere

ct —x T+ ct
1) = b(
u(, 1) a( 2c )+ 2c

) —9(0) + £(0). (1)
D’altronde, se u deve essere continua in Q, si deve avere
a(0) = b(0) = u(0,0),
per cui dalla (1) segue
a(0) = b(0) = u(0,0) = a(0) + b(0) — g(0) — f(0).
Infine le costanti f(0) e g(0) devono soddistare
f(0) +9(0) = a(0) = b(0) .
Si vede che nell’ipotesi a(0) = b(0), a, b € C%([0, 00)) la u cosi definita risulta essere

in C%(Q).
R.

u(z,t) = a(Ct;CI) —I—b(I;—cd) —a(0),

se a, b € C%([0,0)), con a(0) = b(0).

2. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—c2um:0, —ca<x<ct,0<t,
ut(—ct,t) = a(t), 0<t,
u(ct,t) =b(t), 0<t.
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300. Equazione delle onde

Dare condizioni su a e b perché la soluzione sia C?(Q), Q = {(z,t) | —ct <

x <ct,0 <t}
SOLUZIONE
Si sa che u risolve I'equazione delle onde in ) se e solo se

u(z,t) = f(x —ct) + gl + ct), (x,t) €Q,

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C?. Per trovare f e g usiamo
i dati al contorno

—cf'(=2ct) + g’ (0) = we(—ct, t) = a(t),
f(0) 4+ g(2ct) = u(ct,t) = b(t).

Quindi, ponendo s = —2ct < 0, T = 2ct > 0,

Fs) = —a( = ) 440),  s<0, (1)
g(r) =b(5) — £(0). >0 2)

f(s):f(O)—%/a(—%) do +4'(0)s.
0

Restano per ora indeterminate le costanti g’(0) e f(0). La ¢'(0) si ricava derivando
la (2):

/ 1 /
9'(0) = 3-t'(0).
Allora si ha in Q
r—ct
uet) =10~ ¢ [ o= 5)do ¥ @ % 0(55 ) - £(0).

0

e quindi la scelta di f(0) é in effetti ininfluente nell’espressione di u.
R.

ct—x
2c

) —l—b'(O)x;CCt +2 / a(s)ds,

0

x4+ ct

u(z,t) = b(
se a € C1([0,00)), b € C?(]0, x0)).

3. [15/9/2004 (ex)I] Scegliere o in modo che il seguente problema abbia
soluzioni in C1(£2), ove 2 = {0 < x < ct,t > 0}, e determinarle:

Ut — gy = 0, in (2,
u(0,t) =0, t>0,
ut(ct,t) = cost — o, t>0.
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SOLUZIONE
Si sa che wu risolve I'equazione delle onde in {2 se e solo se

u(z,t) = f(x —ct) + gl + ct), (x,t) € 12,

con f, g opportune funzioni di una variabile, di classe C?.
Si puo osservare subito che non si avra soluzione unica; se infatti u risolve il
problema, anche ogni funzione nella forma

v(z,t) = u(z,t) + Az, AeR

¢ soluzione. Ancora in via preliminare, se u deve essere in C1(2), si deve avere

0
1—a=1u(0,0) = =—u(0,t =0
o = u(0,0) 8tu(’)|t:0 ’
e quindi
a=1.

Per trovare f e g usiamo i dati al contorno
F(—et) + glet) = u(0,4) = 0,
—cf'(0) + cg’(2ct) = ug(ct,t) = cost — 1.
Quindi, ponendo s = —ct < 0, 7 = 2ct > 0,

£(s) = ~(-9). s <0,
J) =)+ [eos - —1],  7>0,

C

da cui
g(T)zg(O)+f'(O)T+2sin2l—I, T>0,
c ¢
f(s)z—g(O)—i—f’(O)s—i—Qsin;—f, s<0.
c ¢
Infine

r—ct x—ct

u(x,t) = —g(0) + f'(0)(z — ct) + 2sin

C C
t t
+ 9(0) + f/(0)(x + ct) + 2sin T —Itc (1)
1 xr —ct T+ ct
:2( / ——) 25 2si .
11(0) - x4 2sin 5 + 2sin 5

La costante f'(0) non pud essere determinata, come osservato sopra.
R.

t
u(a:,t):4sin%cos§+)\:c, AER.

4. [15/9/2004 (ex)II] Scegliere o in modo che il seguente problema abbia
soluzioni in C1(12), ove 2 = {0 < x < ct,t > 0}, e determinarle:

Upt — c2um =0, in £2,
u(0,t) =0, £>0,
ug(ct,t) = e' —a, t>0.
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300. Equazione delle onde

z+ct

u(z,t) = 2e 20 —2e"7 4 Az, AER.

5. [6/2/2006 (hw)I] Discutere l'unicita di soluzioni u € C?(£2) del problema

Ut — gy =0, in 2={(z,t)|0<x<wt,t>0},
u(0,t) =0, t>0,
u(vt, t) =0, t>0.

Qui ¢ > 0, v > ¢ sono parametri assegnati.
(Si noti che u = 0 ¢ una soluzione. Si tratta di accertare se esistono altre

soluzioni.)
SOLUZIONE
E noto che deve essere per ogni fissata soluzione u

u(z,t) = f(x —ct) + glx + ct),
da cui, imponendo i dati al contorno,

f(=ct) +g(ct) =0, (1)
f((v—=c)t) +g((v+0)t) =0, (2)
Nel caso v = ¢ si ha da (2) che g é costante; allora, per la (1), anche f é costante,

e quindi u essendo costante deve essere la costante nulla.
Nel caso v # ¢, le (1)—(2) si possono anche scrivere come

f(=s)=—g(s), s>0, (3)
f(_s):_g(ﬁs)a 6S>Oa (4)
ove si e definita per brevita la costante
c+wv
p= -
c—v

Se v > ¢, allora B < —1. In questo caso le (3)—(4) permettono di ottenere f in
funzione di g sia per argomenti negativi che positivi. Quindi la soluzione u sara
data da
z+ct)—glct —x), 0<z<et,
oty - { 9E T —alet =) .
g(x +ct) — g(B(ct — x)), ct <z <ut.

Resta tuttavia da imporre che u sia in effetti in C?(£2). Si vede con calcoli elementari
che questo segue da g € C?([0,0)), con

g1 -p)=0, ¢"0)(1£p* =0, ciotcon  ¢'(0)=0, g¢"(0)=0.

Quindi esistono infinite soluzioni, date dalla (5) al variare di g specificata come
sopra.
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300. Equazione delle onde

Un caso interessante. Il caso v < c, ossia 3 > 1, é interessante ma contiene
qualche complicazione tecnica. In questo caso sia la (3) che la (4) valgono per
s > 0, e quindi in particolare

g(s) =g(sp™), per ogni s > 0.

Iterando quest’uguaglianza si ottiene, per ogni fissato s > 0, se L denota il limite
finito di g nell’origine,

g(s)=g(sB ") =g(sp?)=---=g(sp") > L,

da cui g(s) = L. Percid g é costante, e quindi anche f lo &, per esempio per la (1).
La soluzione u si mantiene quindi identicamente nulla.

Tuttavia si osservi che 'esistenza di L non e automatica: sia f che g potrebbero
essere di classe C? solo, rispettivamente, in (—oc,0) e in (0,00) (in questo caso
dovrebbero comportarsi vicino all’origine in modo tale da mantenere la regolarita
di w). Occorre quindi dimostrare I'esistenza del limite finito L di g. L’argomento
sopra implica

g9(s) = g(B"s), (6)

perognis>0en > 1.
Considerando il comportamento di u sulla semiretta x = At, t > 0, per ogni fissato
0 < X < v, si ha in modo simile a quanto visto sopra,

glas) =—f(—s)+ u(/\(c — A7, (e — )\)715) = —f(=s)+w(\s), (7)

per ogni s > 0, ove si & posto o = (¢c+)/(c—\); si noti che 'uguaglianza precedente
e vera per ogni s >0 eogni 1 < a < . Per ogni 0 < 7 < 1 esiste un unico n tale
che 1 < "1 < f3; scegliamo poi o = 3"1. Vale allora (denotando s = art)

9(7) = 9(1) = g(7) — g(B"ra™")
=g(1) — g(ra™") = g(as) — g(s) = w(Ma),s) —w(l,s).
Si noti che « dipende da T, ma in ogni caso

A < t)| =:
OS] < max | Ju(e,0)] = o).

che non dipende da \. Quindi
l9(T) = g(1)| < 2wo(B7) — 0,

per 7 — 0. Questo dimostra che il limite per 7 — 0 esiste finito, e permette di
ricondursi al caso precedente.

Un esempio importante. Una funzione che soddisfa la (6), ma non é continua
nell’origine, &, per 3 > 1,

|
G(s) = sin (2#%) , s>0.

Definiamo (prendendo (3 = (¢ +v)/(c —v))

u(z,t) = G(x + ct) — G(ct — x);
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300. Equazione delle onde

questa u non deve soddisfare almeno una delle proprieta richieste sopra, altrimenti
contraddirebbe quanto detto. Quale?

6. [18/4/2007 (ex)I] Trovare la soluzione di

utt—c%m:o, z>ct,t >0,
u(ct,t) =t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,
e dimostrare che & unica.
SOLUZIONE
Si sa che deve valere
u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct).
Imponendo le condizioni iniziali e al contorno si ha
f@)+g(x)=0, x>0,
f(0)+g(2ect) =t, t>0.

Dunque, ponendo T = 2ct,

9(r) = —fO) + 5. T>0,
e
@)= —g@)=f0)~ 5. ©>0
Ne segue
Tz —ct T+ ct
u(e,t) = 0) - 2o o)+ TEL -
R.
u(z,t) =t, x>ct,t>0.

7. [18/4/2007 (ex)II] Trovare la soluzione di

utt—CQUM:O, x>ct,t >0,
u(ct,t) = 2t, t>0,
u(z,0) =0, x>0,

e dimostrare che ¢ unica.
R.
u(z,t) = 2t, x>ct,t>0.

8. [16/9/2008 (ex)I] Si dimostri che se u € C?(Q) soddisfa

U — Cuge =0,  (2,1) €Q,
ug(ct,t) =0, t>0,
ug(—ct, t) =0, t<0,
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allora u € costante in @, ove
Q={(z,t)| —co <t <oo,clt|] <z <o0}.

SOLUZIONE
Si sa che
u(z,t) = flz—ct) + gla +ct),

da cui

ug(,t) = f'(x = ct) + g'(x + ct),
ur(z,t) = —cf'(x — ct) + cg'(z + ct) .

Si noti che sia f che g sono calcolate sempre in argomenti non negativi. Dunque,
per le condizioni al contorno,

F(0)+¢(2ct)=0, t>0,
—cf'(—2ct) +cg’'(0) =0, t<O0.

Dalla prima di queste equazioni segue che g’ & costante, mentre dalla seconda segue
che anche f’ lo &; piu in particolare le due equazioni si possono combinare ottenendo

=g =~f

che implica che entrambe f' e ¢’ si annullino. Quindi f e g sono costanti e la tesi
e dimostrata.

9. [16/9/2008 (ex)II] Si dimostri che se u € C%(Q) soddisfa

utt_c2umv =0, ($7t) € Q)
ug(ct,t) =0, t>0,
Ug(—ct, t) =0, t<0,

allora u € costante in @, ove

Q={(z,t)| —co <t <oo,clt|] <z <o0}.

310. Formula di D’Alembert

1. [30/1/2003 (hw)I] Consideriamo la soluzione u di

utt—c2um:0, reR, t>0,
’LL(QZ‘,O) = u0($)7 reR,
ur(z,0) = uy(x), reR.
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310. Formula di D’Alembert

Assumiamo che ug = 0. Dimostrare che, se u; € integrabile in R, allora
esiste, per ogni fissato x,

lim u(z,t) = U,
t—o0
ove la costante U, € indipendente da .

SOLUZIONE
Per la formula di D’Alembert si ha

1 x+ct 1 —+o0
tli}rgo u(z,t) = tlgg) % / ui(s)ds = % ui(s)ds =: U .
r—ct —0o0

1
U = %/ul(:zr)d:r
R

2. [30/1/2003 (hw)I] a) Dare un esempio di dati up, uj, ciascuno non
identicamente nullo, tali che la soluzione di

utt—c2um:0, reR, t>0,
’LL(QZ‘,O) = u0($)7 reR,
u(z,0) = uq(z), r€R,

soddisfi

lim w(z,t) =0, per ogni x fissato.
t——+00

b) Dare un esempio di dati wug, u;, ciascuno non identicamente nullo, tali
che la soluzione del problema precedente soddisfi

lim w(z,t) =0, per ogni ¢t > 0 fissato.

r——+00

SOLUZIONE
a) Per semplicita imponiamo che le due parti della formula di D’Alembert

x+ct
1 1
Jy = E[uo(x—ct)—i-uo(:v—i-ct)], J2 =5 uy(s)ds,
r—ct
vadano ciascuna a zero. Dunque chiediamo
lim ug(s) = lim wo(s) =0,

§— 00 §——00

uy integrabile in R, con /ul(s) ds=0.
R
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310. Formula di D’Alembert

Per esempio
2 2
ug(s) =e~ %, ui(s) = se™ %, seR.

Oppure, eliminando la richiesta che ciascuna J; vada a zero, e chiedendo solo Jj +
Jo — 0, si puo prendere

ﬁ 82 _s2
UO(S)—%m, Ul(S):e 5 seER.

b) In questo caso basta chiedere

lim ug(s) =0, lim uq(s) =0.

§—00 §—00
Sotto queste ipotesi infatti e chiaro che J; — 0 se x — 0o, mentre

x+ct

1
|o] < — / |ui(s)] ds <t sup |ui| — 0, x — 00.
2szct [z—ct,x+ct]

3. [30/1/2003 (hw)I] PROBLEMA DELL'IMPULSO CONCENTRATO
Consideriamo la soluzione u. , del problema

utt—c2um:0, reR, t>0,
’LL(QZ‘,O) = u0($)7 reR,
u(z,0) = uq(z), r€R,

con i dati ug = 0 e ui(z) = f (), ove

1
20

feo(2) X(—eo)(®),  €>0.

Qui ¢ > 0 e fissato. Si scriva la soluzione e se ne calcoli il limite per € — 0,
per i vari valori di o. Si colleghino i vari comportamenti al valore di

ly = lim/fe,o(:n) dz.
e—0
R

Si discuta in particolare il caso in cui ¢, € (0, 00).
SOLUZIONE
Scriviamo la soluzione

x+ct

1 1
Ue,o (T, 1) = % / feo(s)ds =
x—ct

4ce®

|(x —ct,x + ct) N (—¢,¢)|,

ove |I| denota la lunghezza dell’intervallo I.
A) Se |x| > ct, si ha una e una sola delle due

r+ct>x—ct >0, r—ct<x+ct<0.
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Percio
(x—ct,x+ct)N(—e,e) =2

per € piccolo a sufficienza, e quindi

limou;._-,g(x,t) =0, |z] > ¢t > 0.
£E—

B) Se |x| = ct, si ha una e una sola delle due
r—ct=0, rz+ct=0.
Percio
|(x —ct,x + ct) N (—e,e)| =€,
per € piccolo a sufficienza, e
1-0o

€
Ueo(T,t) = P |x| = ct.

C) Se |x| < ct, si ha
r—ct<0<zx+ct,

da cui
(x —ct,z+ct) N (—e,e) = (—¢,¢e),

per € piccolo a sufficienza, e

E1—(7
Ue,o (T, 1) = PR |z| < et.
R.
0, |z| > ct,
;ii%us_,g(x,t) = %éa’v |z| = ct,
5o, |z < ct.

4. [28/6/2004 (ex)I] Determinare Ao > 0 in modo che per ogni A € (0, A\o)
valga

1
|u($,t)—1—t|gm, —o<r<oo,0<t<l,
ove
utt—CQUM:O, —co<zr<oo,0<t,
u(z,0) =1+ Asinzx, —o <z <oo,
ug(x,0) =1, —00 <z <.

5. [28/6/2004 (ex)II] Determinare Ao > 0 in modo che per ogni A € (0, \o)
valga

1
|u(x,t)—2—2t|§m, —o<r<00,0<t<2,
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ove
utt—62um:0, —co<r<oo,0<t,
2
u(z,0) =2+ Ae™™ | —oo <z <00,
ur(z,0) =2, —00 < <00.

6. [16/9/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:x, —oco<zT<oo,t>0,
u(xz,0) =0, —o <z <oo,
ut(z,0) =sinz, —00< T <00.

7. [16/9/2005 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—c2um:—cosa:, —oco<zr<oo,t>0,
u(z,0) = arctg z, —o <z <oo,
ut(z,0) =0, —00 < <00.

320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

1. [30/1/2003 (hw)I] Scrivere la soluzione del problema per la corda semi-
infinita

utt—62um:0, z>0,t>0,
u(x,0) =sinz, x>0,
ug(z,0) =0, x>0,
w(0,t) = ¢, t>0.

[Sugg.: passare all'incognita v = u — t.]
SOLUZIONE
La v = u — t soddisfa

Utt—CQ’UMC:O, z>0,t>0,
v(z,0) =sinz, x>0,
ve(z,0) = =1, x>0,
v(0,8) =0, £>0,
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e quindi coincide con la restrizione a x > 0 della soluzione espressa dalla formula
di D’Alembert con dati ottenuti per riflessione dispari:

vo(s) =sins, 01(s) = —sign(s), seER.

Dunque per z > 0

x+ct

1 1
v(z,t) = B [sin(z — ct) + sin(z + ct)] — % / sign(s) ds.
c
x—ct
L’ultimo integrale vale
x+ct
ian(s) d 2ct , T >ct,
sign(s)ds =
& 2z, T <ct.
x—ct
R.
0, x> ct,
u(x,t) = sin(x) cos(ct) +
(@) =sin(w)cos(et) + 4 "0

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante la formula di D’Alembert, la solu-
zione di

utt—c2um:0 O<zrz<7m,0<t<o0,
uz(0,t) = 0<t<oo,
Ug (T, ) = 0<t<oo,
u(m,O)zsmx O<z<m,
u(z,0) = cos(2z) , O<z<m.

Calcolare esplicitamente 'integrale che appare nella formula di D’Alembert.

SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo pari i dati intorno a © = 0 e a x = 7. La riflessione di
ug deve percio essere

up(s) = [sin s|, seR,
e quella di u; deve essere
u1(s) = cos(2s), seR.
Quindi
1 1 x+ct
u(z,t) = 3 [|sin(z — ct)| + |sin(z + ct)| | + % / cos(2s) ds.
c
r—ct
R. . 1
u(z,t) = 3 [|sin(z — ct)| + [sin(z + ct)| | + % cos(2x) sin(2ct) .
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3. [23/9/2003 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il proble-

ma
utt—62um:0, z>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = sinz?, x>0,
ug(x,0) =sinx, x>0.
SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo pari i due dati intorno a x = 0. Si ha subito per
Pestensione di ug:
p(s) = sin s, se€ER,
e per quella di uq:
ui(s) = Jsin s/, seR.

R. Perx > 0,t> 0 si ha

x+ct
1 1
u(z,t) = 3 [sin(z — ct)? + sin(z + t)?] + % / sin s|ds.

x—ct

4. [23/9/2003 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c%m:o, r<0,t>0,
u(0,8) =0, t>0),
u(z,0) = 2 arctg z, <0,
u(z,0) = cosz, x<0.

SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo dispari i due dati intorno a x = 0. Si ha subito per
Pestensione di ug:
up(s) = s arctg s, s€eR,
e per quella di uq:
u1(s) = —sign(s) cos s, seR.

R. Perx >0,t>0si ha

x+ct
1
[(z—ct)? arctg(z —ct) + (z +ct)? arctg(z + ct)] — % / sign(s) cossds.

N =

u(z,t) = p
x—ct
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5. [6/2/2004 (hw)I] Risolvere

utt—62um:0, O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
Ug(m,t) =0, 0<t,
u(x,O):st, O<z<m,
ut(x,O):sing, O<z<m.

o)~ S st e e (25) o (21

ove ug & la funzione di periodo 4m definita su R da

—cos g, 2r<r<—T,
ug(z) = ¢ sin g, —T<zr<T,
cos T<x<2T .

6. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la soluzione

di
utt—c2um:0, O<z<l1l,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
uz (1, t)—O, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<1,
u(z,0) =1—x, 0<z<l1.
SOLUZIONE
La soluzione é data da
atct
u(z,t) = %[ﬂo(x —ct) + up(z + ct)] + % / ui(s)ds,
et

con ug e uy trovati estendendo i dati iniziali per u e uy; in modo che si riflettano in
modo pari intorno a x = 0, x = 1. Si ottiene subito

uo(z) =1, —00 < T < 00,

u(z) =1— 2|, -l<z<1,
con U definita poi come funzione periodica di periodo 2 su (—00, 00).

R.

x+ct
1
u(z,t) =1+ % / dist(s, interi dispari) ds .

r—ct
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7. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—czum:(), O<ax<1,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =1 0<z<1,
ut(z,0) = sin(mzx), 0<z<l.
R. z+ct
u(x7 t) _ %[(_1)Int(mfct) + (_1)Int(z+ct)] + i / Sin(ws) ds.
x—ct

Qui Int x denota il massimo intero non superiore a x.

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

utt—CQUM:O, O<z,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(x,0) =z, 0<zx,
ug(z,0) = 22, 0<x.
SOLUZIONE
La soluzione si trova come restrizione a x > 0 della soluzione di
vtt—czvm:(), —xo<r<+4o0,0<t,
v(x,0) = vo(z), —00 < x < +00,
ve(z,0) = v1(z), —00 < x < +00,

ove vy e vy sono le estensioni dispari dei corrispondenti dati per u. Infatti deve
essere u(0,t) = 0. Si ha dunque

vo(x) =z, vi(x) = x|z|, —00 < T < 400.

Percio
x+ct x+ct

1 1 1
u(ac,t)zi[w—l—ct—i—:b—ct]—i—%/s|s|ds=x+%/s|s|ds,
r—ct

r—ct

perx >0,t>0.

9. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere con la formula di D’Alembert il problema

utt—CQUM:O, O<z,0<t,
uz(0,t) =0, 0<t,
u(z,0) = 23, 0<zx,
ug(2,0) = a2, 0<z.
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SOLUZIONE
La soluzione si trova come restrizione a x > 0 della soluzione di

Vit — gy =0, —oco<zr<+o0,0<t,
v(z,0) = vo(z), —00 < x < +00,
ve(z,0) = v1(z), —oo <z <400,

ove vg e v1 sono le estensioni pari dei corrispondenti dati per u. Infatti deve essere
uz(0,t) = 0. Si ha dunque

vo(x) = [z, vi(z) = a*, —00 <z < +00.
Percio
x+ct
u(z,t) = l[|:1c +ct]? 4 |z — ct]’] + 1 / stds
7 2 2c
x—ct
= l[|gc +t]P + )z —ct’] + i[(x +ct)® — (z — ct)?]
2 10¢ ’

perx >0,t>0.

10. [14/4/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c%m:o, O<z<m,0<t,
u(0,£) =0, 0<t,
u(m,t) =0, 0<t,
u(z,0) = cos(z?), O<z<m,
u(z,0) = sin(z) , O<z<m.

11. [14/4/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il
problema

utt—c2um:0, O<zr<m,0<t,
u.(0,t) =0, 0<t,
ug(m,t) =0, 0<t,
u(z,0) = cos(x), O<z<m,
ug(z,0) = sin(z?), O<z<m.
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12. [15/12/2005 (ex)I] Scrivere mediante la formula di D’Alembert la solu-
zione di

utt—CQUM:O, O<zx<l1,t>0,
u(z,0) = cosz, 0<zx<l1,
ug(z,0) = sin’ z, 0<zx<1,
up(0,8) =0, t>0),
u(l,t) =0, t>0.

13. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert,

utt—62um:0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = a3, O<z<m,
u(z,0) = sin(z + 1), O<z<m.

SOLUZIONE
I dati iniziali vanno riflessi in modo pari rispetto a x = 7, e dispari rispetto a x = 0.
Dunque, tali riflessioni saranno

3

x2, —Tm<r<T,
up(z) = ¢ (27 — )3, T<x<2m,
(=27 —z)3, 21 <z < -,
e
sin(z + 1), O<z<m,
_ —sin(—z + 1), —T<2x<0,
ui(z) =< .
sin(2r —x + 1), T<x<2m,
—sin(2r + 2 + 1), —2r<z<-—m,

ove si suppone poi, in entrambi i casi, che le funzioni siano prolungate su tutto R

come funzioni periodiche di periodo 4.
R.

x+ct
1. — 1 N
u(z,t) = 3 [to(z + ct) + uo(x — ct)] + % / ui(s)ds,
x—ct
ove
N( ) z3 , —_nrT<<r<m,
uo(z) =
0 sign(z)(2r — |z))®, 7 < |z| < 2m,
— sign(z) sin(|z| + 1), —T<z<mT,
ur(z) = 9 . :
sign(x) sin(—|z| + 1), T <|z| < 2m,

65



320. Formula di D’Alembert per problemi al contorno

e ugp, w1 sono poi prolungate come funzioni periodiche di periodo 47 su tutto R.

14. [20/4/2006 (ex)II] Risolvere, usando la formula di D’Alembert,

utt—02um:0, O<z<m,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cos(2 + ), O<z<m,
ug(z,0) = at, O<z<m.
R.
1 1 x+ct
u(x,t):5[%(3:4—@5)4—%(3:—@5)}—|—%/u~1(s)ds,
x—ct
ove
N cos(2 + |z|), —T<xr<m,
oy = etz 1)
—cos(2 —|z]), w<|z|<2m,
E/(x)— :104, —T<xr<T,
YT —en — 2]t w< o] <2,

e ugp, w1 sono poi prolungate come funzioni periodiche di periodo 47 su tutto R.

15. [6/7/2006 (ex)I] Determinare una condizione su ¢ > 0 che garantisca
che

1
[u(1,1) = o(1, 1] < 355 -
ove u e v risolvono
utt—c2um:0, vtt—c%m:O, z>0,t>0,
ug(0,8) = 0, vs(0,8) =0, £>0,
u(z,0) = cos 2?2, v(z,0) = cos(z? +¢), x>0,
ut(x,0) =0, v (x,0) =0, x>0.

SOLUZIONE
Le u e v si possono rappresentare mediante la formula di D’Alembert, usando i dati
iniziali riflessi in modo pari rispetto a x = 0:

up(r) = cosx?, reER,

oo(z) = cos(x? +¢), reR.

Per il teorema di dipendenza continua della soluzione dai dati iniziali, si ha

ju(e. ) = vl )] < sup () — ()

= sup |cosz® — cos(z” +¢)| < e sup [sinz| =¢.
z€ER zER
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100

16. [6/7/2006 (ex)II] Determinare una condizione su € > 0 che garantisca
che

1
1,1) —o(1,1)] < — |
u(1,1) — o(1,1)] < 7o
ove u e v risolvono
utt—c2um:0, vtt—c%m:O, z>0,t>0,

u.(0,t) =0, v.(0,t) =0, t>0,

u(z,0) = sinz? v(x,0) =sin(z? + ¢) , x>0,

ut(x,0) =0, vi(x,0) =0, x>0.
R.

P
S 100°

17. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere, usando la formula di D’Alembert, il pro-
blema

utt—c2um:O, l<ax,0<t,
ul‘(17t)207 O<t7
u(z,0) =z, 1<z,
uy(z,0) = cos(z?), l<z.
SOLUZIONE
Occorre riflettere in modo pari i dati intorno a x = 1. La riflessione di u(z,0) &
. T, z>1,
up(x) =
o) { 2—ux, r<l,
mentre quella di ui(z,0) &
~ cos(z?), x>1,
up(x) = )
cos((2 — x)7), <1,

La formula di D’Alembert quindi fornisce la soluzione

x+ct

u(z,t) = % {%(m +ct) + ug(z — ct)} + % / ui(s)ds,

xr—ct

per x > 1.
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%(I)_{x, x>1, {H(I)_{cos(xz)7 x>1,

2—z, r <1 cos((2 — z)?), r <1,

18. [15/12/2006 (ex)I] Trovare la soluzione di

utt—CQUM:O, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, O<z<m,
ut(x,0) =z, O<z<m,
usando la formula di D’Alembert.
SOLUZIONE
Occorre riflettere I dati iniziali in modo pari intorno a x = w, e in modo dispari

intorno a x = 0, prolungando poi su tutto R con periodicita 4w. Nel periodo
(=2m,27) le estensioni saranno date da:

» 1, —2r<z<0,
uo(z) =
1, 0<x<2m,
e da
— 27—, —2r<x < —m,
ui(z) =< x, —rT<z<m,
2T —x, T<x<2T.
R.
x+ct
1. — 1 —
u(x,t):§[u0(x+ct)+u0(x—ct)}+2—/ul(s)ds, O<z<m,t>0,
c
x—ct
ove
— 27T — =, —2r<x < —m,
N -1, —2r<ax<0, __
uo(z) = . 0< <o ui(z) =4 =, —r<z<m,
’ 7 2T —x, T<x<2T.

19. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c%m:o, z>0,t>0,
ug(0,¢) =1, t>0,
u(z,0) =z, x>0,
u(z,0) =z x>0.
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SOLUZIONE
Per ricondursi a un problema con condizioni al bordo omogenee introduciamo la
trasformazione

v(x,t) = u(z,t) —

Allora v risolve

Utt—c%m:O, z>0,t>0,
v,(0,8) =0, t>0,
v(z,0) =0, x>0,
ve(x,0) = x>0.

Per risolvere questo problema riflettiamolo in modo pari intorno a x = 0, cosicché
v risultera la restrizione a x > 0 della soluzione di

fl\)/tt—C25xx:0, IER,t>O,
5(%0):50(35)7 IER)
U(x,0) = 11 (2) reR.
I dati estesi sono
vo(z) =0, v1(x) = |z, r€R.

Quindi
x+ct

1
:—/|s|ds, re€R,t>0.
2c

x+ct
T+ xt, x> ct
x,t) —x—i——/ ds = ’
u 1 { ””Jrzztz, O<z<ct.

20. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—czumzo, z>0,t>0,
ug(0,t) = 2, t>0,
u(z,0) = 2z, x>0,
ut(z,0) =z x>0.
R.
1 e 2x + at > ct
X X X
) =2x 4+ — ds = ’
u(@,?) DY lsds = {2 —I—I+Ct2, O<z<ct.
x—ct
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21. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la formula di D’Alembert il pro-
blema

utt—c%m:o, z>0,t>0,
us(0,8) =0,  t>0,
u(z,0) =z, x>0,
ut(x,0) = x>0.

22. [20/9/2007 (ex)I] Scrivere mediante I'opportuna formula di rappresen-
tazione la soluzione di

utt—c%m:o, r<—1,t>0,
uy(—1,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, r< -1,
ug(x,0) = zsinz, xr < —1.
SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati iniziali in modo pari intorno a x = —1.
Si ottengono le estensioni
_ T, T < -1,
up(x) =
() {—2—96, z>—1,
e
. rsinx, r< -1,
ui(z) = .
(24 x)sin(2 +z), x>-1,

R. La soluzione &
x+ct

1. — 1 —
u(a:,t):g[uo(a:—l—ct)—l—uo(x—ct)]—0—2—/ul(s)ds, r<—1,t>0,
c
r—ct
ove
_ T, r<—1, _ rsinz, r<—1,
ug() = ur () = ,
—-2—-z, z>-1, 2+ z)sin(2+z), z>-1,

23. [28/3/2008 (ex)I] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione di

utt—c2um:0 O<x<m,t>0,
w(0,8) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(:z:,O):cosg, O<z<m,
ug(x,0) = 22, O<z<m.
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SOLUZIONE
Occorre riflettere i dati in modo dispari intorno a x = 0, e in modo pari intorno a

x = 7. Si ottiene per ug:

x
—cosi, —-T<z<0,
x
cosi, O<z<m,
uo(x) = 2T — x
cos 5 T<x<2m,
2t —x
— oS 5 2m < x < 37.

In modo simile si estende w;. Poi entrambi I dati si estendono a tutto R come

funzioni periodiche di periodo 4.
R.

1. — — 1 ~
u(z,t) = B [to(x + ct) + ug(x — ct)] + % ui(s)ds,
x—ct

ove ug e uy sono funzioni periodiche di periodo 4 tali che

x
—cos§7 —nm<x<0,
x
cos§, O<zx<m,
Uo(.I): T
—cos§7 T<z<2T,
x
cos§, 2r < x < 3m,
e
T(z) = x|z, —r<z<T,
! @2r — )27 — x|, T<x<3m.

24. [28/3/2008 (ex)II] Trovare con la formula di D’Alembert la soluzione
di

utt—c2um:0 0<az<g,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
( t) t>0,
3: T
0) = — O<z<—
u(z,0) 55 T <5,
ug(,0) = 22 0<:E<g.
R.
1 1 x+ct
u(x,t):5[%(x+ct)+%(x—ct)}+% / ui(s)ds,
x—ct
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ove ug e uy sono funzioni periodiche di periodo 4w tali che

2 Tex<0
—cos — ——<z
27 2 ’
x T
COSE’ O<x<§,
uo(z) = .z T
sm§, §<I<7T,
in - <z<3l
—sin — < —
27 27
’ || Tea<l
x|x ——<zr< =
o ’ 2 2’
ui(x) = T s
(m—x)|m — ], §<x<3§.

420. Applicazioni del principio di max a prb per eq. del calore

1. [16/9/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di
Ut — Ugy = 0 O<ax<1,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,

u(l,t) =1, t>0,
u(z,0) =z, 0<z<1,
soddisfa
tlirglo lu(z,t) — 1|10 = 0.

2. [16/9/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Up — Ugpy = 0, O<ze<2,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,
u(2,t) =3, t>0,

3
u($,0):§$, 0<z<2,
soddisfa
lim |u(z,t) — 3|t = 0.
t—o00

3. [15/12/2005 (ex)I] Determinare il massimo nel rettangolo =z € [0,7],
t € [0,77] della soluzione u di

Up — Ugy = 0, O<ax<m,0<t<T,
ug(m,t) =0, 0<t<T,

u(0,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) =cosz — 1, O<z<m.
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4. [7/4/2006 (ex)I] Determinare il massimo su Qr = [0,2] x [0,7] della
soluzione di

Up — Ugpy = —1, O<ar<2,0<t<T,
u(0,t) = —t, 0<t<T,

ug(2,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) =z, 0<z<2.

SOLUZIONE

Il massimo deve venire assunto su 0,Qr, per il principio di massimo. D’altronde
non pud venire raggiunto su x = 2 per t > 0 per il Lemma di Hopf.

Quindi

max ¢ = max ( max (—t), max x) = max(0,2) = 2.
Qr 0<t<T 0<a<2

maxu = 2.

5. [7/4/2006 (ex)II] Determinare il minimo su Qr = [0,1] x [0,7] della
soluzione di

Up — Ugy = 2, O<zr<l,0<t<T,
uz(0,t) =0, 0<t<T,
u(l,t) =3+, 0<t<T,
u(z,0) = 3z, 0<z<l.
R.
minu =0
Qr

6. [20/4/2006 (ex)I] La soluzione u di

Up — Ugy = 0, O<z<l1l,t>0,
u(O,t)ZO, t>07
u(l,t) =2, t>0,
8
u(x,0) = —arctgx, 0<z<l1,
v

soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(z,t) =ax+0, 0<z<l.

t—o0
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Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.
SOLUZIONE
Per determinare a e b studiamo il problema stazionario

_Umm(x) =0,
U©0) =0,
UQ) =2,

che ha come unica soluzione
U(x)=ar+b=2x, 0<z<1,
ossia a = 2, b = 0. Per dimostrare la relazione di limite, poniamo
v(z,t) = u(z,t) — U(x) = u(z,t) — 2z.
Allora v soddisfa

Vg — Uge =0, O<z<l1,t>0,
v(0,1) =0, t>0,
v(1,t) =0, t>0,
8
v(z,0) = —arctgx — 2z, 0<z<l1,
T

Confrontiamo v con la soprasoluzione
w(x,t) = Ce ‘cosx,
con C > 0 da scegliere. E immediato vedere che

Wt — Wy =0, O<z<l1l,t>0,
w(0,t) = Ce™ " >v(0,t) =0, t>0,
w(l,t) = Ce tcosl > wv(1,t) =0, t>0.
Infine g
w(xz,0) = Ccosz > Ccosl > v(x,0) = — arctgz — 2x,
T

se C' é scelta e.g.,

8
mecosl '
Dunque per questa scelta di C,
v=u—U<Ce tcosz, O<z<1,t>0.
Consideriamo poi la sottosoluzione
z(x,t) = —Coe " cosz,
con Cy > 0 da scegliere. La z soddisfa
2t — Zge =0, O<x<l1,t>0,
2(0,t) = —Coe™ " < v(0,t) =0, t>0,

2(1,t) = —Coe Fcos1 < v(1,t) =0, t>0.
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Infine 8
2(x,0) = —Cpcosz < —Cpcosl < wv(z,0) = — arctgx — 2z,
T
se Cy é scelta e.g.,
2
~cosl’
Dunque per le scelte di C e Cyy effettuate sopra,

—Coe teosw < u(w,t) —2x < Ce 'cosz, O0<z<1,t>0,

che dimostra la relazione di limite.
R.

7.[20/4/2006 (ex)II] La soluzione u di

Up — Uy = 0, O<zr<2,t>0,
U(O,t)zl, t>07
u(2,t):0, t>07

u(x,O)zcos(%:n), 0<z<2,
soddisfa per due opportune costanti a, b € R

lim u(z,t) =azx+0b, 0<z<2.

t—oo

Determinare a e b, e dimostrare questa relazione di limite.
R.

Up — Ugpy = 0, O<zx<m,t>0,
uz(0,¢) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(x,0) = (1 —x)?, O<z<m.
Dimostrare che
tli)lélou(m,t):O, O<z<m.

SOLUZIONE
Per il principio del massimo, u deve assumere i suoi minimi sulla frontiera parabolica

del dominio. Per il Lemma di Hopf, non puo tuttavia assumerli su

{r=0,t>0}.
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Ne segue che u > 0. Bastera dunque trovare un maggiorante di u che tenda a zero
per t — oo. Consideriamo per esempio

w(z,t) = Ce 10 cosz ,

che soddisfa
Wy — Wee = 0, O<z<m,t>0,
we(0,t) =0, t>0,
w(w,t):Ce_T%cosg>O, t>0,
T C
w(z,0) =Ccos— > —, O<zx<m.

Per il principio di massimo e il Lemma di Hopf applicati a w —w si ha w —u > 0

purché
w(z,0) > u(z,0),

il che si ottiene scegliendo per esempio

C =V2r?.

Quindi
0 < lim u(z,t) < lim w(x,t) =0.

t—o0 t—o0

9. [6/7/2006 (ex)II] Sia u la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = —ze”, O<z<m.
Dimostrare che
tllrglou(x,t)zo, O<z<m.

10. [20/9/2006 (ex)I] Sia u la soluzione di

Ut — Upy = 0, O<z<—=,t>0,
u(0,t) =1, t>0,
T
—,t>:2, £>0),
“(2
4
u(m,O):cosx—i-—x, O<z<—.
s 2
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Dimostrare che

2
limu(:z:,t)zl—l——a:, O<z<.

t—o00 T 2

SOLUZIONE
Consideriamo la nuova incognita

2
v(z,t) :u(x,t)—l——x
0
Questa soddisfa
Vi — VUge =0, O<z<=,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
T
—,t): , t>0,
”(2
2
v(x,()):cosx—l—l——x, O<z< ™.
T 2

Costruiamo un maggiorante di v che tenda a zero per t — oo. Consideriamo per
esempio
_t z
w(x,t) = Ce™ 1 cos 5

che soddisfa
Wy — Wy = 0, O<x<—-,t>0,
w(0,t) > 0=v(0,1), t>0,
T 0
T8 >0= —,t), £>0),
w(2 >> v 5 >
w(x,O):Ccosg, O<z<—

Si potra dunque invocare il principio di massimo per asserire che w > v se deter-
miniamo C' in modo che

w(x,0) > v(z,0), O<x<g.

Ma per tali x si ha, scegliendo per esempio C' = /2,

2 2 2
w(x,0) = Ccos = > £>—E>—:1:>cosx—1+ —z =v(z,0).
T

272 T

Troviamo poi una sottosoluzione

&

: x
2(z,t) = —Cpe™ T cos 3
Ragionando come sopra, si ottiene che v > z purché

2(z,0) < wv(zx,0), 0<,’E<g.
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Come sopra,

C 2
z(ac,O)z—Cocosg < —7% < —1§cos:v—1+;xzv(:v,0),

di nuovo scegliendo Cy = /2. Dunque
2
—V2e % cos = <u(z,t)—1— 22 <V2e i cos = ,
2 us 2
e per t — oo si ha la tesi.

11. [20/9/2007 (ex)I] Si considerino le soluzioni dei due problemi

Ut — Ulzy = 0, Ut — U2gy = 0, O<x<L,t>0,
u1z(0,t) =0, u2,(0,t) =0, t>0,
ulx(L,t) =0, UQ(L,t) =0, t>0,
ui(z,0) = up(z), ug(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove ug € C([0,L]), ug > 0, up # 0, up(0) = uo(L) = 0.
Dimostrare che vale una delle due disuguaglianze:

up(z,t) > ug(x,t), perogni 0 <z < L, t >0,

oppure
up(z,t) < ug(x,t), perogni 0 <z < L, t> 0.

SOLUZIONE
Consideriamo la funzione

v(x,t) = ur(x,t) — u(x,t),

che soddisfa
Vg — VUgee = 0, O<z<L,t>0,
v,(0,8) =0, t>0,
vz(L;t) = _UZI(Lat)v t>0,
v(z,0) =0, O<z<L.

Per il lemma di Hopf, il minimo di v non puo essere assunto su x = 0, t > 0.
D’altronde, su x = L, t > 0, uy raggiunge il suo valore minimo us = 0, e dunque,
ancora per il lemma di Hopf, us, < 0. Quindi

Vg (L, t) = —ugz(L,t) >0, t>0,

e v non puo assumere minimi su x = L, t > 0.
Percio per il principio di minimo, il minimo di v é assunto su t = 0, ossia v > 0.
R.

up(z,t) > ua(x, t), perogni0 <z <L, t>0.
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12.[14/12/2007 (ex)I] Trovare la condizione necessaria e sufficiente su L > 0
perché la soluzione del problema

Up — Ugy = U, O<ax<L,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =L —x, 0O<z<L,
soddisfi
thmu(m t)=0, 0<z<L.
SOLUZIONE

Consideriamo la funzione

che soddisfa
Vg — :0, O<z<L,t>0,
(,t) , t>0,
v(L,t) = 0, t>0,
v(z,0) =L — 0<z<L.

Per riflessione pari, la v pud essere considerata come la restrizione a 0 < z < L
della soluzione di

Wy — Wy =0, —L<x<L,t>0,
w(=L,t) =0, t>0,

w(L,t) =0, t>0,

w(z,0) =L — |z, —-L<z<L.

La w ha la rappresentazione

> . x+ L
= Zan(t) sin (mr 5T ) ,
n=1
ove le a,, sono determinate da
n?n?
O[;L + man = 0,
1 T L
an(0) =y, = I /( |]) sin (m‘r 2+L )dx
—L

Quindi

Quindi, per 0 <z < L, t >0

1) = t) el (
u(z,t) = elw(x, ZW iz )tsin (nr 5T
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Si noti anche che vale vy # 0. Quindi tutti i termini della serie tendono a 0 per

t — oo se e solo se 5 o

n-m

1 _
<z

n=1.

o 3

13. [28/3/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

up — Dugy = ax, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,

ove a, b sono costanti positive.
Si dimostri che
lim u(x,t) = w(z), 0<z<L,

t—o0

e si identifichi la funzione w.
SOLUZIONE
Se il limite w esiste é ragionevole supporre che soddisfi

—Dw,(2) = az, w(0)=0, w(L)=b,

che ammette 'unica soluzione

Consideriamo quindi la funzione

v(z,t) = u(z, t) —w(z),

che soddisfa
vy — Dvg, =0, O<z<L,t>0,
v(0,t) =0, t>0,
v(L,t) =0, t>0,

v(z,0) =1—-w(z), O<z<L.

Vogliamo dimostrare che
lim v(x,t) =0.
t—o0

Troviamo una soprasoluzione per v; la funzione

x2_42
w(x,t) = ke 1622

COSs (ﬁx)
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€ una soluzione dell’equazione del calore che soddisfa
w(0,t) ,w(L,t) > 0.

Per dimostrare che v < w, in virtu del principio di massimo, basta quindi scegliere

k come segue:
al? k
0)<14b+—7=—
v(z,0) <1+b+ 6D~ 3

In modo simile si dimostra che v > —w (per la stessa scelta di k). Dato che

= minw(z,0).

lim w(x,t) =0,

t—oo
segue la tesi.
R. .
w(x) = 7% + %x(L2 —z%)

14. [28/3/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — DUy, = a, O<ax<L,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<L,

ove a, b sono costanti positive.

Si dimostri che
lim u(x,t) = w(z), 0<z<L,
t—o0

e si identifichi la funzione w.

R.

w(x)=b+ Ex(L—x).

15. [18/4/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dy, = a — u, O<ax<m,t>0,
up(0,1) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,

ha limite

tlim u(z, t) = w(z),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.
SOLUZIONE
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Se w esiste é ragionevole supporre che risolva il problema ai limiti
—Dwyr = a—w, wy(0) = wy(m) =0.
La e.d.o. ha integrale generale
w(x) = kieVp + kse VP +a.
Imponendo le condizioni al bordo si ottiene k1 = 0, ko = 0, cioe
w(z) = a, O<z<m.
Allora cambiamo variabile, in modo che la nuova incognita
v(z,t) = u(z,t) — a,

che dovrebbe tendere a 0 per t — oo, risolva

vy — Dy, = —v, O<zx<m,t>0,
v:(0,8) =0, t>0,
vg(m,t) =0, t>0,
v(z,0) = cosz — a, O<z<m.

In considerazione della forma che ha assunto I’e.d.p., operiamo la nuova trasforma-

zione di variabili
w(x,t) = e'v(z,t),

che da
wy — Dwg, =0, O<zx<m,t>0,
wy(0,8) =0, t>0,
wE(ﬂ-vt):Ov t>0,
w(z,0) =cosz — a, O<z<m.

Per il principio di massimo e per il lemma di Hopf
—l-a<w(xt)<l-a.

Dunque
o(z,t) < (1+a)e™,

e pertanto v(z,t) — 0 se t — oo.
R.

16. [18/4/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u del problema

U — Dy, = a0 — u, O<ax<m,t>0,
up(0,1) = 0, t>0),
u(m, t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,
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ha limite
tlim u(z,t) = w(z),

e calcolare w(x). Qui @ > 0 & una costante.

W(I):—ﬁ(€%+€7%)+a, O<z<m.

17. [14/7/2008 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema

up — Dugr = a, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
soddisfa
0<u(z,1)<a+bd, O<xz< L.

Qui a, b, L sono costanti positive.

SOLUZIONE

Per il principio del massimo, la u deve assumere il minimo sulla frontiera parabolica
del dominio, e quindi segue subito che

u(z,t) >0, O<z<L,t>0.

Inoltre, consideriamo la soprasoluzione

v(z,t) =at+b.
La w = v — u soddisfa
wy — Dwg, =0, O<z<L,t>0,
w(0,t) =at+b>0, t>0,
u(L,t) =at >0, t>0,
u(z,0)=b2>0, 0<zx< L,

e quindi, sempre per il principio di massimo, w > 0, ossia

u(z,t) < a-+bt, O0<x<L,t>0.

18. [14/7/2008 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

U — Dy, = at, O<x<L,t>0,
u(0,t) = b, t>0,
u(L,t) =b, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L,
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soddisfa

0<u(z,1) < =+0b, O<xz< L.

N

Qui a, b, L sono costanti positive.

430. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

1. [1/4/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione u del problema per l'equazione
di Laplace

Ugz + Uyy = 0, O<zr<l,0<y<1,
u(0,y) =0, 0<y<1,
u(l,y) =e¥ —ye, O<y<1,
u(z,0) =z, 0<z<l1,
u(z,1) =0, 0<z<l.

Determinare una costante ¢ € (0,1) tale che

<1 1) <
ul =, = c.
2°2) —
(Sugg. Usare una soprasoluzione v per il problema risolto da u.)
SOLUZIONE
La stima 11
u(3:3) <1

segue subito dal principio di massimo forte. Tuttavia non soddisfa il quesito.
Consideriamo allora la funzione

’U(l‘,y) =z

che é una soprasoluzione del problema: infatti

Uz + Vyy = 0, 0<zx<l,0<y<1,
v(0,y) =0 =u(0,y), 0<y<l,
v(l,y)=12>eY —ye=u(l,y), O<y<1,

v(x,0) =z = u(z,0), 0<zx<l,
v(z,1) =2 >0=u(zx,1), 0<z<l1.

Quindi

u(l 1)<U(1 1)_1<1
2°2) = \2"2/) " 2 ’
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2. [6/7/2006 (ex)I] Dimostrare che u > v in 2 = (0,7) x (0,7), ove u e v
risolvono rispettivamente

Au=-1, Av=0, O<r<m,0<y<m,
u(0,y) =0, U(O,y):O O<y<m,
ug(m,y) =0, o(m,y) = O<y<m,
u(z,0) =z, v(x,0) =sinx, O<z<m,
u(z, ) =2z, v(x,m) =2sinz, O<z<m.
SOLUZIONE

Osserviamo che Aw < 0 in (2. Dunque u assume i suoi minimi sulla frontiera 02,
ma, per il Lemma di Hopf, non sul lato

{z=m,0<y<n}.

Percio u > 0 in 2.
Consideriamo poi la funzione w = u — v, che soddisfa

Aw=-1<0, I<zr<m,0<y<m,
w(0,y) =0, O<y<m,
w(m,y) =u(m,y) >0, O<y<m,
w(z,0) =z —sinz >0, O<z<m,
w(x,7m) =2z —2sinz >0, O<zx<m.

Per il principio di massimo segue che w > 0 in 2.

3. [6/7/2006 (ex)II] Dimostrare che u < v in 2 = (0,7) x (0,7), ove u e v
risolvono rispettivamente

Au=2, Av =0, O<zr<m,0<y<m,
u(0,y) = —vy, v(0,y) = —siny, O<y<m,
u(my) =—y*,  o(my) =—(siny)?, O0<y<m,
u(xz,0) =0, v(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, v(z,m) =0, O<z<m.

4. [15/12/2006 (ex)I] Trovare il massimo su @ della soluzione u di

Au=m, in Q,

u(z,y) = cosx, suz?+2y% =1,

2 2

. X Yy
e JR— —:1
U($,y) smy, sSu 4 + 9 )

ove
2 2 2y
Q:{(x,y)|x +2y >17Z+§<1}'

85



480. Applicazioni del principio di max a prb per eq. di Laplace

SOLUZIONE
Per il principio di massimo, il massimo di u su ) é assunto sulla frontiera 0Q), cioé
su una delle due ellissi

2 2
Fy: x2—|—2y2:1, Es : x——l—y—:l.
4 9
Su Ey, u assume tutti e soli i valori in [cos 1, 1] (perché —1 < x < 1 su Ey). Dunque
maxu = 1.
E

Dato che u = siny < 1 su Fj, segue che

maxu = 1
Q
R.
maxu = 1
Q

5. [18/4/2007 (ex)I] Trovare tuttii punti di massimo assoluto della soluzione
di

2
Au =10, inQ:{%<m2+y2<W2},
2
. 2 2 T
u(x,y)—smy, x +y 167
0
8—Z(x,y):0, 2?4yt =n2.

SOLUZIONE

Per il principio di massimo forte i punti di massimo sono assunti solo sulla frontiera
(poiché il dominio & connesso e la u non é costante). Inoltre, per il Lemma di Hopf,
non possono essere assunti sulla circonferenza esterna x* + y? = 72. Dunque sono
assunti solo su x? + y? = w2/16. Ma su questa curva

. s T
uley) =siny,  —7 <y,
e dunque
maxu:u(O E) = i
2 42
R.

6. [18/4/2007 (ex)II] Trovare tuttiipunti di minimo assoluto della soluzione

di
Au=-1, in 2={1<a2?+y* <4},
u(w,y):cos%y, $2+y2:47
)
a—Z(az,y)zm 2y’ =1
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(0,-2),(0,2)

1

ove u(0,£2) .
V2

7. [12/7/2007 (ex)I] Dimostrare che la soluzione del problema

Au=0, O<r<2,0<y<1,
u(0,y) =0, 0<y<l,
u(2,y) =2y, 0<y<1,
72

u(m,l)—;, 0<zx<2,

uy(z,0) =0, 0<zx<2,
soddisfa

u(l,y) <1, 0<y<l1.
SOLUZIONE
Consideriamo la soprasoluzione
w(z,y) =x.

La v = w — u soddisfa

Dunque, per il principio del massimo forte e per il lemma di Hopf la v ha minimo

l<xr<2,0<y<1,
0<y<l1,
O<y<1,
0<r<?2,
O<z<2.

(non essendo costante) solo sulla frontiera x = 0, e percio

v(z,y) >0,

Ne segue che

u(lvy) < w(lvy) =1,

O<z<2,0<y<l.

O0<y<l.

8. [12/7/2007 (ex)II] Dimostrare che la soluzione del problema

Au=0,
u(0,y) =0,
uz(2,y) =0,

x

1) =—
u(f]}', ) 27
u(z,0) =0,

0<x<2,0<y<1,
O<y<1,
O<y<1,

O<xr<2,

O<xr<2,
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soddisfa ) .
u(m,§><§, O<er<?2.

SOLUZIONE
Consideriamo la soprasoluzione

w(z,y) =vy.
La v = w — u soddisfa

Av=0, 0<zr<2,0<y<1,

v(0,y) >0, O<y<1,
v:(2,y) =0, O<y<l1,
v(z,1) >0, 0<z<2,
v(z,0) =0, 0<z<2.

Dunque, per il principio del massimo forte e per il lemma di Hopf la v ha minimo
(non essendo costante) solo sulla frontiera y = 0, e percio

v(z,y) >0, 0<r<2,0<y<l.
Ne segue che
1
u(x,§)<w(x,2):—, O<xr<2.

9. [18/4/2008 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

Au:o) in Q,
2 2
u(x,y) = arctg(\x]?’), su % + % =1,
ou 22 2
- _ Yy
8V($7y) 07 su 1 + 9 ,
ove v ¢ la normale esterna a 0f2, e
22 42
(z,y) | T+

Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di w in £2.

SOLUZIONE

Per il principio di massimo, i punti di massimo e di minimo devono essere assunti
sulla frontiera di 2. Per il lemma di Hopf, i punti di estremo non possono essere
assunti sulla curva

2 2
€T Y
— 4+ == =4.
4 9
Si tratta quindi di trovare i punti di massimo e di minimo di u su
2 2
x
S A
4 9
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Poiché la funzione s — arctg s € crescente per s > 0, dobbiamo solo trovare i punti
ove |x| & massimo o minimo.

R.

maxu = u(2,0) = u(—2,0) = arctg 8,
7}

minu = u(0,3) = u(0,-3) =0.
7}

10. [18/4/2008 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in {2,
1 JE2 y2
u(z,y) = ) su—+-—=1,
@9) =157 19
ou 22y
—_ - — =4
5, (©¥) =0, su -+ 5 =4,
ove v ¢ la normale esterna a 0f2, e
22 2
Q:{ , 1< — —<4}.
(z,y) | 71t

Trovare tutti i punti di massimo e di minimo di w in £2.
R.

maxu = u(2,0) =u(-2,0) =1,

[7]

1
minu = u(0,3) = u(0,-3) = -.
[P 4

11. [14/7/2008 (ex)I] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({x?+y* >
1}) del seguente problema:

Au:(\/x2+y2)_a, vz +y2>1,
Vu(z,y) - v=0, vVt +y?=1,

ove v ¢ la normale a /22 + 92 =1, e a > 0 & assegnata ad arbitrio.
Si dimostri che

lim  wu(z,y) =o0.
$2+y2—>00

SOLUZIONE
Passando a coordinate radiali

v(r, @) = u(rcosp,rsin ), r>0,p¢€ (—mm),
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il problema diviene

Upp + —0p =177 % r>1,
r
v(1) =0, r=1.
Si ha dunque
0
E(rvr) e r>1,

da cui, assumendo per ora o # 2,

T

rup(r) = /p’““ dp =

1

ret2 1

2—«

Dividendo per r e integrando si ha

o 1 1
sTotl g~

v(r) —o(l) = /7&9.

2—«

Si vede subito che 'ultimo integrale tende a +00 se r — o0, il che prova la tesi.
Se poi a = 2, si ha come sopra

3]
—(rvy) =r T =71 r>1,

or

da cul,
T

roy(r) :/p_ldpzlnr.
1

Dividendo per r e integrando si ha

Ins

o(r) —v(1) _]—ds.
1

S

Anche quest’integrale diverge per r — oc.

12. [14/7/2008 (ex)II] Si considerino le soluzioni (radiali) u € C?({x?+y? >
1}) del seguente problema:

Au= (Va2+y2)", Va2+y?>2,
Vu(x,y)-I/:O, \/33‘2+y2:2,
ove v ¢ la normale a /22 + 92 = 2, e a < 0 & assegnata ad arbitrio.

Si dimostri che

lim  wu(z,y) =o0.
$2+y2—>00
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470. Semplici problemi al contorno per 1’equazione del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] a) Dimostrare, usando il principio del massimo, che la
soluzione di

Up — Ugy = cos(xt), 0<x<10,0<t
u(z,0) =0, 0<z<10,
u(0,t) =0, 0<t,

u(10,t) =0, 0<t,

soddisfa |u(x,t)| < t.

b) Mostrare anche che la soluzione non puo essere di classe C*! fino sulla
frontiera parabolica.

SOLUZIONE

a) Sev =wu—t allora vy — vz, <0, e v <0 sulla frontiera parabolica. Quindi v <0
nel rettangolo. In modo simmetrico si procede con w = u + t.

b) Per esempio in (0,0), si dovrebbe altrimenti avere u; = 0, u,, = 0, a causa dei
dati assegnati, ma questo contrasta con u; — Uz, = cos0 = 1.

2. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Uypy =0, O<x<L,0<t
u(z,0) =z, 0<z<L,
u(0,8) =0, 0<t,

WL, t)=M, 0<t,

con M > L, soddisfa 0 < u;(0,t) < M/L (si supponga che u sia di classe
C! fino su x = 0).

SOLUZIONE

Per il principio del massimo, u > 0. Dunque i punti su x = 0 sono punti di minimo,
e percio u,(0,t) > 0.

Si consideri poi la funzione v =u — Mz /L. Si noti che v; — vy, =0, e v < 0 sulla
frontiera parabolica. Dunque per il principio del massimo, v < 0 nel rettangolo;
ma v(0,t) =0, e segue come sopra che v,(0,t) < 0.

3. [17/2/2003 (hw)I] Una piastra a pareti piane e parallele x =0, z = L, ¢
all'istante iniziale ¢ = 0 a temperatura u(z,0) = ¢(L — z), per 0 < z < L.
Possiamo assumere simmetria piana.

La parete x = 0 e adiabatica, quella x = L ¢ mantenuta a temperatura
nulla.

Trovare una stima per u(z,t) per tempi grandi, e dare dei valori di L per
cui il valore di u(0,t) cala almeno del 50% nell’intervallo di tempo (0,1).
SOLUZIONE

Considerare il problema 2Hﬁesso in modo pari su —L < x < L. Qui usare la
soprasoluzione v = cLe™% t cos(aux), con o = 7/(2L).
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Si vuole avere u(0,1) < cLe=®" < u(0,0)/2 = cL/2, ossia L < 7/(2v/In2).

4. [16/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Up — Ugy = 0, —Z<x<%,0<t<oo,
u(—%,t):l, 0<t,
u(%,t) =1, 0<t,
u(z,0) = el*l=1 | —%<x<%,

allora per ogni = € (—m/4,7/4) fissato

lim w(z,t) =1.

t—o0

SOLUZIONE
Per il principio di massimo u < 1 (infatti il dato iniziale & un esponenziale con
esponente non positivo). Bastera quindi dimostrare che u > v con

~ — _r il
tlggov(x,t)—l, 1 <*<7- (1)

Scegliamo
v(z,t) =1—Ce ‘cosz,

con C' > 0 da scegliere cosicché (1) & senz’altro verificata. Valgono

Vg — Vge = 0, —£<x<g,0<t,
v(—%,t)zl—%etgu(—%,t)zl, 0<t,

v(%,t):l—%eftgu(g, ):1, 0<t,

U(:C,O)zl—Ccos:vgl—%ge_zSu(:v,O), —%<x<g,

se C > +/2(1 —e~™/*). Quindi u > v per il principio di massimo.

5. [16/4/2003 (ex)II] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0, 0<x<g,0<t<oo,
u(0,t) =3, 0<t,
7r
—,t):3, 0<t,
o2 <
7r T
u($,0)—3—:17<:17—§>, 0<x<§,

allora per ogni z € (0,7/2) fissato

lim u(x,t) =3.

t—o0
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

SOLUZIONE
Definiamo w = u — 3. La tesi equivale allora a

tlim w(z,t) =0.
Inoltre
T
Wy — Wy =0, 0<$<§,0<t<00,
w(0,t) =0, 0<t,
T
—,t):o, 0<t,
w(2
w(x,O)z—x(:v—g)ZO, O<:1c<g7

e quindi w > 0 per il principio di massimo. Basta dunque dimostrare che w < v
con -
lim v(z,t) =0, O<z<—. (1)

t—oo 2
Scegliamo

v(z,t) = Ce™ 7 cos ; ,

con C > 0 da scegliere, cosicché (1) é senz’altro verificata. Valgono

Vg — Uge =0, O<x<g,0<t,
v(0,t) = Ce™" > w(0,1), 0<t,
(Wt) C ot > (Wt) 0<t
v = = —e€ -
2’ \/5 —w 2’ ) )
2
v(x,O)_Ocong%le—zw(x,O), O<x<g,

se C' > /272 /16. Quindi w < v per il principio di massimo.

6. [30/6/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<zxz<m,0<t <00,
u(O,t):e_%, 0<t<oo,
u(ﬂ,t):e_%, 0<t<oo,

u(z,0) =1+sinx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, ) fissato

lim u(x,t) =0.
t—o0
SOLUZIONE
E chiaro che uw > 0 per il principio di massimo. Cerchiamo una soprasoluzione nella
forma "
v(z,t) = Ce™ 2 sin (— —l—a) ,
(z,1) 7
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

con C >0 e« >0 tale che

—ta<7T—0,
V2
per esempio prendendo a = 7/1000. Vale
Vp — Vg =0, O<z<m,t>0,
v(0,t) = Ce % sina > u(0,1), t>0,
t 7T
v(m,t :Ce_fsin(——i—a)Zuw,t, t>0,
(m,t) 7 (m,t)
x
v(x,0 :Csin(——l—a)zux,o, O<zr<m,
(x,0) 7 (x,0)

ove (3), (4) valgono perché per (1)

T
Csin(——i—a) >(Csina>1,
V2

pur di scegliere C' in modo opportuno. Infine (5) vale per ogni 0 < x < 7 perché

Csin(i—i—a) > Csina > 2 > u(z,0),

V2

ancora scegliendo C' abbastanza grande (per esempio C' = 2/sina).
Per il principio di massimo dunque v > u, e percio

0< tlim u(z,t) < lim v(z,t) =0.

t—o0

7. [30/6/2003 (ex)II] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<zx<m,0<t <00,
u(O,t)zZe_é, 0<t<oo,
u(m,t) =2e" 3, 0<t<oo,
u(z,0) =2 +sinx, O<z<m,

allora per ogni x € (0, ) fissato

lim u(z,t) =0.

t—oo

8. [23/9/2003 (ex)I] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Ugy = 0, O0<x<bh,0<t <00,
u(0,t) =0, 0<t<oo,
ug(5,t) =0, 0<t<oo,

u(z,0) =25~ (x —5)%, 0<z<5,
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

soddisfa per ogni x € (0,5), a > 0 fissati
lim u(z,t)t* =0.
t—o0

SOLUZIONE
Prima di tutto osserviamo che u > 0 per il principio di massimo e per quello di
Hopf. Consideriamo poi la v, riflessione pari intorno a x = 5 di u, che soddisfa

Vg — Vgy = 0, 0<xr<10,0<t <00,
v(0,t) =0, 0<t<oo,
v(10,t) =0, 0<t<oo,

v(r,0) =25 (x—5)%, 0<x<10.
Usiamo una soprasoluzione per mostrare che v (e quindi u) decade esponenzialmen-
te. Sia

71,2
w(:v,t)zCe_Wtsin(%x—i—g), 0<z<10,t>0,

con C > 0 da scegliere. E chiaro che w & una soluzione dell’equazione del calore
con w > 0. Quindi é una soprasoluzione del problema per v se per 0 < z < 10

w(z,0) = C'sin (%x—l— g) > C'sin (%) - % > 25 > u(x,0),

ossia se per esempio C' = 25v/2. Dunque

2
0< tlggo tu(x,t) < tlggo t*251/2e~ %00t sin (;—0:17 + g) =0.

9. [23/9/2003 (ex)II] Dimostrare che la soluzione u di

Ut — Ugy = 0 —g<x<0,0<t<oo,
u(—%,t)zO, 0<t<oo,
uz(0,¢) =0, 0<t< oo,
2
-T2 T
u(a;,O)—4 x“, 2<x<0,

soddisfa per ogni x € (—7/2,0), o > 0 fissati
lim u(z,t)t* =0.
t—o0
SOLUZIONE
Prima di tutto osserviamo che u > 0 per il principio di massimo e per quello di
Hopf. Consideriamo poi la v, riflessione pari intorno a x = 0 di u, che soddisfa

T T
Vg — Ve = 0, _§<$<§,O<t<()0,
v(—g,t):O, 0<t<oo,
v(g,t):(), 0<t<oo,
(z,0) g Tea<l
v(z,0) = — —=x ——<r< <.
’ 4 ’ 2 2
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

Usiamo una soprasoluzione per mostrare che v (e quindi u) decade esponenzialmen-

te. Sia - -

w(x,t) = Ce ‘cosx, —§<x<§,t>0,
con C' > 0 da scegliere. E chiaro che w & una soluzione dell ‘’equazione del calore
con w =0 se x = +7/2. Quindi é una soprasoluzione del problema per v se per

x| < /2
2
w(z,0) = Ccosx > i — 2% =v(z,0).

Poiché w = v = 0 in (—7/2,0), e le due funzioni sono pari, bastera per esempio
verificare che in —m/2 < x < 0 valga

wy(x,0) = —=C'sinz = Clsinz| > —2z = 2|z| = vy(z,0).

Cioé bastera definire

. ’
SID.I‘

C =2 sup
(—%,0)

in vista del fatto che tale sup é finito, come noto. Dunque

0< tlim t®u(z,t) < lim t*Ce tcosz =0.
—00

t—o0

10. [31/3/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Ugy = 0, O<z<l1,0<t,
up(0,1) =0, t>0),

u(l,t) =, t>0,

u(z,0) =z, 0<zx<l1,

soddisfa
lim sup |u(z,t) —x| =0.
=00 g<z<l

11. [31/3/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione di

Ut — Uge = 0 O<zr<l,0<t,
u(0,t) =5, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

uw(z,0) =2 +5, O<z<l1,

soddisfa
lim sup |u(z,t)—5]=0.
t—00 g<z<l
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

12. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

ULt — Ulge = 4, Ut — Ugy = U, o<z <m,
u1(0,t) =0, u2,(0,t) =0, t>0,
up(m,t) =0, Uy (m,t) =0, t>0,
ui(z,0) =sinx, ug(x,0) = cosx, O<z<m.

Dimostrare che per ogni fissato 0 < x < 7 esiste un t, tale che
ui(z,t) > ua(z,t), per ogni t > t,.

SOLUZIONE
Le soluzioni u; si trovano per separazione delle variabili: tentando con uw; =
T, (t)sinx si ottiene per Ty il problema

T+ Ty =4Ty, Ty(0)=1,

ossia
Ty (t) = €3, t>0.

Tentando con ugy = T(t) cos x si ottiene per Ty il problema
T+ Ty =3Ty, Th(0)=1,

ossia
Ty(t) = e, t>0.

Dunque la disuguaglianza richiesta si riduce a
eSsinz > e* cosx,

che & ovvia per ogni t > t, =0 se 7/2 < & < 7, mentre richiede

cos
t > t, = max <O,ln I),

sinx

se0 <z <m/2.
R.
0, m/2<x <,

sin x

ty = s
max (O,lnc"bw), O<zx<m/2.

13. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo le soluzioni u; e ug di

u T
ult_ulx:c:5u7 u2t_u2xx:§7 O<£<§,
u1,(0,¢) =0, uz(0,t) =0, t>0,
T T
Ul(g,t)zo, U2x<§,t>:0, t>0,
ui(x,0) = cosx, ug(x,0) =sinz, 0<z< g
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Dimostrare che per ogni fissato 0 < x < 7/2 esiste un t, tale che

up(z,t) > ug(z,t), per ogni t > t,.

9 .
tr = max <O, —In Smx) .
9 cosx

14. [14/4/2005 (ex)I] Trovare il limite

lim wu(z,t),
t—o0
ove u risolve il problema
Ut — Uy = 0, O<z<l1,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(l,t) =1, 0<t,
u(z,0) = 22, 0<z<l1.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

15. [14/4/2005 (ex)II] Trovare il limite

Jim o),
ove u risolve il problema
Ut — Ugy = 0, O<zr<2,0<t,
u(0,t) =, 0<t,
u(2,t):g, 0<t,
3
u(m,O):W(l—E), 0<z<2.

[Suggerimento: ridursi a un problema con dati omogenei al contorno.]

16. [18/4/2007 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Ut — Uy = U, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(x), O<z<m,

e Dimostrare che la soluzione & limitata su (0, 7) x (0, c0), per ogni scelta
del dato ugp € C([0, 7]).
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470. Semplici problemi al contorno per l’equazione del calore

e Trovare un dato ug € C'([0, 7)), con uy # 0, tale che

lim u(x,t) =0, O<z<m.

t—o00

SOLUZIONE
Introduciamo la nuova incognita

v(z,t) = e tu(a,t).

Si verifica subito che v risolve

Vg — Uy =0, O<zx<m,t>0,
v(0,8) =0, t>0),
v(m,t) =0, t>0,
v(z,0) = ug(x), O<z<m,
Percio -
v(x,t) = Z e sin(nx) ,
n=1
con
2 r .
ap = — /uo(:v) sin(nz) dx .
i
Quindi

u(z,t) = Z et sin(nx) ,

n=1

per cui, per esempio, pert > 1,

oo oo
u(x,t)] < sup|a el < 2maxlu el — .
e )] € sl 367 < 2maug] 30 61 =

n=1 n=1

Si ha inoltre
lim u(z,t) = aj sinx.
t—o0

Per avere limite nullo, ossia oy = 0, basta scegliere ad esempio ug(x) = sin(2z).
Per 'usuale relazione di ortogonalita si ha allora, infatti,

K

2
ap == /sin(2:v) sinzdr =0.
T
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

17. [18/4/2007 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

Up — Ugpy = 2U, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(z), O<z<m.

Trovare

1. un esempio di dato iniziale ug € C'(]0,7]) per cui la soluzione diviene
illimitata per ¢ — oo;

2. un esempio di dato iniziale uy € C([0,7]), ug Z 0, per cui la soluzione
rimane limitata su (0,7) x (0, 00).

480. Semplici problemi al contorno per 1’equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Considerare la soluzione u di

Ugz + Uyy = 0, O<zrz<m,0<y<1,
u(0,y) =0, 0<y<1,
u(z,1) =4, O<z<m,
u(m,y) =0, O<y<1,
u(z,0) =sinz, O<z<m.

Determinare una stima inferiore per u(m/2,1/2).
SOLUZIONE

Una prima risposta viene subito dal principio di massimo forte: u(m/2,1/2) > 0.
Per ottenere una stima migliore, usiamo la sottosoluzione v(x,y) = €¥ sinx, che da

in (7/2,1/2), u > v = +/e.

2. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la soluzione del problema per ’equazione di
Laplace nella corona circolare

Ugy + Uyy =0, 1<a?+y* <4,
ulay) =1, 2’ +y’ =1,
u(z,y) =3, 4 y? =4,
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(Sugg. Considerare la particolare geometria del dominio e dei dati.)
SOLUZIONE
Ricerchiamo la soluzione in forma radiale

u(z,y) =v(r).
La v deve quindi risolvere
1
—(rvr)rz(), 1<r<2,
v(l) =1,
v(2) =3,
da cui segue
2
v(r):mlnr—i-l, 1<r<2.
R. .
u( ,y)—mln(xz—l—yQ)—l-l, l<a2®+y* <4.

3. [23/9/2003 (ex)I] Posto
A={(z,y) | 2* +y* > 1},
dimostrare che il problema

Ugy + Uyy =0, in A,
u(z,y) =17, su 0A,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto A, e trovare tale soluzione.

4. [23/9/2003 (ex)I] Determinare il valore massimo assunto sul cerchio
chiuso B, ove
B ={(z,y) | #* +y* < 1},

dalla soluzione di

Au=0, in B,
u=f(z,y), sudbB,

ove f e la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=r(l+lsingl)?,

e trovare tutti i punti di B ove tale massimo ¢ raggiunto.

SOLUZIONE

Per il principio di massimo forte, visto che u non é costante (perché f non lo é
su OB), il suo massimo é raggiunto solo su B, e quindi ove |sin¢| = 1, ossia per
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480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

p=m/2,¢=31/2.
Dungque il massimo di u su B vale 4, ed é raggiunto solo in (0,1) e (0, —1).
R.

maxu = u(0,1) = u(0,-1) =4.

B
5. [23/9/2003 (ex)II] Posto

B={(z,y) | z* +y* > 4},
dimostrare che il problema

Ugg + Uyy = 0, in B,
u(z,y) = -3, su 0B,

ha un’unica soluzione radiale limitata su tutto B, e trovare tale soluzione.

6. [23/9/2003 (ex)II] Determinare il valore minimo assunto sul cerchio
chiuso A, ove
A={(z,y) | 2* +y* <1},

dalla soluzione di

Au=0, in A,
U = f(x7y)7 sSu 8147

ove f e la funzione che in coordinate polari si rappresenta come
f=p*1~|sing|)?,
e trovare tutti i punti di A ove tale massimo & raggiunto.

R.

minu = u(0,1) = u(0,-1) =0.
A

7.[31/3/2004 (ex)I] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet

Au=0, inR={1/4<a2®+y?><1},
U(I‘,y):l’, SU$2+92:17
u(z,y) =1, suz?+y° =1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.

102



480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

8. [31/3/2004 (ex)II] Sia u la soluzione del problema di Dirichlet

Au=0, in 2=1{1/4 <2®+y* <1},
1
u(‘ray):_§7 Sux2+y2:17
u(z,y) =y, suz?+y* =1/4.

Trovare tutti i punti di {2 ove u assume il suo massimo e il suo minimo
assoluti.

9. [14/4/2004 (ex)I] Consideriamo la soluzione di
Au=0, in 2=A\B,
u(r,y) = 22 + 92, su 012,

ove

2 2

A:{(x,y)]f—G+%<1}, B:{(az,y)]4x2+y2<1}.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento
1 _
L:{(x,O)]§§x§4}CQ.

SOLUZIONE
Per il principio del massimo, u assume il minimo e il massimo sulla frontiera 0f2.
Dato che

2
u(e,y) = dist ((,9),0,0)) ,  (v,y) €02,
si vede subito che
1 1
i = a) O) = 7
min u u(2 1
max u = u(4,0) = 16.

Sul segmento L che unisce i due punti la u é continua, e quindi assume tutti i valori
intermedi ai valori raggiunti negli estremi del segmento, che sono poi i suoi valori
massimo e minimo. Percio su L la u assume tutti i suoi valori.

10. [14/4/2004 (ex)II] Consideriamo la soluzione di

Au=0, in 2=A\B,
u(z,y) = 22 +y?, su 092,

ove

103



480. Semplici problemi al contorno per l’equazione di Laplace

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori sul segmento

L={(0y)|2<y <5} CR.

11. [15/9/2004 (ex)I] Trovare tutti i punti di minimo della soluzione u €
C%(A) di

Au=-1, inA={z2+4><1},

u(z,y) = 22, 2y =1.

12. [15/9/2004 (ex)II] Trovare tutti i punti di massimo della soluzione

u€ C%(A) di

Au=1, in A= {22 +y* <1},
u(z,y) =y*, PH+yP=1.

13. [1/4/2005 (ex)I] Sia

0= [(0,2) X (—1,1)} U [(—2,0] X <— ii)] .

Dimostrare che la soluzione di

Au=0, in £2,
u(z,—1) ==z, O<xr<2,
u(z,1) ==z, 0<z<2,
u(2,y) =2, —l<y<1,
u(z,y) =0, su 02 N {x < 0},
soddisfa
u(z,y) >z, in £2.
SOLUZIONE

Si ha, posto v =u — x, che

Av =20, in £2,
v>0, su 012,

e in particolare, per esempio,

v(=2,9)=2>0, —Z<y<1. (1)
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Dunque per il principio di massimo forte v > 0 in {2, e anzi v > 0 in {2 perché

altrimenti si avrebbe v =0 in {2 contro la (1). Quindi

u(z,y) —x >0

14. [1/4/2005 (ex)II] Sia
11

0= [(— §,§> x (—1,0]} U [(—1,1) x (0,2)] .

Dimostrare che la soluzione di

in 2.

Au=0, in 2,
u(—1,y) = —vy, 0<y<2,
u(l,y) = —vy, O<y<2,
u(z,2) = -2, —l<ax<1,
u(z,y) =0, su 02N {y <0},
soddisfa
u(z,y) < —y, in £2.
SOLUZIONE
Si ha, posto v = u + y, che
Av= in 2

e in particolare, per esempio,
1
v(z,—1)=-1<0, —5<z<3. (1)

Dunque per il principio di massimo forte v < 0 in {2, e anzi v < 0 in {2 perché
altrimenti si avrebbe v =0 in {2 contro la (1). Quindi

u(z,y)+y <0 in {2.
15. [23/6/2005 (ex)I] Sia u la soluzione del problema

Au=0,

u = :1:2y2,

in 2={(z,y) |4 <2®+y> <9},
su 0f2.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di {2 dato da

20{(z,y) |y >z >0}.
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16. [23/6/2005 (ex)II] Sia u la soluzione del problema

Au=0, in 2 ={(z,y) [ 1 <l|z|+yl <2},
u=|zy|, su 0f2.

Dimostrare che u assume tutti i suoi valori nel sottoinsieme di {2 dato da

20{(z,y) |z >y>0}.

17. [15/12/2005 (ex)I] Trovare I'unica soluzione radiale del problema

Au=0, 2y’ >1,
ulzy) =1, 2’ +y’=1,
lim  w(z,y)=1.

£B2—|—y2—>00

18. [20/9/2007 (ex)I] Trovare la soluzione radiale

u(z,y) =v(vVa? +y?),

del problema

Au=0, 1<z®>+y*<4,
w(z,y) =1, *+y*=1,

ou
— =1, 2?2 +y?=4.
on
SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene

l(TUT)T:O, 1<r<2,
r
v(l)=1,
ov
—((2)=1.
6r(>

L’integrale generale dell’equazione differenziale e
o(r) =kilnr+ ko,

e le costanti k; si determinano con le condizioni alla frontiera:

’U(l):kgzl,
ky

r(2)=—==1.

v(2) =5
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

u(z,y) = In(2? +y?) + 1, l<a2? +y° < 4.

19. [14/12/2007 (ex)I] Trovare tutte le soluzioni radiali

u(@,y) =v(Va?+y?),

del problema

1
Au= -, 1< a? 492,
(22 +y?)2
ou 9 9
— =0, 4ty =1
on y
SOLUZIONE
In coordinate polari il problema diviene
1 1
- r)r = T 1 )
. (rvg) . <r
ov
—(1)=0.
5, (1)

L’integrale generale dell’equazione differenziale é
v(r)=kilnr+ks+r.
Imponendo la condizione alla frontiera:
v(l)=1+k =0,

si ottiene k1 = —1, mentre ko rimane arbitrario.
R.
w(zy) = —In(2® + 927 + @2+ 27 +ky,  1<2>+32.

520. Formula di rappresentazione eq. del calore

1. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Up — Ugg = 0, 0<z<o0,
u(z,0) = arctg x, 0<z,
uz(0,t) =0, 0<t,

come restrizione a x > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy
su R.
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

oo

u(e,t) = / arctglé| Iz — €,1) d¢.

— 00

Infatti si verifica direttamente che questa soluzione é pari.

2. [17/2/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ut — Uy = 0, O<z<oo,
u(x,0) =cosx, 0<z,
u(0,t) =0, 0<t,

come restrizione a x > 0 di un opportuna soluzione al problema di Cauchy
su R.
R.

o0

u(z,t) = / sign(&) cos(§)I'(xz — &, t) dE.

(sign(§) =1 se & > 0, sign(§) = —1 se & < 0) Infatti si verifica direttamente che
questa soluzione é dispari.

3. [17/2/2003 (hw)I] Dimostrare che la soluzione u del problema di Cauchy
corrispondente al dato iniziale ug(z) = x[_1,1)(%), z € R soddisfa

u(x,t) >

, —-1<x<1,1<L¢.
eVt

SOLUZIONE

Si utilizza la rappresentazione della v mediante la soluzione fondamentale, stimando
dal basso ’esponenziale che appare nell’integrale usando le —1 <z <1, 1 <.
Iniziamo cioé con lo scrivere

1
1 (z—8)2 1 (z—&)2
u(:v,t)=—/><[f11](€)€* = dsz—/e* g
N ’ Neo
T R T 1

Dato che —1 < z < 1, nell’'ultimo integrale si ha

e quindi, set > 1,
_(e=9)? 1
e @ >e .

Quindi
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

4. [1/4/2003 (ex)I] Dimostrare che se u ¢ la soluzione di

Ut — Uge = 0, —o<r<oo,0<t <00,
u(z,0) = up(z), —oo <z <00,
ove
1, x¢(0,1),
upg(z) =1— T) =
o(z) X(0,1)( ) {07 ze(0,1),

allora per ogni z € R fissato

lim w(z,t) =1.

t—o0

5. [30/6/2003 (ex)I] Consideriamo le tre funzioni uy, w2, us soluzioni
limitate di

Ut — Uige =0, reR,0<t <00,
u1(2,0) = X(0,400)(7) arctg z, x € R;

Uzt — U2zz = 0, x>0,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
ug(x,0) = arctg z, z>0;

Uzg — Ugze = 0, z>0,t>0,
us.(0,t) =0, >0,
ug(x,0) = arctgx, z>0.

Mostrare che

ug(z,t) <up(x,t) < ug(z,t), per ogni z > 0, t > 0.

6. [30/6/2003 (ex)II] Consideriamo le tre funzioni wj, ue, ug soluzioni
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

limitate di

U — Urze =0, reER,0<t< 00,
1
up(z,0) = X(07+oo)(33)xg—+17 r e R;
U2t — U2z 0, z>0,t>0,
UQ(O,t):O, t>0,
1
u2($70):x2+17 $>0a
ugt — Usgz =0, x>0,t>0,
us.(0,t) =0, t>0,
1
u3($70):xg—+1, >0
Mostrare che
ug(z,t) < up(z,t) < ug(x,t), per ogni x >0, t > 0.

7. [28/6/2004 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di

Ut — Ugg =0, —o<zr<oo, t>0,
u($70):X(0,oo)($)7 —oo<Tr<oo,
soddisfa .
lim u(z,t) = -, per ogni = € R.
t—o0 2

8. [28/6/2004 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di

Ut — Uy = 0, —co<zr<oo, t>0,
u(z,0) = —2X(—00,0)(T) —00 <z <00,
soddisfa
tlim u(z,t) = -1, per ogni x € R.
— 00

9. [15/9/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Ut — Ugy = 0 O0<z<oo,t>0,
up(0,1) =0, t>0),

,0) = ) 0<z <oo,
u(z,0) T o2 GO T < 00
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

e dimostrare che ¢ limitata su (0, 00) x (0, 00).

10. [15/9/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Ut — Uy = 0, O0<x<oo,t>0,
u(0,t) =0, t>0),
x
,0) = ——=sinz, 0<z<o0,
u(z,0) T g2 S x < 00

e dimostrare che ¢ limitata su (0, 00) x (0, 00).
11. [1/4/2005 (ex)I] Dimostrare che la soluzione limitata di
Ut — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t,

1, >0,
u(x,O):{O v 0 —o0o <z <00,
) $< Y

soddisfa per ogni t > 0 fissato
xklfoou(x,t) =1.

SOLUZIONE
Si ha dalla formula di rappresentazione

_(z—9)?

1 +oo 1 +o0 ) 1 2Vt
_(e=g) 2
u(z,t) = N /X(o,m)(§)6 de = Wt / e modg= N / e dz.
—o00 0 —0o0

Dunque, per t > 0 fissato,

x

2Vt

Vi k
zgrfoo u(z,t) = zgrfoo \/LE / e dz = kEIJIrloo % / e dz
o o N
= % /e_z2dz=1.

12. [1/4/2005 (ex)II] Dimostrare che la soluzione limitata di
Ut — Ugy = 0, —o<r<oo,0<t,
0, >0,
u(x,O):{ v —00 <2 <00,

1, <0,
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

soddisfa per ogni t > 0 fissato

lim w(z,t)=1.

Tr——00

SOLUZIONE
Si ha dalla formula di rappresentazione

_(z—8)?

“+00 0
1 _(@—¢)? 1
e =57 [ @ T ae= o [ ae

—+oo
1 L2
= — e % dz.
7/
Vi
Dunque, pert > 0 fissato,
+o0 +oo
lim w(o ) = lim — P~ lim — =" q
1—1}1100 U, o m—l}zloo \/_E € = kiIEloo ﬁ € *
= k

17
—ﬁ/ezde—l.

13. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore il problema

Ut — Uge = 0, O<ax<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

uz(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = sin(z) , O<z<m.

14. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore il problema

Up — Ugy = 0, O<zx<m,0<t,
uz(0,¢) =0, 0<t,

u(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = cos(z), O<z<m.
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15. [7/4/2006 (ex)I] Sia w 'unica soluzione limitata di

Up — Uy =0, —oco<zr<oo,t>0,
2|z|
U(Z’,O):m, — o< r<oo.

Determinare un tempo ty tale che per ogni t > tg
7t < ==,

u(x,t) 0
[Si noti che max u(z,0) > u(1,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere ty > 0.]

SOLUZIONE
Maggioriamo la u a partire dalla formula di rappresentazione:

_@-e? 2
uet) = 2\/—/ e ®

—o0o<r<0oo.

/ 2/¢] dé = / de
2\/_ 1+¢2)? vt ) 1+ 52
! [_ 1 r 11
VAt | 1+¢€,  Jat 107
set > 100/7.
R.
100
to= —.
™
16. [7/4/2006 (ex)II] Sia w 'unica soluzione limitata di
Ut — Ugy = 0 —oco<r<oo,t>0,
2¢2l2l
U(ZE,O)—W, —o0o< T <00.

Determinare un tempo ty tale che per ogni t > tg

t —
u(z,t) < 0

[Si noti che max u(x,0) > u(0,0) = 1/2 > 1/10, quindi dovra essere ¢y > 0.]
SOLUZIONE
Maggioriamo la u a partire dalla formula di rappresentazione:

—oo<r<0oo.

_(@-o? 2218l

2\r/ T e %

u(z, t) =

262‘5‘ 2€2£
2\/ /1+e2l€l T Vrt /1+62£

1 1 e 1
~ mt [_1—1-625} ¢—§<_
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore

set > 25/m.
R.

17.[2/4/2007 (ex)I] Sia ug una funzione continua e limitata su R, periodica
con periodo a > 0.
Si dimostri che la soluzione u di

Up — Uy = 0, —oco<zr<oo,t>0,
u(z,0) = up(x), —00 <2 <00,
¢ periodica in x con periodo a, ossia
u(x + a,t) = u(z,t), per ognix € R, t > 0.

SOLUZIONE
Usando la formula di rappresentazione si ha

u(a +a,t) = ¢_ / S (€) de

_(z—2)? _(z—2)?

£y uo z—l—a)dz—Q\/_ T up(z)dz = u(a,t).

2\/—

18. [2/4/2007 (ex)II] Sia up una funzione continua e limitata su R, con un
unico punto zg di massimo assoluto su R, tale cioe che

uo(zo) > up(z), per ogni = # .
Si dimostri che la soluzione w di
Up — Uy = 0, —o<zr<oo,t>0,
u(z,0) = up(z), —oo <z <00,
soddisfa la disuguaglianza stretta

u(z,t) < uo(xo), per ognix € R, t > 0.

19. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione del calore nel semipiano, la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<ax<1,t>0,
u(0,t) =0, 0<t< oo,
ug(1,t) =0, 0<t< oo,
u(z,0) = 22, 0<z<l.
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SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = 0, e poi in modo

pari intorno a x = 1. Si ottiene

— 22, —1<z<0,
~ :102, O<x <1,
to(@) = (2 —x)?, l<z<2,

—(2-1)?, 2<2<3.

La ug va quindi estesa su R come funzione periodica con periodo 4.
R. La soluzione e

—:102, -1<x<0,
_ z?, O<az<l,
uo(@) = (2 —x)?, l<z<2,

—(2-1)?, 2<2<3.

20. [12/7/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I’equazione del calore la soluzione di

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,

u(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = e, O<z<m.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = m, e in modo pari
intorno a x = 0. Si ottiene I’estensione

elel 0 < |z < 7; —e¥ el < x| < 2.

11 dato iniziale da sostituire nella formula di rappresentazione si ottiene poi esten-
dendo questa funzione in modo periodico su R, con periodo 4.
R. La soluzione e

_(=—9)?

1 o0
u(x,t):rm/uo(f)e - dg, O<z<m,t>0,

ove ug é periodica su R con periodo 4w, e

el 0<|z| <m;
uo(z) =

—e¥ el < x| < 2.
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21. [12/7/2007 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni del problema di Cauchy per I'equazione del calore la soluzione di

Ut — Ugy = 0 O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
1
U(x,O):m, O<zx<m.

R. La soluzione &

17 e
ML0—2%%/QM06(5<M, O<z<m,t>0,

ove ug ¢ periodica su R con periodo 4w, e

sign(2) 0< o] <m;
0 = .
sign(x)
2o < |z < 2r.
1+ (27 — x)? ™ <ol <2m

22.[14/12/2007 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione per
il problema di Cauchy per ’equazione del calore la soluzione di

Ut — Uge = 0, O<x<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0),

ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) = zsinz, O<z<m.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo pari intorno a x = 7, e in modo dispari
intorno a x = 0.
Si ottiene I'estensione
~ |z|sinz, —r<z<mT,
o(x) = :
|27 — z|sin(2m — ), T<x<3m.

La ug va poi intesa come estesa a tutto R in modo periodico, con periodo 4.
R. La soluzione e

_lz—s|?

1 OON
u(m,t)zm/uo(s)e 1 ds, O<zr<m,t>0,
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520. Formula di rappresentazione eq. del calore
ove la ug ha periodo 47 e soddista
~ |z|sinz, —r<z<mT,
uo(z) =

|27 — x| sin(27 — z) , T<x<3m.

23. [16/9/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

Ut — Dugy =0 O<zx<l1,t>0,
u(z,0)=1—=x, 0<zr<l1,
u(0,t) =0, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.

SOLUZIONE

Occorre riflettere il dato in modo dispari intorno a x = 0, e in modo pari intorno a
x = 1, ottenendo:

—1—=x, -1l<z<0,

1—=z, O<zr<1l1,

14, l<x<?2,

-3+, 2<x<3.

ug(r) =

I

1 oo
u(xr,t) = —— e It d¢, O<x<1,t>0,

ove ug ¢ lestensione periodica a R con periodo 4 di

—1—=x, -1l<z<0,
— 11—, 0<x<l,
up(z) =

14z, l<x<?2,

-3+, 2<x <.

24. [16/9/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

U — Dugy, =0 O<ax<1,t>0,
u(z,0) =1 — 22, 0<z<l1,
u(0,8) =0, t>0,
ugy(1,¢) =0, t>0,

mediante 'opportuna formula di rappresentazione.
R.

_@=9?

1 o0
u(x,t) = ——— =) dé¢, O0<z<1,t>0,
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

ove ug ¢ lestensione periodica a R con periodo 4 di

—1+2?, -1<x<0,
- 1— 22, 0<z<1,
uo(z) = — 344z —2?%, 1<z <2,

3 —da + 22, 2<x<3.

530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Ugz + Uyy = 0, O<r<oo,0<y <0,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = arctg x , 0<z<o0.

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare, mediante formule di rappresentazione, la
soluzione limitata di

Ugg + Uyy = 0, O0<x<o0,0<y <00,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
1
U(Z’,O):m, O0<z<oo.

3. [30/6/2003 (ex)I] Sia u la soluzione limitata di

Ugg + Uyy = 0, reR,y>0,
u(z,0) = up(x), r€R,

ove si assume che ug sia una funzione continua e limitata in R, con

/ lup(x)|dz < oo

Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:

[e.9]

/u(a:,y)2 dy < o0.

1
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4. [30/6/2003 (ex)II] Sia u la soluzione limitata di

Uz + Uyy = 0, reR,y>0,
U(JE,O) ZUO(x)7 r€R,

ove si assume che ug sia una funzione continua e limitata in R, con
[e.e]
/ lup(x)| dz < oo
—00

Dimostrare che allora vale per ogni x € R fissato:

[e.9]

/u($,y)4 dy < 0.

2

5. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, y>0,
uz(1,y) =0, y>0,

u(z,0) =z, 0<z<l.
R. Siha -
1 y
ua) = = [ @ =g e
ove ug € dato da
-1 1
uo(z) = - srsh uo periodica su R con periodo 4.
2—x, l<ax <3,

6. [8/3/2004 (hw)I] Trovare la soluzione limitata di

Au=1, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, y>0,
uz(l,y) =0, y>0,
u(z,0) =0, 0<z<l.

(Sugg.: cambiare Iincognita per ridursi a un problema per I'equazione di
Laplace).
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

SOLUZIONE
Se per esempio v = u + [1 — (z — 1)?]/2, v soddisfa un problema simile a quello
soddisfatto da u, con le differenze che Av =0, e v(x,0) = (2 — x2)/2. Allora

2w—a? 1 [
u(r,y) = — x2w +;/Uo(§)md§7

ove vy € definita da

() 32z — |z|x), -l<z<1,
Vol ) =
0 la—20—2—2|2-2), l<z<3,

e dalla condizione che vy sia periodica su R con periodo 4.

7. [31/3/2004 (ex)I] Trovare mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y >0,
u(0,y) =0, y>0,
u(z,0) = x>0.

8. [31/3/2004 (ex)II] Trovare mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y>0,
uz(0,y) =0, y>0,
1
U(.Z',O)——m, .’I'>0

9. [14/4/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, x>0,y <0,
Uy (2,0) =0, x>0,
u(0,y) = cos(y®),  y<0.

SOLUZIONE
Si tratta di riflettere in modo pari intorno a y = 0 il dato su x = 0 per ottenere il
problema nel semipiano x > 0

Av=0, x>0,
v(0,y) = cos(y?), —00<y<o00.
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Poi si applica la formula risolutiva per I'equazione di Laplace nel semipiano.
R.

1 T T 9
u(x,y) = — ———— COs dn, z>0,y<0.
(y)7m/ﬁ+@—m2 (n”)dn y

10. [14/4/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di
Au=0, x>0,y<0,
u(z,0) =0, x>0,
u(0,y) =sin(y?),  y<0.

R.
u(z,y) = in(—n|n|) dn, z>0, 0.
Y m z? 4+ (y —n)? Y

11. [14/4/2005 (ex)I] Sia ug : R — R una funzione continua e limitata non
crescente, cioe tale che

up(x2) < ug(x1), per ogni x1, x2 € R, 3 > 1.

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —oo<zr<oo,0<y,
u(z,0) = up(z), —oo<x <00,
soddisfa
u(z2,y) < u(r1,y), per ogni x1, T3 € R, 10 > 11 e y > 0.

12. [14/4/2005 (ex)II] Sia up : R — R una funzione continua e limitata
non decrescente, cioé tale che

up(x2) > ug(x1), per ogni x1, x2 € R, x5 > 1.

Dimostrare che la soluzione limitata di

Au=0, —oo<zr<oo,0<y,
u(z,0) = up(z), —oo<x <o,
soddisfa
u(z2,y) > u(r1,y), per ogni x1, T3 € R, 10 > 11 e y > 0.
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13. [16/9/2005 (ex)I] Risolvere mediante la formula di rappresentazione di
soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Ugg + Uyy = 0, z>1,y>0,
uz(1,y) =0, y>0,
u(z,0) = e, x>1.

14. [16/9/2005 (ex)II] Risolvere mediante la formula di rappresentazione
di soluzioni dell’equazione di Laplace nel semipiano il problema

Ugz + Uyy = 0, z>0,y>1,
uy(z,1) =0, x>0,
1

15. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione per
I’equazione di Laplace nel semipiano,

Au=0, x>0,y <0,
u(xz,0) =0, x>0,
u(O,y):ey, y<0

SOLUZIONE
Occorre ricondursi a un problema posto nel semipiano x > 0, riflettendo in modo
dispari il dato su x = 0. II dato esteso sara:

~ e, y <0,
uo(y) = e y>0

Quindi la soluzione del problema esteso sara

ﬂ(iﬂ,y)—%/mﬂo(f)dﬁ z>0,-00<y<o0.
R. -
1
u(xvy)—;/msign(@emdg, z>0,y<0.
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16. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere, mediante la formula di rappresentazione
per I'equazione di Laplace nel semipiano,

Au=0, x>0,y>0,
ux(oay)zoa y>0,
u(z,0) =sin(z + 1), z>0.

SOLUZIONE
Occorre ricondursi a un problema posto nel semipiano y > 0, riflettendo in modo
pari il dato suy = 0. Il dato esteso sara:

tio() sin(z 4+ 1), x>0,
uo(z) =
0 sin(—x + 1), x<0.

Quindi la soluzione del problema esteso sara

ﬂ(fc,y)zi/mﬂo(ﬁ)dé, y>0,-00<w<o00.
R. _
1
u(x,y)_;/msinﬂﬂ—i-l)d{, 2>0,y>0.

17. [20/9/2006 (ex)I] Si consideri I'unica soluzione limitata di

Au=0, reR,y>0,
u(z,0) = xi(z), wER,

ove
00

I= J 2n.2n+1).

n=-—oo
Supponendo noto che esiste una costante ¢ € R (indipendente da x) tale che

lim u(z,y) =c, per ogni x € R,

Yy—oo

si determini tale c. [Sugg.: usare I'invarianza dell’equazione di Laplace per

traslazioni, e il teorema di unicita.
SOLUZIONE
Si consideri I'unica soluzione limitata v di

Av=0, reR,y>0,
v(x,0) = xr1(x) = x1(z — 1), r€R,
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ove
o'}

I+l={zeR|z—-1el}= [J 2n+1,2n+2).
Dato che
w(z,y) = u(z —1,y)
soddisfa il problema per v ed é limitata, per il teorema di unicita segue che w = v.
Dunque
lim v(z,y) = lim u(z —1,y) =c, per ogni x € R.

Yy—oo Yy—oo

D’altronde z = u + v soddisfa

Az=0, reR,y>0,
z2(z,0) =1, reR,

e pertanto coincide con I'unica soluzione limitata, costante, z = 1, sempre per il
teorema di unicita. Dunque

1= lim z(z,y) = lim u(z,y) + lim v(z,y) = 2c, per ogniz € R,
y—00 Yy—00 y—00
da cui c=1/2.
R.
1
c=-.
2

18. [18/4/2007 (ex)I] Scrivere, usando la formula di rappresentazione del-
I’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, O<z<l,y>0,
u(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(1,y) =0, 0<y<oo,
u(z,0) = 22, 0<z<l.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato al bordo y = 0 in modo dispari intorno a x = 0, e poi in
modo pari intorno a x = 1. Si ottiene

-z, -1<x<0,
(o) z?, O<z<l,
Ugl\xr) =
0 (2 —1)?, l<z<?2,

—(2-1)?, 2<2<3.

La ug va quindi estesa su R come funzione periodica con periodo 4.
R. La soluzione e

1 Oo~ Y
U(I’y) - ;_/ uo(é)yg ¥ (.’I] — 5)2 dga
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530. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel semipiano

ove ug ¢ una funzione periodica con periodo 4 tale che

— 22, —1<z<0,
~ :102, O<x<1,
to(@) = (2—2)%, l<z<2,

—(2-1)?, 2<2<3.

19. [18/4/2007 (ex)II] Scrivere, usando la formula di rappresentazione
dell’equazione di Laplace nel semipiano, la soluzione di

Au=0, O<zr<2,y>0,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
u(2,y) =0, 0<y< oo,
u(x,0) = 2*, 0<z<2.
R. La soluzione &
( )—37”@)#%
u\r,y _7T7 Uuo y2+($—€)2 )

ove ug ¢ una funzione periodica con periodo 8 tale che

-z, —2<x<0,
- z3, 0<z<2,
uo(@) = —(4—1x)3, 2<x <4,

(4 —x)3, 4<z<6.

20. [14/7/2008 (ex)I] Trovare la soluzione di

u =0 —o<r<0,-c0o<y <0,
u(x,0) =e", —o<xr<0,
um(ovy):07 —oo<y<0,

mediante I'opportuna formula di rappresentazione.
SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato in modo pari intorno a x = 0, ottenendo:

o (x) = e~ 1ol —00 < T < 00.
R.
_1 [yl ]
== | — Ykl - - _
u(x,y) W/(x—§)2 y26 ¢, o<r<0,—co<y<0
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600. Teoria di Fourier

21. [14/7/2008 (ex)II] Trovare la soluzione di

Au=0 —oo<r<0,—00<y <0,
u(z,0) =0, —oco<x <0,
u(0,y) = €Y, —oco<y<O,

mediante 'opportuna formula di rappresentazione.

R. .
u(z,y) = _l / sign({)e"f‘Ldg z<0,y<0
W= Er—gr e

535. Formula di rappresentazione eq. di Laplace nel cerchio

1. [8/3/2004 (hw)I] Si usi la formula di Poisson per dimostrare che la
soluzione v di

Au=0, in B = {2 +9° < 4},
U(JZ, y) = X{z>0,y>0} (‘7:7 y) ) su 8B,
soddisfa
u(l,1) > u(—-1,-1).

2. [28/6/2004 (ex)I] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, ? +y? <1,
w(z,y) = max(z? —y?,0), a?+y?=1.

3. [28/6/2004 (ex)II] Scrivere mediante la formula di rappresentazione la
soluzione di

Au=0, 2 +y? <1,
u(z,y) = min(zy,0),  2*+y*=1.

600. Teoria di Fourier
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600. Teoria di Fourier

1. [8/3/2004 (hw)I] Siano f e g due funzioni in L?((—m, 7)), e siano a,, by,
i coefficienti di Fourier di f, rispettivamente «,, G, quelli di g. Dimostrare
che le serie

oo 00 00 oo
E anan b E anﬂn ) E bnan ’ E bnﬂn I
n=1 n=1 n=1 n=1

sono convergenti.

2. [23/6/2005 (ex)I] Calcolare la somma della serie

> bnfB,
n=1

ove i b, e i [, sono i coefficienti di Fourier definiti da

Z by sin(nx) =7 — z, in L%(0,7),
n=1
Zﬁn sin(nz) = ‘g - :17‘ , in L?(0, 7).
n=1

3. [23/6/2005 (ex)II] Calcolare la somma della serie

> buf
n=1

ove i b, e i (3, sono i coefficienti di Fourier definiti da

Z bpsin(nz) = | — 2z, in L2(0,7),
n=1
Z Bp sin(nz) = x, in L2(0, ).
n=1

4. [20/4/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie
D>
n=0

ove i numeri reali a,, sono determinati dall'uguaglianza

)3,

o0
2T ‘ =ag+ ZO‘” cos(nx), in L?((0,7)).

n=1
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600. Teoria di Fourier

SOLUZIONE
Introduciamo il sistema ortonormale
(2) = 5 (¢) = —=cos(na), n > 1
r) = — n(z) = —=cos(nz), n>1.
®o ﬁ ) 2 ﬁ
Allora

aozl/f@)dxzi(f’%)’

71'0 VT
an_%/f(x)cos(n:r)dx_\/g(f,gan), n>1.

0

Dunque per 'identita di Parseval:

- s T T
LA =31 P = mad+ > Za2 = 23" a2 + Zad.
n=0 n=1
Ne segue

> 2

Y ok =Z|f?-of.
™

n=0

Calcoliamo infine
1/ [ 7 7 2
- -  _ 2 2 T -
ao—ﬂ_/f(x)d:v ﬂ'l/(‘l :v)d:v—i—/(:v 4)dx] T
0 0 z

™
2

2 _ S R S
171 _/(”” 4) dz=50™

0
i 2 _ 3l 4
o = ——T .
= 240
5. [20/4/2006 (ex)II] Calcolare la somma della serie
o
>
n=0
ove i1 numeri reali «,, sono determinati dall’'uguaglianza

flz) = ‘23: — %‘ =0+ Zan cos(nz), in L2((0,7)).
n=1
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600. Teoria di Fourier

S a2 =202
£ T 3072
6. [15/12/2006 (ex)I] Calcolare la somma della serie

oo
Z anBn
n=1

ove
o0
flx) =" = aysin(nz), O<z<m,
n=1
o
glx) =2 =) Busin(nz), O<z<m.
n=1
SOLUZIONE

Si sa che, posto

pn(2) = \/g sin(na),

il sistema {,}>2 ; & ortonormale e completo. Valgono le

o = \/g(ﬁ ¢n),  Bn= \/g(g,son) -

Per le proprieta di {¢n}52, (e per le identita di Parseval), vale

iy
22

;Oénﬁn: ;;(fﬂpn)(gaspn) :;(f,g) :;O/x22dx:2§

22

23

7.[2/4/2007 (ex)I] Calcolare la somma della serie
>_ans
n=0

ove la successione a,, € definita da

flx)=ap+ Z ay, cos(nz) in L*((0, 7)),

n=1
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600. Teoria di Fourier

O<zx<m.

SOLUZIONE
Si ha che il sistema

C= {\/_ \/_cosx \/2Ecos2:v,...}::{cpn}ff:0

& ortonormale completo in L?((0,7)). Dunque Iidentita di Parseval implica che

oo

£ =" (fr0n)*.
n=0
D’altronde 1 5
e n — ——\J» ) Z 17
(&%) \/E(f, 900) ) o ﬁ(f 900) n
percio
S b =ai+ Dot =10 + 23 ()
— n ~ ) T — )

2 — 1 2
f7<p0 _Z f;@'n, :__(f7<p0)2+_||f||2
™= s T

Calcoliamo infine

172 = /—dx— VaT =2V,

fa@() =

>t 2
n=0
8. [2/4/2007 (ex)II] Calcolare la somma della serie

[oe)
2
g o,
n=0
ove la successione o, ¢ definita da

f(z)=ap+ Z ay, cos(nx) in L((0, 7)),

n=1
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600. Teoria di Fourier

O<z<m.
= 200
>0k = g
4T

9. [18/4/2008 (ex)I] Determinare la somma della serie

oo
Z anﬁn >
n=0

ove i coefficienti o, e 3, sono definiti da

flx)=Vx = Zan cos ((2n + 1)z), in L%((0,7/2)),

n=0
g(z) = Jx = Zﬂn cos (2n+1)z),  in L*((0,7/2)).
n=0

SOLUZIONE
Si ha, definito il sistema ortonormale completo in L?((0,7/2))

2
on(x) = —=cos(2n+ 1)z, n>0,
T

7

che i coefficienti o, e (3, sono dati da

an:%(fa(pn)u 5112%(979%)

Quindi si ha per identita di Parseval

Zanﬁn = %Z(fv(pn)(ga(pn) = %(fug)
n=0

n=0

z
4 . 12 /71 3
4 [ 2
w/ﬁﬁx 11\2
0

12 /7\ %
(z)"
10. [18/4/2008 (ex)II] Determinare la somma della serie
Z nfn
n=0
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605. Calcolo di serie di Fourier

ove i coefficienti o, e 3, sono definiti da

flz)=2x= Z oy sin ((2n+ 1)z) , in L?((0,7/2)),

n=0

g(x) =z = Busin((2n+)z),  in L*((0,7/2)).
n=0

olus

+(3)

605. Calcolo di serie di Fourier

1. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare i coefficienti della serie di coseni

T
‘, O<ax<m.

o
ap + Zan cos(nz) = ‘a: —3

n=1

Calcolare la somma

oo
S a2,
n=0

2. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare i coefficienti della serie di seni

o0
ansin(na:):‘x—g , O<z<m.
n=1

Calcolare la somma

i b2 .
n=1

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare la serie di Fourier di

f(z) =2|sinz|, —T<z<T.

4. [8/3/2004 (hw)I] Calcolare la serie di Fourier di

flz) =m —|z|+ cosz, —T<x<T.
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605. Calcolo di serie di Fourier

T — 4 4
f@)==+> ——cos ((2k + 1)z) + (1 + — ) cos .
2 kzzow(%—i—l)? s ) ( w) s

5. [31/3/2004 (ex)I] Una delle due funzioni seguenti non si puo sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

D J@=5+e 2 glo)=@rm

6. [31/3/2004 (ex)II] Una delle due funzioni seguenti non si pud sviluppare
in serie di Fourier in (—m, 7). Dire quale ¢, e perché. Trovare quindi lo
sviluppo dell’altra.

1) flz)= ; 2) g(z)=e" 42,

7. [28/6/2004 (ex)I] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

0By, soddisfino

costante
Bl < =52 mz 1

Dire quale ¢, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:

J@)= (-2,  gla)=c(m-a), )=z

8. [28/6/2004 (ex)II] Una sola delle seguenti funzioni f, g, h, definite in
(0,7), ha un’espansione in serie di seni su (0,7) tale che i suoi coefficienti

By, soddisfino
costante

Bl € —5—, n=1;
n
Dire quale ¢, come la si identifica, e calcolarne i coefficienti:
T s T
flz)=|m— x|, g(g:):‘x_E 7 h(x)ZE_‘

9. [1/4/2005 (ex)I] Calcolare lo sviluppo

f(z) =ap+ Z an cos(nx) + by, sin(nz) ,

n=1
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605. Calcolo di serie di Fourier

ove
f(@) =7 —|z[+ X0 (2), —r<r<T.

SOLUZIONE
Scriviamo

f(@) =g(@) + x01(),

con g(x) = m — |z|. Calcoliamo prima i coefficienti dello sviluppo

g(x) = ap + Z ay, cos(nx) + By sin(nx) .

n=1
Dato che g é pari, si ha 3, = 0 per ogni n > 1. Si ha poi

s s

1 1
ag = — (7T—|I|)d$:—/(ﬂ'—$)d$:z,
2 m 2
—T 0
e, per ognin > 1,
ap, = 1 ]( — |x|) cos(nz) da = 2 ]( —z) cos(nz)dz = i(1 - (-1")
e VA  mn? '
- 0

I coefficienti di

X(0,1) (%) =0 + Z Yn cos(nx) + o, sin(nzx) ,

n=1

sono dati da .
1 1
Yo = Gy /X(O,l)(x) dr = o’

e, per ognin > 1, da

1 7 sinn

Yn = — /X(o,l)(ﬁ?) cos(nz) dr = )
T ™
17 1-

Op = — /X(QJ)(I) sin(nz) dz = o
T ™

Dunque
™ S 2 n sinn 1 —cosn .
f(z) = 3 +;{W(1_ (=)™ + — }cos(nx)—i—Tsm(mc).

10. [1/4/2005 (ex)II] Calcolare lo sviluppo

f(z)=ap+ Z an cos(nx) + by, sin(nz) ,

n=1
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605. Calcolo di serie di Fourier

ove
T
T — 5 O<zr<m,
fz) = T
x+§+X(_1,0)($), —nrT<x<0.
SOLUZIONE
Scriviamo

f(x) =g(x) + x(—1,0 (),

con g(x) = x — sign(z)m/2. Calcoliamo prima i coefficienti dello sviluppo

g(x) =ap+ i ay, cos(nz) + Gy, sin(na) .

n=1

Dato che g é dispari, si ha o, = 0 per ognin > 0. Si ha poi per ogni n > 1,

Bn = % / (x - sign(:v)g) sin(nx) de = %/ (:v - g) sin(nx)dz = _14‘(7_1)" .
n 0

I coefficienti di

X(-1.0)(&) =70+ Y _ Yn cos(nz) + &, sin(nz),

n=1
sono dati da .
1 1
- de = —
Yo o X(— 10)( z)dz or
e, per ognin > 1, da
1
—/X ) cos( mc)dxzsmn,
T ™

™

1 -1
- /X —1,0)(@) sin(nz) dz = cosn= 2 .
T

1 Chsinm L+ (=1)" cosn—l} )
fz) = —l—; p—- cos(n:c)—l—{ " + p— sin(nx) .

11. [14/4/2005 (ex)I] Sia
f(z) = min(l,7 —x), O<z<m.

Si determini quale tra i due sviluppi

f(z )_a0+zan008n$ Zﬁnsmnzp

n=1
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605. Calcolo di serie di Fourier

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oc.
12. [14/4/2005 (ex)II] Sia
f(z) = 2(r — x)?, O<z<m.

Si determini quale tra i due sviluppi

f(z )—a0+zan008n$ Zﬁnsmnzp

n=1

ha i coefficienti che vanno a zero piu rapidamente per n — oc.

13. [20/9/2006 (ex)I] Determinare lo sviluppo in serie di Fourier

oo
:Zansin(2n+1):ﬂ, 0<3:<g,
n=0

ove
T, << —,

IS

1 —<z< .
) 4 x

SOLUZIONE
Calcoliamo:

4
anp =— [ xzsin(2n+ 1)azde + — [ sin(2n + 1)z dz

3
O\NA

3
m\w

jus

4 [xzcos(2n+ 1)z iy /4 xcos(2n + 1)z
-z g o[ reostEn T T g,
| 2n+1 s 2n+1

4 [cos(2n+1)z] 2
™ 2n+1 -

4
4—

1

0

(=)

)

1
7T1 cos(2n + 1)z + p G sin(2n + 1)
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605. Calcolo di serie di Fourier

Uno solo tra i due sviluppi in serie

f(x):Zﬂnsinnx, f(a;):a0+2ancosnx, O<z<m,
n=1

n=1

ha i coefficienti di ordine O(n~2) per n — oo.

Spiegare quale €, e calcolarne tutti i coefficienti.

SOLUZIONE

A) Come é noto, sviluppare f in (0,7) in serie di seni equivale a sviluppare la
riflessione dispari di f in (—m, ) nel sistema di Fourier di seni e coseni. Viceversa,
sviluppare f in (0, ) in serie di coseni equivale a sviluppare la riflessione pari di f
in (—m, ) nello stesso sistema.

Poiché nel caso in esame I’estensione periodica a R della riflessione pari & piu rego-
lare della analoga estensione della riflessione dispari, lo sviluppo con i coefficienti
che tendono a zero con maggior velocita ¢ quello in serie di coseni.

B) Con i calcoli si ottiene per n > 1

s

Qay, = 2 /(w2 —2%) cos(nz)de = ——— |

mentre

=2 [ - a)si L A oyt
6n—7T/(7T x*)sin(nz) dz = - +7Tn3[1 (-1D)" o
0
R. -
040—271'2, an4(_1) , n>1
3 ™n?
15. [12/7/2007 (ex)II] Sia
7'(' 2 g2
f(x)—(g—a;> ~ 1 O<z<m.

Uno solo tra i due sviluppi in serie

f(x):Zﬂnsinnx, f(a;):a0+2ancosnx, O<z<m,
n=1

n=1

ha i coefficienti di ordine O(n=3) per n — oo.
Spiegare quale ¢, e calcolarne tutti i coefficienti.
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605. Calcolo di serie di Fourier

4

™3

Bn = —[(=1)" —1].

16. [20/9/2007 (ex)I] Calcolare i coefficienti dello sviluppo di
f(x) = sin 2z + cos bz, O<z<m.

nel sistema ortonormale completo in L2((0, 7))

2
cos T, cos 2T, } .

- {G e

SOLUZIONE
Scriviamo

oo
f(z) =ao+ Zancosna:,
n=1

e calcoliamo:

=1|~

/ s1n2x+cos5x)d =0.
0
Poi, per n > 1:

™ ™

2 2
a, = —/cos5xcosmcdx+—/sin2:vcosn:vdx
T

™
0 0

= d5n + 1 / [sin(2 4+ n)z + sin(2 — n)z| do
s
0

1
:55n+_|:
™

4 (-
_55"+7T n? — 4

™

pe cos(2+n):v—2_n
y" -

cos(2 — n)x] 0

Si & dovuto assumere che n # 2. In questo caso invece:

s s

2 1
agz—/[cos5:vcos2:v+sin2xcos2x] dx:—/sinélxdx:O.
T T
0 0
R.
8 ™ —1
f(z) = cosbz + 3—cos:v+ E 7T%cesmc.
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605. Calcolo di serie di Fourier

17. [14/12/2007 (ex)I] Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier (di seni e
coseni) di

s
T+, —7r<m<—§,
s s
r)=4 —=—< <=
f() ? 2 27
s
r— T, §<.’I'<7T.

SOLUZIONE
La f é dispari, dunque

fz) = Zan sinnx .
n=1

Calcoliamo:
N 20
an == [ f(z)sinnzde == | f(z)sinnzdx
™ ™
— 0
5 s
2 . 2 .
=— [ zsinnzdx + = [ (x —7)sinnzda
™ ™
0 z
2 [ [ 2
= —/:Csinmcdx — 2/sinn:vdx = ——cos (nz> .
T n 2
0 3
R.

fl@)=>_ %(_1)%11121{9;.

k=1

18. [28/3/2008 (ex)I] Data la funzione
f(z) =2*(r —z), O<z<m,

solo uno dei due sviluppi

flx)=ap+ Z ay, cos(nz) flx) = Z B sin(nx) ,
n=1

n=1
soddisfa la maggiorazione

. . costante

|coefficiente n-esimo| < 5

Dire quale ¢ e determinarne i coefficienti.

SOLUZIONE

Lo sviluppo in serie di seni corrisponde allo sviluppo di Fourier dell’estensione
dispari della f, mentre quello in serie di coseni all’estensione pari.
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605. Calcolo di serie di Fourier

Tra le due estensioni, quella dispari é piti regolare perché ¢ I'unica che risulta di
classe C'.
Calcoliamo quindi i coefficienti della serie di seni:

K

2 2 T4
= / Zsin(nz)de = = {_fcos(inx)} + — [ zcos(nz)dzx
T T no ], mn
0

4

2

= (1) — po sin(nzx) dzx
0
2T 4
= (=)t —[(-D)" -1
R N
Infine
2 | 2 m 7
—/x3 sin(nz) de = — {—:1:3 cos(nz)} + i/xz cos(nz) dz
77 T nol,
0 0
= 2—7T2(—1)"Jrl _ 1z ]wsin(nx) dz
on ™n?
0
27 12 12 [
— n+1 T
= T(_l) + g [z cos(nx)] — g /cos(mc) dz
0
_w an 120
STy 2y
R.
S ERT 12
f(z) = Z {E[(_l) 1] - E(_l) }Sln(n:v) )
n=1

19. [28/3/2008 (ex)II] Data la funzione

f(a;):xz(a:—g>, O<z<m,

solo uno dei due sviluppi

flx)=ap+ Z ay, cos(nz) flx) = Z B sin(nx) ,
n=1

n=1
soddisfa la maggiorazione

. . costante
|coefficiente n-esimo| < ———.
n

Dire quale ¢ e determinarne i coefficienti.
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610. Fourier equazione delle onde

20. [16/9/2008 (ex)I] Si considerino gli sviluppi in serie

fl)=2zBr —2) = Z ap sin(nz) = Gy + Z B cos(nx) ,
n=1

n=1

in L2((0,)).
Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con

maggiore rapidita per n — 0o, e calcolare questi coefficienti.
SOLUZIONE
L’estensione periodica (di periodo 2m) della riflessione pari di f su (—m,m) é di
classe C' a tratti, e continua, mentre l'estensione della riflessione dispari non &
neanche continua.
Lo sviluppo cercato sara quindi quello in serie di coseni, che corrisponde all’esten-
sione pari.
R.

T2 2

fo=T, = (1) = 3).

21. [16/9/2008 (ex)II] Si considerino gli sviluppi in serie

n=1

flx)=3z(r —x) = Z ap sin(nz) = By + Z B, cos(nx) ,
n=1

in L2((0,7)).
Determinare quale dei due sviluppi ha i coefficienti che tendono a zero con

maggiore rapidita per n — 00, e calcolare questi coefficienti.

R.
22

oy =
™3

(=)™ +1).

610. Fourier equazione delle onde

1. [4/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—CQUM:O, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, O<z<L,
ut(x,0) =0, 0<z<L.

141



610. Fourier equazione delle onde

SOLUZIONE
Riportarsi nell’intervallo (0, 7) per sviluppare 1 in serie di seni.

u(z,t) = Z By, sin (%x) cos (n%ct) ,
n=1

Bn = 1(1 - (_1)n) :

nm

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—c%m:o, O<x<m,t>0,
ug(0,t) =%, t>0,
u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Poniamo v = u — (x — 7)t?. Allora v soddisfa

Vi — gy = —2(x — ), O<zx<m,t>0,
v,(0,8) =0, t>0,
v(m,t) =0, t>0,
v(z,0) =0, O<z<m,
ve(x,0) =0, O<z<m.

Riflettiamo v in modo dispari intorno a ¥ = 7; chiamiamo w questa riflessione.
Allora w risolve il problema

wtt—02wm:—2(x—7r), O<z<2m,t>0,
we(0,8) =0, t>0,
we(2m,t) =0, t>0,
w(z,0) =0, 0<x<2m,
we(z,0) =0, 0<z<2rm.

Infatti le riflessioni dispari dei dati iniziali e della funzione sorgente nell’equazione
delle onde sono quelle indicate nel problema per w. Rappresentiamo

w(z, t) = ap(t) + i an(t) cos (%) ,
n=1

cosicché gli a,, soddisfano

2,2

Zan:fna an(O):O, a’(O)zO

"

C
a, +
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610. Fourier equazione delle onde

Qui gli f, sono i coefficienti di Fourier

nr

2). == (DY, fo=0.

—2(x—m)=fo+ ancos(
n=1
Dunque

an(w-flﬁ-<1-cos(fgf)>, ao(t) = 0.

n2c?

3. [16/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c2um:0, O<z<m,0<t,
u(0,t) =2, 0<t,
u(m,t) = cost, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ur(z,0) =0, O<z<m.

Si assuma ¢ > 1.

4. [16/4/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—CQum:O, O<z<m,0<t,
u(0,t) = cosht, 0<t,
u(m,t) =4, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ui(x,0) =0, O<z<m.
5. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere
Ut — gy = €7, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =z, O<z<m,
u(x,0) =1, O<z<m,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione.

6. [14/4/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—62um::17t2, O<z<m,0<t,
up(0,1) =0, t>0),
u(m,t) =0, t>0,
u(xz,0) =0, O<z<m,
u(z,0) =sinz, O<z<m.
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SOLUZIONE
Riflettiamo in modo pari il problema intorno a x = 0; si ottiene per la nuova
incognita v

vtt—czvm:|x|t2, O<zx<m,0<t,
v(—m,t) =0, t>0,
v(m,t) =0 t>0,
v(z,0) =0, —r<zr<T,
ve(z,0) = |sinz|, —m<z<T.

Traslando e riscalando in modo opportuno il sistema ortonormale dei seni in (0, ),
cerchiamo v nella forma

v(z,t) = i T, (t) sin (nx —; W) ,

ove T, risolve
n2
T+ Ty =0, T(0) =0, Ti(0) =by.

Qui gli a,, sono i coefficienti della serie di Fourier di |z|, ossia

tn = % ]|x|sin (n“”) dz = 21— (—1)"].

2 n

Inoltre

1 s
b, = — /|sinx|sin (nx—i—ﬂ) dz,
T 2

z{ 1 sin(nl)— 1 sin(ﬂ), n#2,
b,=4¢ T 2 n

da cui

Si vede che una soluzione particolare della e.d.o. per T,, é

4a,, 32a,,
C2n2 ’ Cn =

At + O, A, =

cind’

Segue che 'integrale generale della e.d.o. é
T, (t) = k1p, cos (%t) + ko, sin (%t) + At +C,

ove le costanti ki, ko, sono individuate con I'aiuto dei dati iniziali:

kin + Ch :Tn(O) :O, k1n = _Cn7
-
2 cn
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R.

u(z,t) = i { — C,, cos (%t) + %sin (%t) LA +Cn}sin (nx—gﬂ-) 7

cn

n=1

O<z<m,t>0.

7.[14/4/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ugy — gy = (z + 1)t 0<z<m,0<t,
u(0,t) =0, t>0,
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = cosz, O<z<m,
ug(x,0) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Riflettiamo il problema in modo pari intorno a x = 7, e otteniamo

vtt—czvm:f(a:)t, O<z<2m,0<t,
v(0,8) =0, t>0),
v(2m,t) =0, t>0),
v(z,0) = cosz, 0<z<2m,
ve(x,0) =0, 0<x<2m,

ove la sorgente f vale

_J@er-z+1), T<x<2m,
f()_{(x—i—l), O<z<m.

Scegliamo come sistema ortonormale per sviluppare v in serie il sistema:
. [/nx
—51n(7), n=1,2,3,...

cosicché siamo condotti a ricercare i coefficienti «,, della serie

v(x,t) = Z ap () sin (%) .

Questi sono determinati dai problemi di Cauchy

. 2n?
o, + 1 Qn = Yonl,
an(0) = Y1n
a,(0) =0,
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ove
2
fyOn:—/f(x)sin (n_) dz
0
_—](z+1)sin(—)dx+%7(2ﬁ—x+1)sin(—)dx
0 ™
:n—i[l—(—l)"} +%sin (E),
e . ) )
=3 feosain(F)ar= R 5 nse

0
M2 =0.
Un integrale particolare della e.d.o. non omogenea lo si trova come polinomio di
primo grado in t, ossia
470nt
c2n?
Quindi l'integrale generale della e.d.o. sara

4yon
ap (t) = k1p, cos (%t) + ko, sin (%t) + cg;;t.

Imponendo i dati iniziali si ha

k1n = Y1n,
cn 4von
3 fen e =0

s cn 8Yon . [cCn 4von . /nx
u(w,?) = Z [71" o8 (715) T (Tt) + c2n? t} S (7) ’
1 by 1 2
Yon = —/(:zr—l— 1) sin (E) dz + —/(2w—x+ 1) sin (E) dz,
T 2 T 2
0
2

1 / . /nT
Yin = — [ cosxsin (—) dz .
™ 2
0

8. [1/4/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—CQUM:O, O<zx<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,
u(m,t) = mt?, 0<t,
u(z,0) =z, O<z<m,
ug(x,0) =1, O<z<m.
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SOLUZIONE
Per ridursi a un problema con dati al bordo omogenei si ponga per esempio

v(z,t) = u(z,t) — at?,

cosicché v risolve

Vg — gy = —2, O<ax<m,0<t,
v(0,t) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
v(z,0) =z, O<z<m,
ve(z,0) =1, O<z<m.

Si sviluppa quindi

v(w,t) =Y Bu(t)sin(nz).
n=1

Si ottiene la famiglia di problemi di Cauchy per e.d.o.:

T

2 4
B+ En?By = fni=— /(—2:1:) sin(nz)de = —(-1)",
77 n
0
2 [ 1,2
L (0) = = i de=—=f,=2(-1)""!
5u0) = = [wsin(une)do =~ £, = 2(-1)"
0
() 2 /sin(n:z:) dz = 2 (1-(-1")
" ™ ™
0
Usando 'integrale generale della e.d.o.:
Bn(t) = c1, cos(ent) + cop, sin(ent) + n

si ottiene infine

Ba(t) = _(% n #)%(_1)%%(@1@ n ang (1 - (—1)") sin(cnt) + %(_1)",
e quindi
(e t) =at> + Y { - (% + 0222)%(_1)%%@7115)
n=1
+ %(1 — (=1)") sin(cnt) + %(—1)”} sin(nx) .

147



610. Fourier equazione delle onde

9. [1/4/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

2
Ut — C Ugg = 0,

O<ax<m,0<t,

up(0,1) = 0, 0<t,
Uy (m,t) = 2mt, 0<t,
u(z,0) =1, O<z<m,
ur(z,0) =0, O<z<m.

SOLUZIONE

Per ridursi a un problema con dati al bordo omogenei si ponga per esempio

v(z,t) = u(z,t) — 2%t

cosicché v risolve

Vyp — c2vm = 262t,

O<z<m,0<t,

v,(0,8) =0, 0<t,
vy (m,t) =0, 0<t,
v(z,0) =1, O<z<m,
vi(,0) = —2?, O<z<m.

Si sviluppa quindi
v(x,t) = ap(t) + Z an () cos(nx) .
n=1

Si ottiene la famiglia di problemi di Cauchy per e.d.o.:

s

1
ap = — /2c2tdx = 2%,
0

e, per ognin > 1,

2
o+ cnlay, = f == /(2c2t) cos(nz)dx =0,
T
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Per n = 0 si ha, usando I'integrale generale della e.d.o.,

t3
Oéo(f) = c19 + coot + A= ,

3
e imponendo i dati di Cauchy,
72 t3
ty=1——t+c*—.
ao(t) 3 +c 3

Per ogni n > 1 si ha, usando l'integrale generale della e.d.o.,
an (t) = c1, cos(ent) + cap sin(ent)

e imponendo i dati di Cauchy,

4
_ n+1 _:
an(t) = cn_3(_1) sin(ent) .
Quindi
2 0 4
u(z,t) =2t +1 — —t+c = —|— 2_3 —1)"*Lsin(ent) cos(n) .

10. [7/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

U — gy = €77 O<ax<l1l,t>0,
(0, t)zO, t>0,
ug(1,t) =0, t>0,

u(z,0) = e* 0<z<1,
u(z,0) = 0<zx<l.

SOLUZIONE
Usiamo il sistema ortonormale in L*((0,1))

Yn(z) = V2cos(nmz), n>1,  to(x)=1.

Quindi la soluzione u verra espressa come

u(z,t) = ap(t) + Z an (t) cos(nrz) .

n=1
Proiettando il problema sull’n-esima funzione ,,, n > 1, si ottiene il problema

1

2.2 2

all 4+ nirctay, 2/6”1

cos(nmr)dz = yone',

(=)
—

(—1)"e—1
1+ n2n2

)

an(0) = 2/61 cos(nmx) da = o, := 2

(—1)e? — 1

ol (0) = 2/6296 cos(nmx) da = y1p, := 4 s
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L’integrale generale di questo problema di Cauchy e:
an(t) = kip cos(nmet) + ko sin(nmet) 4+ wy (t) ,

ove w, e una soluzione particolare della e.d.o. non omogenea. Provando con
soluzioni della forma

wp(t) = Cpet,
si ottiene y
Oon t
wy(t) = e
n(?) 1+ n272¢2
Quindi
_— Nonn2m2c?
I 222

Infine per n = 0 si ha

aO(O):/exdx:e—l,

0
/ 9 e? -1
a;(0) /ezdx: 5
0

Dall’integrale generale
Oéo(t) = kiot + koo + (6 - 1)€t

si ottiene subito

—1)2
ap(t) = (e 5 ) t+(e—1)e
R. -
u(z,t) = ap(t) + Z ap (t) cos(nrmx)
n=1
con )
-1
ap(t) = (e 5 ) t+ (e —1)et,
e
an(t) = kip cos(nmet) + kay, sin(nmet) + % t

150



610. Fourier equazione delle onde

ove
Nonn T2
kln )
1+ n2n2c?
k _ L Yon
n T hre Tin 14 n2m2c2 |’
(—1)e — 1
=2
Yon 1 + 7’L27T2 )
(—1)"e? —1
4
Mn 4 +n2n?

11. [7/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Uy — gy = 217 0<z<1,t>0,

w(0,) =0, t>0,
u(1,t) =0, t>0,
(‘Tao):exa O<‘T<17
(x,0)

ug(x,0) =

)

u

O<xr<l1.

= Z Bn(t) sin(nmx)
n=1

con
“Yon 2t

4 + n2n2c2

)

Bn(t) = k1, cos(nmet) 4 kap, sin(nwet) +

ove

3+ n?m?
kin = CQ 70n )

4 + n2n2

koo — 1 2'7071
= e\ 44+ n2n2c2 |’
(—1)"e — 1
n=2—"——5——
Yo 1+ n2n2

( 1)77, 2_1

4 +n2n?

)

'-Yln—4

12. [20/9/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

utt—62um:0 O<z<m,0<t,
u(0,t) = Sln(wt) 0<t,
u(m,t) = 0<t,
u(m,O): O<z<m,
ug(x,0) =z O<z<m.
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Qui w e ¢ sono costanti positive.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la
trasformazione

v(z,t) = u(z,t) + — sin(wt) .
La v soddisfa
vtt—c%mz—wzx_ﬂsin(wt), O<z<m,0<t,
T
v(0,¢) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
v(z,0) =0, O<z<m,
w
v(x,0) =+ =(z—m), O<z<m.
T
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )
2 .
Yn(x) = 4/ — sin(nx), n>1,
7T

sviluppando la soluzione come
o0
v(x,t) = Z ap (t) sin(nz) .
n=1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti au,:

2
w .
al + nca, = Yon (1) := ( - Yin + w272n> sin(wt) , 0<t,

a,(0) =0,

w
a,(0) = (1 + ;)7171 — WYy2n

ove con calcoli elementari si ottiene
s
2 2
Yin = — /xsin(n:v) doz = Z(=1)"*1,
T

0
™

Yon = 2 /sin(nx) dr = i(l _ (_1)71) '
m J nmw
Quindi
w2 "
'YOn(t) = 27’L—7T sin(wt) , a;l(()) — _% ((_1)n + ;) = Y -

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

an(t) = kin cos(net) + kap sin(net) + wp (t) ,
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ove la soluzione particolare wy, si cerchera, se w # nc, nella forma
wp(t) = Chp sin(wt)

ottenendo per semplice sostituzione

22

wy (t) = sin(wt) .

™ n2c? — w?

Se invece w = ngc per un ng > 1, si cerchera wy, nella forma
Wy (t) = t[Cn, sin(wt) + Cay, cos(wt) |

ottenendo

W, (£) = — %t cos(wt) .

I coefficienti k;, si determinano ora imponendo le condizioni iniziali; si ottiene per
ognin

kin=0.

Poi, nel caso w # nc si ha
I 1 { 2w3 1 }
= el T r 2 — o2l
Nel caso w = ngc si ha
1 c
ano = [7377,0 + _:| .
nopc ™

R. Nel caso in cui w # nc per ognin > 1,

T—7 >
1) =— in(wt {kn ¢
u(z,t) p. s1n(¢u)—|—n;1 on sin(net)
2w? . .
%m 81n(wt)} 81n(7m?) y
con .
1 2 w 2w 1
= 2222 ]
2 ne n( ) +7r nmw n2c? — w?

Nel caso in cui w = ngc per un ng > 1,

u(z,t) = { STy * { _2 ((—1)"0 + £) + %} sin(nox)} sin(wt)

™ nopc no ™
_— cos(wt) sin(ngx)
T
= : 2w? : :
+ Z {kzn sin(nct) + — 5 sm(wt)} sin(nx) ,

m™m n2c? —w
n#ng,n=1

con ks, come sopra.
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13. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—62um:0, O<z<m,0<t,
ug(0,t) =t, 0<t,
Ug(m,t) =1, 0<t,
u(x,0) =0, O<z<m,
ug(x,0) = cos 2z, O<z<m.

SOLUZIONE
Per ridurci al caso di condizioni al bordo omogenee, introduciamo la nuova incognita,

t—1
v(x,t) = u(x,t) + —a? —tz,
2m

che risolve il problema

t—1
Vit — gy = —C2 , O<ax<m,0<t,
™
v:(0,8) =0, 0<t,
vy (m,t) =0, 0<t,
22
v(z,0) = ——, O<z<m,
27
22
vt(x,()):cos2x+2——x, O<z<m.
T

Cerchiamo la soluzione nella forma
v(z,t) = ao(t) + Y _ an(t) cos(nz),
n=1

ove i coefficienti o, saranno determinati dai problemi ai valori iniziali

o 4 nPcta, = you(t — 1),

an(o) = Vin,
a'/n,(o) = "2n,
e (pern>1)
1 72 2 9 2
7002——/C—dx=—c—, Wonz——/c—cos(nx)d:vzo,
) w T ) w
0 0
1 [ a2 w 2 [ a2 2(—1)n+
= —— —d = —— n=—— D d =,
70 7 ) 2" 6' 7T/27T cos(nz) dz m™n?
0 0

™

1 2
7202—/{cos2w+x——:v}dx:—z,
T 27 3

0
™

2 2 2(=1)™ 1—(=1)"
*ygn:—/{cos2x—|—;——:r}cos(n:z:)d:z::dgn—l— (=1) + 2 (=1 .
0

T ™2 ™

0
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Pertanto per n > 1 la soluzione sara data da
an,(t) = kin cos(net) + ko sin(nct) ,
con kip, kon determinati da
kin = Y1n, nckan = Yon -

Se n = 0 si avra invece
3

t— .
ap(t) = k1o + k20t + Yoo ( ,sin(nct) ,
con kyg, koo determinati da

00
k1o — 20 - Y10 5

6
koo + 120 — 5o
2
R.
1—¢ 4 T 2 2 T 2 3
) = tr — = — — (———)t——t—l
uwt) = 5 ttr - g -t g T3 et Y
= 2(=1)ntt 1 2(-1)"  _1—(=1)"
+;{%cos(nct)+ﬁ(5gn+ (71'712) +2 7T(n2) )sin(nct)}cos(n:v).

14. [2/4/2007 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—c2um:0, O<z<m,0<t,
ug(0,t) = —1, 0<t,
ug(m,t) = —t, 0<t,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(z,0) = cos 2z, O<z<m.
R.
11—t 4 T 2 7 c? 3
u(z,t) = 5 ¢ _$+§_6_7r+(g+€)t_6_ﬂ-(t_l)
= 2 1 2=  1—(=1)"
+Z{—Wcos(nct)+(—l)” (52n+ (m2) +2 W(n2> )sin(nct)}cos(na:).

15. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

utt—c2um:0, O<z<m,0<t,
ug(0,t) =t, 0<t,
Ug(m,t) =1, 0<t,
u(xz,0) =0, O<z<m,
ur(z,0) =0, O<z<m.
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16. [20/9/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c%m:o, 0<:E<g,0<t<oo,
u(0,t) =1, 0<t< oo,
ux(g,t):O, 0<t< oo,
u(z,0) =0, O<az<g,
ug(x,0) =1, 0<$<g.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

v(x,t) = u(z,t) — 2.

Si verifica che v risolve il problema

Vi — gy = —2, O<:L“<g,0<t<oo,
v(0,t) =0, 0<t<oo,
vm(g,t)zo, 0<t<oo,
T
v(z,0) =0, O<$<§,
ve(x,0) =1, O<,’E<g.

Cerchiamo v nella forma
v(x,t) = Z an(t)sin(2n + 1)z
n=0

11 coefficiente a,, n > 0, é soluzione del problema

ol 4+ c(2n + 1), = —20n, 0<t<oo, (1)
an(0) =0, (2)
a,,(0) = Yon (3)

ove denotiamo per n > 0

4

in(2 DNede = ——.
sin(2n + 1)z dx Y

4
Yon = —
™

o\w\:\

Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma

w(t) = Cln .
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Sostituendo nella (1) si determina la costante

“Yon
Cip=-25—""—.
! 2(2n + 1)2

Dunque per n > 1 la soluzione di (1)—(2) &
an(t) = kin cos(2n + 1)ct + kaoy sin(2n + 1)ct + Cyyy
ove le costanti ki, e ks, sono determinate imponendo le condizioni iniziali

an(o) = kln + Cln = 07
O‘;L(O) = 6(271 + 1)k2n = Yon -

R. -
u(z,t) =t* + Z an(t)sin(2n + 1)z,
n=0
ove
an(t) = 8 (1 — cos(2n + 1)ct)
wc2(2n +1)3
4
————sin(2 1)ct.
+ O T 1 sin(2n + 1)c

17. [14/12/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—c2um:0, O<z<7m,0<t< 0,

u(0,t) = sinwt, 0<t<oo,
u(m,t) = sinwt, 0<t<oo,
u(z,0) =0, O<z<m,
u(z,0) = w, O<z<m.

Qui w > 0 & una costante.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

v(z,t) = u(z,t) — sinwt.
Si verifica che v risolve il problema

O<zrx<m,0<t <00,

v(0,t) =0, 0<t<oo,
v(m,t) =0, 0<t<oo,
v(z,0) =0, O<ze<m,
ve(x,0) =0, O<z<m.
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610. Fourier equazione delle onde

Cerchiamo v nella forma
v(x,t) = Z anp (t) sin(nz) .
n=1

11 coefficiente o, n > 1, é soluzione del problema

o+ c*nPay, = Youw? sinwt, 0<t<oo, (1)
a,(0) =0, (3)

ove denotiamo per n > 1

s

2 2
Yon = — /sin(n:z:) doe = —
7r 7T

0

1+ (-1)"*!
—

L’integrale generale della (1) ha la forma
an(t) = kin cos(ent) + kap, sin(ent) + wp (t) .

La ricerca della soluzione particolare ci conduce a distinguere i due casi seguenti.
A) w # cn: Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma

wp (t) = Crp sin(wt) .
Sostituendo nella (1) si determina la costante

2
W Yon

Cin=—555—3-
2n2 — 2

Dunque pern > 1, n # we™?! la soluzione di (1)—(2) si trova imponendo le condizioni
iniziali:

B) w = eng (possibile al pitt per un solo ng): Una soluzione particolare di (1) si
trova nella forma

Wy (1) = Crpet sin(wt) + Cap,t cos(wt) .
Sostituendo nella (1) si determinano le costanti

WY0no

Clno = 07 0277,0 = - 2

Dunque per n = ng = wc™! la soluzione di (1)—(2) si trova imponendo le condizioni
iniziali:

(0779 (0) = klng = 0,

O/ (O) = Cnokgno + ano = 0 .

no
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610. Fourier equazione delle onde

R. Sen # wc™! per ogni n:

. = W270n
u(z,t) = sin(wt) + E 5
c

2n2 _ o2 [Sin(wt) -2 sin(cnt)} sin(nz) .

cn
n=1

Se invece ng = we™t per un ng € IN:

u(z,t) = sin(wt) + Z % [sin(wt) Y sin(cmf)} sin(nx)

n cn
n>1,n#ng
+ PO—ZM sin(wt) — %t cos(wt)] sin(nx) .
Qui
4 , .
— n dispari;
Yon = ™
0, n pari.

18. [14/7/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ug — gy = acos(Bx)sin?(bt), O<z<m,t>0,
us(0,8) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,
ut(x,0) =0, O<z<m.

Quia>0,b>0, 3 >0 sono costanti.
SOLUZIONE
Cerchiamo u nella forma

u(x,t) = ap(t) + > an(t) cos(nz).
n=1

11 coefficiente o, n > 1, é soluzione del problema

o 4 *n’a,, = yon sin?(bt) t>0, (1)
an(o) = 0; ( )
ay,(0) =0, (3)
ove pern > 1
5 7 a sin(n—ﬁ)w+sin(n+ﬁ)7r 7 B4,
Yon = = [ [acos(Bz)] cos(nz)dz = 7 n—p n+p
i 0 a, B=n.
Inoltre per n = 0 si ha
ap = Y00 sin?(bt) t>0,
a,(0) =0,
al (0)=0,
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610. Fourier equazione delle onde

ove
™

Yoo = %/ lacos(Bz)] dz =a

0

sin(f)
pr

Per trovare la soluzione dei problemi di Cauchy per «,, osserviamo che
1 1
sin?(bt) = 373 cos(2bt) .

Dunque una soluzione particolare di (1) é data da

Yon Yon cn
— 20t b# —
on(t) = 2¢2n?  2(c?n? — 4b2) cos(2bt) 7 2’
" o Yon Yon . cn
— ¢ 20t b= —.
2¢2n?2  4b sin(26t) 2

Dunque la soluzione del problema di Cauchy si trova imponendo i dati iniziali
nell’integrale generale

an (t) = kin sin(net) + kay, cos(net) + vy, (t) .

Se invece n = 0, si ha integrando direttamente la e.d.o.

aolt) = ﬁ ~_ cos(2bt) — 1
ol) =007 =700 -
R.
t? cos(2bt) — 1 =
u(x,t) = Yoo Voo% + Z {vn(t) — v, (0) cos(nct)| cos(nz) ,
n=1
ove
a [sin(n —pB)r  sin(n+ ﬁ)w} B4n
Yon =14 T n—p7 n+ 0 ’ ’ n>1;
a, /8 =n,
o0 = asin(ﬁw) _
00 677 )
Yon TYon cn
- 20t b# —
vn(t) = 2¢2n?  2(c?n? — 4b2) cos(26t). 7 27
") qom om, cn
- —t 20t b= —.
2¢2n?  4b sin(26t), 2

19. [14/7/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uy — gy = acos(Bx) cos?(bt), O<z<m,t>0,

us(0,1) =0, t>0),
ug(m,t) =0, t>0,

u(xz,0) =0, O<z<m,
ug(x,0) =0, O<z<m.
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620. Fourier equazione del calore

Quia > 0,b>0, 3 >0 sono costanti.
R.

t? cos( 2bt -1
u(x,t) = oo + Y0o——5——

-3 [

on®) =

ove
a [sin(n - B)m n sin(n + ﬁ)w} , B4,
Yon = Q0 n— ﬁ n+ ﬁ n>1;
a7 /B = n7
B asin(ﬁﬂ') '
Yoo = Br
Yon Yon cn
20t b# —
on(t) = 2c2n2  2(c?n? — 4b?) cos(2bt) 7 27
" n Yon Yon cn
—t 2bt b= —.
Seznz T gy LS00, 2

620. Fourier equazione del calore

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

0) cos(nct) | cos(nx),

Uy — Uy = 0, 0<z<L,t>0,
u(0,t) =0, t>0,

uy(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = x(z/2,)(®), 0O<z<L,

con il metodo di Fourier.

SOLUZIONE

I) Riflettere in modo pariu intorno a x = L. Si passa a un problema con dati v =0
sui bordi laterali, posto per 0 < xz < 2L, da risolvere per serie di soli seni.

II) Usiamo il sistema ortonormale

\/%sin ((2n + 1)2L)

ossia cerchiamo la soluzione nella forma

Z o (t) sin ((2n + 1)2L)

n=0,1,2,...,

I coefficienti «, sono determinati dai problemi di Cauchy

L+ (e 1)%)2% —0,

. T
Xt /2 (@) sin ((2n+1)77 ) da

an(0) %

i

- m(2n+

0 cos ((271 + 1)%) .
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Percio

I1)

620. Fourier equazione del calore

™ T 12
. S— 2 1 _) —[@n+1) %t
7T(2n+1)cos((n—l— )4 e 2L

() = 3 = cos (1) = cos (227) ] 55 sin ().

n=1
> 4 s x 12 T
Hn=S"__" (2 1—) @t DL g (2 1—).
u(z,t) 7;J7T(2n_i_1)cos (2n + )4 e 2r P sin ( (20 + >2L

2. [19/3/2003 (hw)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Uy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) = cost, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Rendiamo omogenei i dati al bordo laterale introducendo la nuova incognita v =

u — (xz/m) cost, che soddisfa

Ut—vmzfsint, O<zx<m,t>0,
T
v(0,t) =0, t>0,
v(m,t) =0, t>0,
v(x,()):—f, O<z<m.
s

Poi scriviamo v = vy + va, ove vy soddisfa I'equazione differenziale di v, con dati
nulli sulla frontiera parabolica, e vy soddisfa I'equazione omogenea del calore con
dato iniziale pari a —x/m, e si annulla su x = 0, 7. Rappresentiamo

vi(z,t) = Z Bn(t) sin(nx) ;
n=1

si vede per sostituzione della serie nell’e.d.p. che si deve avere

B;I'i_nzﬁn:fna ﬁn(O):O,

ove gli f,, sono i coefficienti di Fourier di

> 2(—1)"+!
“sint = nz::l Fa®)sin(nz),  fult) = % sint.
Risolvendo la e.d.o. si ottiene
2n(—1)"tt cost —e "t
i) = g e - )
(n*4+ D)7 n
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620. Fourier equazione del calore

Infine, dal calcolo degli f,, e dall’'usuale metodo di Fourier,

v?('rvt) = Z 2(;7_‘1_)

n=1

n

et sin(nx) .

3. [1/4/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Upy = 0, O<zr<l,0<t<T,

uw(0,t) = et 0<t<T,
u(l,t) =0, 0<t<T,
u(z,0) =1 — 22, 0<z<l.

4. [23/9/2003 (ex)I] Si trovi la soluzione u di

O<z<m,0<t<T,

u(0,t) =t, 0<t<T,

umt)=1, 0<t<T,

u(m,O)—E, O0<z<m,
T

con il metodo di Fourier.

5. [23/9/2003 (ex)II] Si trovi la soluzione u di

Up — Ugy = 0,

u(0,t) =1,
u(m,t) = —t,
x
0)=1-——
u(r,0)=1-2,

con il metodo di Fourier.
6. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere

ut_u:c:czoy

u(0,t) =0,
u(lvt) = f(t) )
u(z,0) = 22,

O<zr<m,0<t<T,
0<t<T,
0<t<T,

0<z<m,

0<z<1,t>0,
t>0,

t>0,
O<z<l,

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione. Qui

7= {S_ 1
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620. Fourier equazione del calore

7.[31/3/2004 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

ut—um:azt2, O<zr<a,0<t,
u(0,t) =1, t>0,
u(a,t) =t, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<a.

8. [31/3/2004 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il seguente problema

U — Ugy = T, O<z<b,0<t,
u(0,t) =2, t>0,

ub,t) =t*+1, t>0,

u(z,0) =0, 0<z<b.

9. [15/9/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy = T, O<z<m,0<t,
ug(0,t) = 2t, 0<t,

u(m,t) =0, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

10. [15/9/2004 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy = T, O<z<m,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

ug(m,t) = 3t, 0<t,

u(z,0) = 22, O<z<m.

11. [23/6/2005 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Ugy = 0, O<zr<l1l,0<t,
u(0,t) =0, 0<t,

ug(1,t) = ¢, 0<t,

u(z,0) =z —1, 0<z<l1.
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620. Fourier equazione del calore

12. [23/6/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Ut — Uy = 0, O<z<l1,0<t,
ug(0,t) = —t, 0<t,

u(l,t) =0, 0<t,

u(z,0) ==z, 0<z<l1.

13. [15/12/2005 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Uy = 0, O<z<m,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(m,t) =t, t>0,
u(z,0) =sinz, O<z<m.

14. [6/7/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Ut — Ugy = 0, O<ax<m,0<t,
u(0,t) = t2, 0<t,
u(m,t) =2, 0<t,
u(z,0) =sinz, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la

trasformazione .
v(z,t) = u(z,t) —t* — (2 - t?).
T

La v soddisfa

vt—vmzzt(f—1), O<az<m,0<t,
T
v(0,t) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
2
U(:C,O):sinx——x, O<zx<m.
T

Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

Yn(x) = \/gsin(n:v) , n>1,
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620. Fourier equazione del calore

sviluppando la soluzione come
o0
v(x,t) = Z o (t) sin(nz) .
n=1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti au,:

™

2
o, 4+ nla, =yout == t= / 2(E - 1) sin(nx) dz, 0<t,
T 7r

0

™

2 2
an(0) = 31, = - / (sin:v - %) sin(nx) dx ,

0

ove con calcoli elementari si ottiene

4 4(-1)"
Yon = ——— ’7111:5111"_ ( ) .
™ ™

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque
n(t) = kne ™™ + w, (1),
ove la soluzione particolare w, si cerchera nella forma
wy(t) = Cipt + Cap,

ottenendo per semplice sostituzione

4 4

11 coefficiente k,, si determina ora imponendo la condizione iniziale; si ottiene

4N o 4 4
an(®) = (mn + g+ gt e

R.
u(z, ) =2+ 22— 2
T
. /2= 4N e 4 4y .
t n-t t_ .
+e Smx—’—ng_l{(iwn —l——)e +— }sm(nx)

™o

15. [6/7/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

Ut — Ugy = 0 O<z<m,0<t,
u(0,t) =1, 0<t,
u(m,t) =12, 0<t,
u(z,0) = sin2x, O<z<m.
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620. Fourier equazione del calore

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati di Dirichlet nulli al contorno, mediante la

trasformazione .
v(x,t) = u(z,t) —1— =3 —1).
T

La v soddisfa

3wt?
vt—vmz—x—, O<z<m,0<t,
™
v(0,¢) =0, 0<t,
v(m,t) =0, 0<t,
. 1 =z
v(z,0) =sin2zx — — + — | O<z<m.
Toow
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )
2 .
Yn(x) =4/ = sin(nz) n>1,
™

sviluppando la soluzione come
o0
v(x,t) = Z an (t) sin(nz) .
n=1

Si ottengono quindi i problemi di Cauchy per i coefficienti au,:

™

2 3
o, 4 nla, = yout? = t2—/ (— _x) sin(nz) dzx, 0<t,
7r 7T
0

2 T
an(0) =1y := — / (sin 20— 1+ E) sin(nx) dz
T T
0
ove con calcoli elementari si ottiene
6(-1)" (=D)" =1  4(=)~*!

Yon = y  Yin = 6277, +2 + 5
™ ™ m™n

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque
an(t) = fene ™t 4+ wp(t),
ove la soluzione particolare wy, si cerchera nella forma
wy, (1) = C1,t? + Cont + Cs,y
ottenendo per semplice sostituzione

61", 121" 12(-1)"

™o mn’

11 coefficiente k., si determina ora imponendo la condizione iniziale; si ottiene

12(_1)n)e—"2t L6, 12 121"

+
mn’ ™3 ™o mn’

a(t) = (0 =
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620. Fourier equazione del calore

R.

u(z,t) =1+ E(t3 — 1)+ e Msin2x
T

(1) =1 A=) 12(=1)n N
2 ) n
+ ;{( ™ + m32n + mn’ €
6(—1)" 12(=1)t1 12(-1)™
L8CED . 120D, 12(]) }snmnxy
™3 ™o ™7

16. [12/7/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Ut — Ugy =T+ T, O<zx<m,0<t <00,
u(0,t) =0, 0<t<oo,

u(m,t) =2, 0<t<oo,

u(z,0) = sin(nz) , O<z<m.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

o(w,y) = ulz,y) — 22

Si verifica che v risolve il problema

V¢ — Vg =T+ 1, O<zrx<m,0<t<o0,
v(0,t) =0, 0<t< oo,
v(m,t) =0, 0<t< oo,
2
v(z,0) =sin(rz) — —z, O<z<m.
T

Cerchiamo v nella forma

v(x,t) = Z ap (t) sin(nz) .
n=1
11 coefficiente o, n > 1, é soluzione del problema

o, 4+ n2a, = Yon + Yint 0<t<oo, (1)

2
an(o) = Yon — ;’7011 . (2)
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620. Fourier equazione del calore

Qui denotiamo per n > 1

s

2 2(—1)7+1
Yon = — /xsin(n:c) dz = ﬁ,
T n
0
2 [ 2 .
Yin = — /sm(n:v) dr = %[1 — (=",
0
) 7'r 2(—1 n+1
Yon = — /sin(ﬂ':zr) sin(nz) de = (=) sin 72
T ™ n? — 2

0

Una soluzione particolare di (1) si trova nella forma
w(t) = Cq, + Copt.

Sostituendo nella (1) si determinano le costanti

_ Yon Tin o Tin
Cn=p ~ar =
Dunque per n > 1 la soluzione di (1)—(2) &
2 Yon Tin —n2t Yon Tin Tin
an(®) = (an = Zoon = 5+ T )+ T - T TR
R.
2
t) = —
u(z,t) e
- 2 Yon | Y Yon  Yin 7
0 1n\ _n? 0 1 1 .
+ 37 | (on = S0 = T3+ T e+ T = T D] sintna)
n=1
ove
2(—1 n+1 2 2(—1 n+1 ]
ron = 2T = 2, = 2T e
n ™m T n?—m

3

17. [12/7/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Up — Uge =T+ COST, O<z<m,0<t<o0,
u(0,t) =1, 0<t<oo,
u(m, t) =0, 0<t< oo,
u(z,0) =0, O<z<m.
R.
u(z,t) = _—
™
> 1 Yon Yin —n? Yon Yin Yin .
+30 [(=mn ot = T T )t T = T D] sinna)

n=1

169



620. Fourier equazione del calore

ove
2 ntty M
Yon = —[1=(=1)" 5, n>1, 01 =0;
2 2
W= 1= (=1)"]; W= Z(=1)"t >1.
= — =0T e =) nz

18. [18/4/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dug, = F(x,t), O<z<m,t>0,
us(0,8) = 0, t>0),
Ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive A e p, si definisce

s
A, pt<zr<mt<—,
F(z,t) = H

0, altrimenti.

Dedurre dall’espressione trovata il valore di

lim wu(z,t).
t—00

SOLUZIONE
Cerchiamo uno sviluppo in serie di u della forma

u(x,t) = ag(t) + Y _ an(t) cos(nz) .
n=1

Per n > 1 i coefficienti «,, saranno determinati dai problemi di Cauchy

o, + Dna, = F,(t),

an(0) =0,
oveper 0 <t <m/p
2 [ 2 [
F.(t)=— /F(:v,t) cos(nz)dx = — /)\cos(mc) dz
T 7T
0 pt

2\
= ——ssin(nut) .
nw

Invece
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620. Fourier equazione del calore

Quindi, dalla formula risolutiva delle e.d.o. lineari del primo ordine si ha:

t
2\
an(t) = ——efD”Qt/eD”QT sin(nur)dr, 0<t<Z ,
nm 1
0
an(t) = _Dnzt/ Dr’T gin (nur)dr u <t
, H
Se invece n = 0, si ha il problema
a6 = FO(t) )
a,(0) =0,
oveper 0 <t<m/u
1] [ A(r — ut
Fo(t) = —/F(:c,t)d:v— —/)\d:c: (r = )
T T
0 pt
Invece -
Fo(t) =0, t>—.
I
Quindi, in modo analogo a quanto visto sopra per n > 1
min(t,Z)
A —
ao(t) = / Am—p7) 4
T
0

Vista la convergenza della serie per t > 1, e poiché i coefficienti o, per n > 1,
tendono a 0, con rapidita esponenziale, si ha infine

lim u(z,t) = lm ap(t).

t—oo t—oo

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = ag(t Zan ) cos(nzx)
ove
(t) )\(t “tz) 0<t<Z
o 2 _ x
0 . 2 ) }
AT T
aO(t) = 5 - S t7
2p 1%
epern>1
9\ Dnsin(nut) — pcos(nut) + pe=Pn’t T
an(t) = — 2 ( u)D2u4 (2M2) p C 0<t<™
™ n*+nsu 0]
(t) A p(—1)nHle Pr0=5) 4 o= Dnt T <y
a == —
n = D2n4 1 22 g T
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630. Fourier equazione di Laplace

Segue che
AT

li t)=—.
A et =5,

19. [18/4/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dug, = F(x,t), O<z<m,t>0,
up(0,1) =0, t>0),
Ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,

ove, per due costanti positive A e p, si definisce

T
, O<z<m—A,t< —,
Fla,t) =4 " A

0, altrimenti.

Dedurre dall’espressione trovata il valore di

lim u(x,t).
t—o0
R. La soluzione é data da
u(x,t) = ag(t) + > _ an(t) cos(nz),
n=1
ove
u( /\t2) T
t) == (mt — = 0<t<—
ao(t) = — {7t - —- ), <t<+,
ui 0
t) = — — <t
CYQ( ) 2)\ ) )\ = U,
epern>1
24 Dnsin(nAt) — A cos(nAt) + Ae= Pt 7r
— (_1\nt1Z& _
an(t) = (=1) 7 D2n% 4+ n2)\2 , O<i< A7
—Dn?(t—T) _1\n+1,—Dn’t
on(t) = — 212 AT e : T<t
T D2n* 4 n2)2 A
Segue che
. u
1 t)=—.
A ) = 53

630. Fourier equazione di Laplace
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630. Fourier equazione di Laplace

1. [4/3/2003 (hw)I] Trovare la soluzione del problema

Ugz + Uyy = 0, O<ax<L,0<y<H,
uz(0,y) =0, 0<y<H,

uy(z, H) = 0, 0<z<L,
u(ll,y)=1, O0<y<H,
u(z,0) =z, 0<z<L.

con il metodo di Fourier.

SOLUZIONE

Conviene scrivere u = v + w, ove v, w risolvono problemi simili a quello per u, ma
con v(L,y) = 0, e w(z,0) = 0. Riflettere v in modo dispari intorno a x = L, e
ottenere un problema con dati di Neumann v, = 0 su x = 0, x = 2L. Sviluppare
in serie di coseni e ottenere

nZancos (Z—Lx) COSh(ZL( _H))u

v, cosh (Z;H) = %((—1)” -1)+ %sin (%) .

Riflettere w in modo dispari intorno a y = 0. Si passa a un problema con dati
wy = 0 sui bordi y = +H, posto per —H <y < H, da risolvere per serie di soli
coseni (in y):

ZA cos( y—i—H)) cosh(;—;x),

2. [30/6/2003 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uz + Uyy = 0, O<x<L,0<y<lL,
uz(0,y) =0, 0<y<L,
u(L,y) =0, 0<y<L,
u(a:,O):smz(%), 0<z<L,
u(z,L) =0, 0<z<L.

SOLUZIONE
Scegliamo di sviluppare la soluzione u nel sistema ortonormale

\/%cos((2n+1)2L) n=0,1,2,...

Cerchiamo quindi i coefficienti o, della serie

Zan cos( 2n+1)2L)

173



630. Fourier equazione di Laplace

Questi si ottengono come soluzioni dei problemi al contorno

((2n+1)2L)2 —0,
an(0) = Yon ,
an(L) =0,

ove

L

2 [ Lym (=) 2 1 1
7O"_L/S““ (L)COS((2”+1)2 )dx - {2n+1 m+5 2n—3}'
0

L’integrale generale della e.d.o. é
an( ) = k1, e(2n+1)2L + ko 67(2n+1)7ry .
Imponendo le condizioni al contorno si ottiene

kln + k2n = Yon »
Fine @ DF |y o~@nDE g

R.
5 Jon @n+1)[3E-3] _ <2n+1>[£—ﬂ1} ( )
e nZO e~ @ntDF _ ,@2ntD)3 {e ¢ 272l cos ( (20 + 1)2L
B (—1)"{ 2 1 1 }
=T W1 2nt5 2n-3)°

3. [30/6/2003 (ex)II] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uz + Uyy = 0, O<zx<L,0<y<L,
w(0,y) =0, O<y<L,
ug(L,y) =0, O<y<L,
u(z, L) = sin® (%), 0<z<L,
u(z,0) =0, 0<z<L.
4. [17/3/2004 (hw)I] Risolvere
Ugz + Uyy = 1, O<x<L,0<y<H,
u.(0,y) =0, 0<y< H,
(Ly)—O O<y<H,
u(z,0) = 0O<z<L,
u(z, H) = 0<z<L,
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630. Fourier equazione di Laplace

e dire quale ¢ la classe di regolarita della soluzione.

5. [28/6/2004 (ex)I] Calcolare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=22,
w(0,y) =y,
u(z,0) =0,
uz(m,y) =1+y,
uy(z,m) =0,

Au=—22,
u(0,y) =2y,
uy(z,0) =0,
uz(m,y) =142y,
u(xz,m) =0,

Au=0,
uz(0,y) =0,
Uz (T, y) = 2my,,
uy(z,0) =0,
u(z,m) =z,

O<zr<m,0<y<m,
O<y<m,
O<z<m,
O<y<m,
O<z<m.

O<zr<m,0<y<m,
O<y<m,
O<z<m,
O<y<m,
O<z<m.

O<zx<m,0<y<m,
O<y<m,
O<y<m,
O<x<m,
O<ax<m.

8. [14/4/2005 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier il problema

Au=0,
u(0,y) =2y,
ug(m,y) =0,
uy(z,0) = =27z,
uy(z,m) =0,

9. [16/9/2005 (ex)]]

limitata in

O<z<m,0<y<m,
O<y<m,
O<y<m,
O<x<m,
O<ax<m.

Trovare con il metodo di Fourier I'unica soluzione

Q={(z,y) |z>0,0<y <7}
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del problema

Ugy + Uyy =0, in £2,
uy(z,0) =0, x>0,
uy(z,m) =0, x>0,

u(0,y) = ysiny, O<y<m.

10. [16/9/2005 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier 1'unica soluzione
limitata in
Q={(z,y)[z<0,0<y <7}

del problema

Uz + Uyy = 0, in 2,
uy(z,0) =0, x <0,
uy(z,m) =0, x <0,

u(0,y) = ycosy, O<y<m.

11. [20/4/2006 (ex)I] Risolvere con il metodo di Fourier

Au=ux, O<z<m,0<y<m,
ug(0,y) =y, O<y<m,
u(m,y) =92, O<y<m,
u(z,0) =0, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

Un(y) = \/gsin [(Qn—i- 1)%] . n>0,

sviluppando la soluzione come

u(z,y) = gan(x) sin [(2n + 1)%] .
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630. Fourier equazione di Laplace

Si ottengono quindi i problemi ai limiti per i coefficienti a,:

S
3

2n +1)° 2
a%—wan——/xsin{@n—l—l)%}dy—’y(mx, O<z<m,

0
/ 2 . Yy
a,,(0) = — ysin (2n+1)§ dy = v1n,
0
2 s
ap(m) = - /y2 sin [(Qn-i- 1)%} dy = yan ,
0

ove con calcoli elementari si ottiene

4 8= C6(-n)m 32
Tan+ 1) M T a@n+12 T @nt1)? w@ntl)p

Yon

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

an(z) = kine 2 T +kope” 2 T 4wy (z),

ove la soluzione particolare wy, si cerchera nella forma
wp(z) = Chx,

ottenendo per semplice sostituzione

wn (@) = __Hom
2n+ 1)

Per i coefficienti ki, kopn, imponendo ora le condizioni ai limiti si ottiene il sistema

2n+1 _2n41 4
kine 2 " 4 kope 2 "= 7(2nﬁf"1)27r + Yon = V3n,

_ 2 4’7011
C2n4+1[(2n+1)2

kin — kon + 71n] = Yan ,

che conduce infine a
_2n41 241
k . Y3n + Yan€ 2 k o V3n — Y4n€ 2
In — " 2nt1 2ntl__ 2n — T ont1 2n+1__ *
e "2 7"—}—67—"2 T e "2 w_i_ef—"z T

™

R. -
u(z,y) = Z ay, (x) sin [(271 + 1)%] ,
n=0
ove:
2n+1 - _ 2n+1m 4’70,”
an(r) = kipe 2 " + kape - mxa
¢ _2n41 2n41
k ~ 3n + Van€ 2 k _ Y3n — V4an€ 2
In — 6271;17‘_ e 2712+1ﬂ, ) 2n — €2n2+1ﬂ_ +e 2712+1ﬂ, ’
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630. Fourier equazione di Laplace

con

— ﬂﬂ- + — 2 4’7011 +
¥3n. 2n + 1)2 Y2n s Yan 1| 2n+ 1) Yin| -
Infine:
4 8(—=1)" 16(—1)" 32
Yon = "o InT= 590 J2n = 5~
m(2n + 1) w(2n + 1) (2n+1) m(2n+1)

12. [20/4/2006 (ex)II] Risolvere con il metodo di Fourier

3 -

Au=y+1, O<zrz<m,0<y<m,

uz (0,y) =0, O<y<m,

u(m,y) =0, O<y<m,

uy(x,O):a:z, O<z<m,

u(z,m) =z, O<z<m.
R. -

X
ep) = S an)oos | 20+ 1
n=0
ove: - s dvon
an(y) = hune 5 ke (5 mER (1),
¢ _2n41 2n+1
kl :7377,"'”)/4716 2 k2 — Y3n — Yan€ 2

" e%ﬂ' + 67%7 ’ " e%ﬂ' —|—eizn2+lﬂ' ’
con 4 9 4

"Yon Yon

n = 7o _ . a9 1 n n — nj -
Yon = Gyt T, m 2n+1{(2n+1)2+%]
Infine:
4(=1)" 4r(—1)" 32(—1)" 4(-1)" 8

Yon = ( ) Yin = ( ) - ( ) Yon = ( )

S m(2n+ 1)’ 2n 41 w(2n +1)37

13. [15/12/2006 (ex)I] Risolvere per serie di Fourier

Au=0, O<z<rm,0<y<m,
u(0,y) =0, O<y<m,
ug(my) =1, O<y<m,
u(z,0) =1, O<z<m,
uy(z,m) =0, O<z<m.

SOLUZIONE
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630. Fourier equazione di Laplace

Per ridursi a un problema con dati omogenei conviene passare per esempio alla
nuova incognita

v(z,y) =u(z,y) —x.
Questa soddisfa

Av=0, O<zrz<m,0<y<m,
v(0,y) =0, O<y<m,
ve(m,y) =0, O<y<m,
v(z,0)=1—=x, O<z<m,
vy(z,m) =0, O<z<m.

Usiamo il sistema ortonormale in (0, )

(@) = \/gsin [(2n+ 1);] ., n>0,

sviluppando la soluzione come
= T
= n 1 2 1 - .
(@) = 3 cu)sin | on+ D3]

Si ottengono quindi i problemi ai limiti per i coefficienti a,:

o —Manzo

n 1 O<y<m,

an(0) = %](1 _ 2)sin [(211 + 1)3] dz = 7,
0

ove con calcoli elementari si ottiene

B 4 N 8(_1)n+1
S r@2n+1)  w(2n+1)2°

Yin

L’integrale generale della e.d.o. sara dunque

2n41 _ 2n+41
an(y) = kine = Y+ kope "2 Y,

ove le costanti di integrazione k;, andranno determinate imponendo i dati al con-
torno. Si ottiene il sistema

2n+1 _2n41
klne 2 ﬂ—ane 2 "=0

3

Ein + kon = Yin,

che conduce infine a

_2n+t1 2n41

k - Yin€ 2 L o Yin€ 2
In — " 2nt1 2ntl__ 9 2n — T 2ny1 2nt1 __ °
e "2 7"—}—67—"2 T e "2 T4 e~ "2 T
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630. Fourier equazione di Laplace

8(_1)n+1
2n+ 1) 7(2n+1)2

:Cy —x—i—z

_2n+1 2n+1
e 2 2n+1 e 2 2n+1 x
—5 Y — y : el
X [ ST —e 2 U+ pEzEs! “mr, e Tz ‘|51n {(2n+1)2]
2

6271'_|_e 7T+

14. [18/4/2007 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in @ = (0,7) x (0,00) di

Au=0, in Q,
uz(0,y) =0, 0<y<oo,
ug(m,y) =siny, 0<y<oo,
u(m,O):x—g, O<z<m.

SOLUZIONE
Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

x2
v(z,y) = u(z,y) — o siny.

Si verifica che v risolve il problema

1 2
Av:—(%—l)siny, in Q,

T
v:(0,y) =0, 0<y<oo,
vy (m,y) =0, 0<y<oo,
v(a:,())::z:—g, O<z<m;

inoltre v ¢ limitata in Q.
Cerchiamo v nella forma

v(z,y) = ap(y) + E an (y) cos(nz)

11 coefficiente a,, n > 0, é soluzione del problema
" 2

o, —Nay = Yo Siny, 0<y<oo,
o (0) = 71n ,
oy, limitato, in (0, 00).

Qui denotiamo

2 [1/22 2(—1)"
— _ _ — e >
Yon 7T/7T(2 1>cos(nac)d:v s n>1,
0
1 [ 122 o1
=== ——l)d S
700 7r/7r(2 . 6 w’
0
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630. Fourier equazione di Laplace

A

/(x— g) cos(nz)de = —[(-1)" — 1], n>1,

0
1 K
7102—/(x—z)dx20.
s 2
0

Dunque pern > 1

Yin =

Qn, (y) = kine™ + kone " + ks, siny,
ove ks, si determina per sostituzione:

Yon
1+n2’

—kspsiny — n2ksy, siny = Yo siny, ossia ks, = —
Quindi dovremmo imporre, per le condizioni a y = 0 e di limitatezza,

kin + kon = Yin,
kln = 07

ove la seconda uguaglianza ¢ imposta appunto dalla richiesta che o, resti limitata
per y — oo.
Per n = 0 invece si ha

ao(y) = —yoosiny + kioy + k2o ,
con le condizioni

k20:’710:07
klOZO.

R.

2 | T 1y .
u(a:,y):%smy—(g—;)smy

+ i [ 2 (=)™ = 1)e™™ — 2(_12)n 1 siny} cos(nzx).

mn?2 m™m?2 1+ n?

15. [18/4/2007 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione limitata
in Q@ =(—00,0) x (0,m) di

Au=0, in Q,
uy(z,0) =0, —o<zr<0,
uy(z,m) = —sinx, —o<zr<0,



630. Fourier equazione di Laplace

14 N e 2171
+Z[W[(_1) —1]e™ + p T SR cos(ny) .

16. [28/3/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Au=0, O<z<m,0<y<1,
uz(0,y) =0, 0<y<1,
ug(my) =y, 0<y<lI,
u(z,0) =z, O<z<m,
uy(z,1) =2, O<z<m.

SOLUZIONE

Riconduciamoci a un problema con dati omogenei al contorno, per esempio con il
cambiamento di incognita

v(x,t) = u(z,t) — Y.
27

Si verifica che v risolve il problema

Av:—g, O<zr<m,0<y<l,
0

v:(0,y) =0, 0<y<1,
ve(m,y) =0, O<y<l1,
v(z,0) =z, O<z<m,

22
vy(a:,l):x—%, O<z<m.

Cerchiamo v nella forma
v(z,y) = aoy) + Z an (y) cos(nx) .
n=1

11 coefficiente ., n > 1, é soluzione del problema

ag—nzan:—/(——)cos(n:c)dx—(), 0<y<1,

0
™

2 x?
! —.
a, (1) = = / (x ~ 3 ) cos(nzx)dx =: y1n ,

™
0
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630. Fourier equazione di Laplace

ove pern > 1

2 2
n=—-——=[(-1)"—-1], n=——>5.
Y0 7T7’L2[( ) ] it .
Inoltre per n = 0 si ha
ag:—ﬂ, 0<y<1,
T

Gli integrali generali hanno la forma

3

ao(y) = _g_w + k1oy + k2o , an(y) = kine™" + kone™?.
Sostituendo i dati al bordo si ottengono i coefficienti.
R.
22y 3 T 1 T
wew) = g -+ (55 g
e n _ —ny —-n ny
n (ne"yon — Y1n)e n+ (73 Yon + Y1n)e cos(nz) .
— n(em +e-m)
Qui
2 2
= (G VS I
Yo 2 [( ) ] 7 ™2

Au:O, O<$<7‘(‘70<y<17
ux(O,y):y, O<y<1,
ug(my) =0, 0<y<l1,
uy(z,0) =, O<z<m,
u(z,1) ==z, O<ca<m
R.
_ (x—ﬂ')2y_y_3 ™ i
— (n—eM)e ™ + (n+ e ")em
! ; n(em” +e=m) ~Yon cOS(nx) .
Qui
Yon 7T’n,2
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18. [16/9/2008 (ex)I] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

™ T T T
Au= f(z,y), —— << =, —=<y< =,
f(z,y) 5 5Ty <Y<y
u( T >—O 7T< <7T
T 27y - b 2 y 27
u<7r >—1 7T< <7T
x 27?4 - b 2 y 27
T T T
ule-3) =0, BT
T T T
Uy<,§>:1, —§<ZE<§
Qui
1, y=uw,
€T =
f(z,y) {07 Y <.
SOLUZIONE
Introduciamo la variabile ausiliaria
2
T
’U(.’Ij,y) - U(Ji,y) - ? )
che risolve
T T T T
Av = _Zz _ 4 2 _z Z
v=f(z,y) ; 5 <T<5,m5 <Y<y,
’U( z) 0 —K< <z
xT 27y b 2 y 27
v(7T )—0 —K< <z
x 27y - 9 2 y 27
( _Z)__I_z T LT
8T T T g SS9
( 77) ] 7r< <7T
'Uy ‘T72 - 3 2 xr 2

Cerchiamo v nella forma
v(z,y) = ag(y) + ; an(y) cosn(:z: + g) .

11 coefficiente «,,, n > 1, é soluzione del problema

3
2
! —nPa, = von(y) ::—/f(x,y)cosn(x—l—z)dx, —z<y<z, (1)
T 2 2 2
-3
3
2 2
Oén(—z):'}/ln - ——/x—cosn(ar—l—z) dz, (2)
2 s s 2
-3
an(g) =0 (3)
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Invece per n = 0 si ha

%
2 1 2 ™ ™
"
of =) - 2= [ fagar-2, T <y<l,
-z
( 7T) 1 / 2d o
Qo 5 = 710 x 127
-%
L (T
Al
0‘0(2)
Si ha con i calcoli
2 ™ y 1
’YOn(y):_SIDTL(y—F_)v nzlvﬂyoo(y):_—i__v
™ 2 T 2
¢ ( )+1
|
n:277 >17 = ——=.
n n? S T

Per trovare la soluzione dei problemi di Cauchy per «,, osserviamo che una soluzione
particolare di (1) per n > 1 & data da

(5) = Crnsinn (34 ) + Canconn(y + 7).

ove le costanti Cy,, e Cy, si determinano sostituendo la w,, nella e.d.o.. Si ottiene
cosl

1 . T
wp(y) = R s1nn(y—|— 5) .

Dunque la soluzione del problema di Cauchy si trova imponendo I dati iniziali
nell’integrale generale

an(y) = kine™ + kane™™ + w,(y) .

Se invece n = 0, si ha integrando direttamente la e.d.o.
3 1 1
aoly) = = + (— - —)y2 + k1oy + koo -
67 4 7

Le costanti di integrazione ki,, ke, si determinano imponendo le condizioni al

contorno.
R.
2 3
Y 1 U T T
waw) =T+ (G-
—I—; [kl e™ + kope™ ™ — —3sinn(y+ z)} cosn(x—l— 5) ,
ove
1 1" oz )t -1 s
kin = (( ) ez +27( ) 677),
enT e\ g3 ™2
o = (E o UM o)
entT 4 e nm 3 ™2
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19. [16/9/2008 (ex)II] Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

T T o7 T
Au= JY), ——<r< =, —=<y< =,
(-7 4)=0 Tyl
Uy — = = - = —
X 27y M 2 y 27
(1) =3 Tyl
Uu — = - — —
x 27y s 9 Y 9
(D) =0 Tl
ule,—=) = ——<r< =
T2 ’ 2 2’
( 7T> 7T< <7T
uyle, =) == ——<r< =
Y\ 2 ’ 2 2
Qui
L, y<x,
€T =
f(z,y) {07 >
R.
322 3 /1 3\, (¢ 1lr 2972
uey) ===+ (7)) (T3 + 5
> " n 1 . T T
—l—; {klne Y+ kope™ ™ + ﬁsmn(y—l- 5)} cosn(x—l— 5),
ove
B 1 (_l)nJrl . (_1)n+1 -1 -
kln_e"”—i—e‘"”( mn3 er +6 ™2 € 2)’
B 1 (“1)" _ae (D)1
Fan = e"”—i—e*’”’( ™3 ¢ *+6 ™2 €* )

810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

1. [30/1/2003 (hw)I] Sia u € C*(Qr), Qr = (0,L) x (0,T), soluzione di

Ut — gy =0, 0<z<L,0<t<T,
u(z,0) = up(x), 0<z<L,
u(z,0) = u(z), 0<z<L,
u(0,t) =0, 0<t,
u(L,t) =0, 0<t.

a) Dare condizioni necessarie su ug, u; perché una tale soluzione possa esi-
stere.
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810. Metodi dell’energia per equazioni iperboliche

b) Dimostrare, moltiplicando 1’e.d.p. per u; e integrando ripetutamente per
parti su (0, L) x (0,t), che, per ogni ¢t > 0,

L L L L
/ut(az,t)2 dx+cz/ux(a:,t)2 dz :/ dx+c2/ (1)
0 0 0 0
c) Dedurre dalla (1) un teorema di unicita di soluzioni per il problema in
questione.
R.

a) Ug € 02([0,L]) , U1 € Cl([O,L]),
up(0) = up(L) = 0,uy(0) = uj (L) = 0,u1(0) =uy (L) =0.

2. [30/6/2003 (ex)I] Si consideri la soluzione v € C2([0, L] x [0,T]) di

Utt—c2vm:—vt, O<ax<L,0<t<T,
v(0,¢) =0, 0<t<T,
o(L,t) =0, 0<t<T,
v(z,0) = vo(x), 0<z<L,
ve(x,0) = vi(x), 0<z<L.

L

L
1 2
E(t) = 5/%(%15)2 dlx—l—%/vm(x,t)2 dz,
0

0

¢ una funzione decrescente del tempo.

3. [30/6/2003 (ex)II] Si consideri la soluzione v € C%([0, L] x [0,T]) di

vtt—c2vm:vt, O<ax<L,0<t<T,
(075)20 0<t<T,
v(L,t) = 0<t<T,
v(,)—vo(fﬂ) 0<z<L,
ve(x,0) = vy (x), 0<z<L.

Si dimostri che I’ “energia”

L L

1 2
E(t) = 5/%(%15)2 dlx—l—%/vm(x,t)2 dz,

0 0

¢ una funzione crescente del tempo.
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820. Metodi dell’energia per ’equazione del calore

1. [15/12/2006 (ex)I] Dimostrare che

™

3
/u($,t)2d$§§7r, t>0,
0
se u risolve

Ut — Uy = 0, O<z<m,t>0,

up(0,1) = 0, t>0),

Ug(m,t) =0, t>0,

u(z,0) =1+ cosz, O<z<m.

SOLUZIONE
Moltiplichiamo I'equazione per u e integriamo per parti su (0, ) x (0,t), ottenendo:

™ T ™

t
%/u(z,t)de—%/u(x,O)de—l—//ux(a:,T)Qd:rdT:O.
00

0 0

Eliminando il termine positivo che contiene u?2, si ha

T ™ ™

/u(:v,t)2dxS/u(x,0)2dx:/(1+2cos:v+cos2x)dx: =T.

0 0 0

2. [14/7/2008 (ex)I] Si consideri la soluzione del problema

Ut — Dy, =0, O<x<L,t>0,
Duy(0,t) = au(0,t), t>0,
Duy(L,t) = 0, t>0),

u(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C?([0, L]), ug > 0.
Si dimostri che

L
U(t):/u(x,t)dzn, >0,
0

¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)
SOLUZIONE
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910. Trasformata di Fourier

Integrando la e.d.p. in [0, L] X [t1,t2], t1 < t2 si ha
L L 23

/u(x,tg) dz — /u(m,tl)dx = /LuT(x,T) dzdr
0

0 0 t1
to L to

://Dum(a:,r)dxdT:/[Dux(L,T)—DUz(OaT)] dr

t1 0 t1
to

- —/au(O,T)dT.

t1
Quindi avremo dimostrato la tesi:

ta

Ults) — Uty) = —/au(O,T) dr <0,

t1

se dimostriamo che u > 0.

Osserviamo intanto che u > 0 all’istante iniziale. Su x = L la u non pud assumere
minimi, per il Lemma di Hopf. Se u(0,t) ¢ un minimo, per t > 0, sempre per il
Lemma di Hopf, e per la condizione al bordo prescritta, si deve avere

u(0,7) = a~ ' Du,(0,£) > 0.

Percio v ha minimi solo positivi, e percio é in effetti ovunque positiva.

3. [14/7/2008 (ex)II] Si consideri la soluzione del problema

U — Dugy =0, O<xz< L,t>0,
Du,(0,t) =0, t>0,
Duy(L,t) = —au(L,t), t>0,

u(z,0) = up(z), 0<z<L,

ove a & una costante positiva, e ug € C2([0, L]), ug > 0.
Si dimostri che

L
U(t) = /u(x,t)d:z:, >0,
0
¢ decrescente in ¢. (Si assuma per u tutta la regolarita necessaria.)

910. Trasformata di Fourier

1. [18/4/2007 (ex)I] Consideriamo le due funzioni

—r<zxz<m,

3,
f(x):{o, x & [—m, ],
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960. Trasformata di Laplace per EDO

1—|zf, —-1<z<1,
g(z) =
07 33‘%[-1,1],

Decidere quale delle due trasformate di Fourier F[f] e Flg] tende a zero piu

rapidamente quando w — oo, e calcolare tale trasformata.

SOLUZIONE

La g & C' a tratti, e quindi piti regolare della f, che non ¢ neppure continua. Ne
segue che la trasformata richiesta & quella della g.

Calcoliamo poi:

960. Trasformata di Laplace per EDO

1. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy

y +ay=0», x>0,
y(O) = Up .
Qui a # 0, b, ug sono costanti reali.

SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y, si ha

b
sY —ug+aY = —.
s

Dunque




960. Trasformata di Laplace per EDO

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

Lb)(s)Lle™**)(s) = L[b+e™"](s) .
Infine (si noti 'abuso di notazione)

y 1 — e 0%
bxe % (z) = /be*af d¢ =b—"— |
a
0

1 _ e—ail)

y(x) = uge™** + b——, x>0.
a

2. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy
' -2/ +y=3, x>0,
y(0) =1,
y'(0)=0.

SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y, si ha

Y —5—2(sY —1)+Y = g
Dunque
344
V()= o = g(s _11)2 42 = LRI()Llre](s) + £01)(5).

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

L[2](s)L[ze"](s) = L[2 * (xe®)](s).
Infine (si noti abuso di notazione)

2% (ze®)(z) = [ 2€e®dE = 2ze® + 2(1 — €%).
/

y(x) =14 2ze” +2(1 —€), x>0.

3. [11/3/2007 (hw)I] Risolvere mediante la trasformata di Laplace il pro-
blema di Cauchy
y'+ay=e", x>0,
y(0) =0,
y'(0)=0.

~— —
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960. Trasformata di Laplace per EDO

SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y, si ha

S2Y +4Y =

s+1°

Dunque
1 1

Y(s) = pan ey Lle™"](s)L {% sin(Zx)} (s).

Ricordando la proprieta della trasformata di Laplace relativa alle convoluzioni di
funzioni,

Y(s) =L {e—w « (% sin(Zx))} (s).

Infine (si noti abuso di notazione)

x

e % (% sin(2:1:)) (z) = % / e~ (=) gin(26) d¢ = %(sin(?x} — 2cos(2z) + 2¢77).
0

R.
y(z) = 1—10(5111(290) — 2cos(2x) + 2e7Y), x>0.

4. [2/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
problema

y// _ 4y/ _ 5y — 63:[,
y(0) =1,
y'(0) =—1.

SOLUZIONE

Applicando la trasformazione di Laplace all’equazione differenziale, e denotando
Y = L[y], si ha

7Y (s) = sy(0) — ' (0) — 4(sY (s) — y(0)) = 5Y (s) = L[*](s) = s i 3’
da cui , 1
Y(s)(s® —4s—5) = S_3—1—8—5-
Dunque
1 1 1
Yis) = s 3G+ DGE_5) s+l
1 1 1 1 1 1 1

_65—3s+1+65—3s—5+5+1”

Ricordando le proprieta della trasformata di Laplace,

Y(s) = —%E[e% xe T](s) + %E[e% % e5)(s) + Lle™7](s) .
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5. [18/4/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema

y" +16y =1 +sin2z,
y(0) =0,
y'(0)=3.

SOLUZIONE
Applichiamo la trasformazione di Laplace alla e.d.o. e otteniamo (denotando Y =

Lly])

1 2
2 _ ) i s
s () = sy(0) —y'(0) +16Y(s) = — + 17—,
da cui
1 1 2 1 3
S A Trpe i e S TS R T
1 1 3
= Zﬁ[sin 4x](s)L[1](s) + Zﬁ[sin 4x](s)L[sin 2z](s) + Zﬁ[sin 4x](s)
= iﬁ[sin 4a x 1)(s) + iﬁ[sin 4« sin 2x](s) + Zﬁ[sin 4z](s) .
Quindi
y(z) = 1 /sm4§d§ + 1 /sm2§sm(4x —48)d¢+ 1 sin4x .
0 0
R. 19 1 1 1
y(x) = ﬂsmél:z: - 1—6cos4x + 6~ Es1n2x.

6. [12/7/2007 (ex)I] Risolvere mediante la trasformazione di Laplace il
seguente problema

y' —my =cosx,
y(0) =,
y'(0) = 7.

SOLUZIONE
Applichiamo la trasformazione di Laplace alla e.d.o. e otteniamo (denotando Y =

Lly])

S

SV (s) = sy(0) =4/ (0) = w(sY () =(0) = 775 .

193
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da cui
T 1
Yis) = s—m  (s—m)(1+s?)

= 7wL[e™](s) + L[e™](s)L[sin z](s)

=nL[e™](s) + L[e™ * sinz]|(s) .
Quindi

y(z) =me™ + [ " @D singde.
/

R.

(CL‘) = (7T—|— L ) T 1 ( . )
= — J€ - + .
Yy 1 3 1 B COS ™ s x
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