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EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI
ING. AEROSPAZIALE
PROF. DANIELE ANDREUCCI
Prova tecnica del 12/1/2009

1. Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

up — Dy, = Cu, 0<x<g,t>0,
u(0,t) =0, t>0,
T
ux<§,t>:0, £>0),
u(x,0) = cosx, 0<3:<%,

ove D e C sono costanti positive.
Nel caso poi in cui sia D = C, si determini il limite

lim wu(z,t), O<a<=.

t—o00 2

SOLUZIONE
Cerchiamo uno sviluppo in serie di v della forma

u(z,t) = Z an(t)sin(2n + 1)z .
n=0

Per n > 0 i coefficienti o, saranno determinati dai problemi di Cauchy

ol 4+ D(2n +1)%a, = Ca,
Oén(O) =Tn>

ove pern > 1

%

4

Y = — /cosxsin(2n + Dz dx

T
0

(=) 1—(=1)n
__[ n+1 + n

)
T

mentre

jus

4 / . 2
Yo = — [ cosxsinzdr = —.
T T
0
Quindi, dalla formula risolutiva delle e.d.o. lineari del primo ordine si ha per ogni
n>0:
an(t) = Wne[C_D(2"+l)2]t, 0<t<oo.



1.2

Se D = C, vista la convergenza della serie per t > 1, e poiché i coefficienti a.,, per
n > 1, tendono a 0, con rapidita esponenziale, si ha infine

lim u(z,t) = lim o(t)sinz = ypsinzx.

t—o0 t—o0

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = Z ’yne[ch(Q"Jrl)z]t sin(2n + 1)z,
n=0

ove
Lpl4 (=)  1—(=1)"
Y e TS
us n+1 n
2
Yo = —> TL:O,
™
Segue che, se D = C,
2
lim u(z,t) = —sinz.
t—o0 T
2. Una funzione u € C?(R?) soddisfa
Ut — Cllgy = 0, in R2,
L
u(ct,t) =0, 0<t<—,
c
L
u(L,t) =0, 0<t< —,
c

ove L, ¢ sono costanti positive.
Determinare un aperto 2 di R? ove u = 0.
SOLUZIONE
Si sa che
w(,t) = flz — ct) + gla+ct).

da cui si ottiene subito, per le condizioni assegnate,

7(0) + g(2ct) =

Oa
f(L—ct)+g(L+ct)=0,

per0<t<L/c
Queste due condizioni possono essere riscritte (introducendo le nuove variabili y =
2ct e z =L — ct) come

9(y) = = f(0), 0<y<2L,
f(z)=—g2L —2), 0<z<L.

Si noti che queste uguaglianze valgono per ogni valore di y e z negli intervalli
specificati. Dunque si avra

u(w,t) = f(z—ct)+g(z+ct) = f(2) +9(y) = —g(2L —2)+g(y) = f(0) - f(0) =0,



1.3

ammesso che si possano scegliere y e z in modo che:
x—ct=2z€l0,L], x+ct=yel0,2L],
cosicché valga anche 2L — z € [0,2L]. Questo conduce a

cd<x<L+ct, —ct<x<2L—ct.

R={(z,t) |t <z <L+ct,—ct<z<2L—ct}.

3. Si considerino le soluzioni dei due problemi

Aulzo, in Ql, AUQZO, in .QQ,
ui(z,y) = arctg J , su 982, ug(z,y) = arctg Yy , su 082,
x x
ove
2 =(1,2) % (1,2), 2= (aa+1)x(1,2),
con a > 2.

Si trovino condizioni su a che implichino

wi(z1,y1) > ua(xe,y2),

per ogni (x1,y1) € 21, (x2,y2) € (2.
SOLUZIONE

Per il principio di massimo si ha che

u1(z1,y1) > minu; = min  arctg ¥ ,
o (z,y)€0 X
Y
ug(x2,y2) > maxus = max arctg—
( ’ ) 0822 (z,y)€0822 x’

per ogni (x1,y1) € {21, (x2,y2) € 2. Dunque si otterra la disuguaglianza voluta
se risultera

. Y Y
min arctg = > max arctg-=.
(z,y)€08 T (z,y)€082 x

D’altra parte, per il significato geometrico di arctgy/x, che nel primo quadrante
coincide con I'anomalia polare, si ha

: oY o L
min arc — = arc -
(z,y)€05 & x & 2’

Y 2
max arctg — = arctg —.
(z,y)€0822 x a

Poiché I'arcotangente & una funzione crescente, si dovra chiedere

2

- <
a

N =



a>4.

4. Si determinino i coefficienti dello sviluppo

:Zansin(na:), O<z<m,

ove
T
xT, O<z< 5,
flz)= -
x—, —<x<.
2
Calcolare anche
o0
Sl
n=1

SOLUZIONE
Per definizione

2 2
= —/:zrsm nx dx——/wsin(n:c)dx

s s
0

w3

™ n n

Inoltre, si sa per 'identita di Parseval che

2
> (Foen)’ = 1IFI2,

n=1

ove gy, e il sistema ortonormale

Dunque
= 2 o s
> az ;Z foen)? = ZIIFI1
R.
2 4 T
n=— 1 n+1 2) — — o
a ﬂ'n( )T ) cosny

= 2 {ﬂw + z((—1)" — cosng)} )

1.4
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5. Si trovi la soluzione del problema di Cauchy

1
—2ux+uy:a:,

1
u<8, —) =1,
s

Determinare 'aperto massimale {2 di esistenza della soluzione wu.

0<s<oo.

SOLUZIONE
A) Risolviamo il sistema delle caratteristiche al suolo

1
/
1= "3 ¥1 (0) =S,
L e
, 1
P =1, p2(0) = —.
S
La seconda equazione ¢ di immediata risoluzione, e da
wa2(T58) :7'—1-;.
Dalla prima si ha quindi
1
pr=—3,
(T + %)
da cui infine
(gpl(T;s),cpg(T;s))z — —1—25,7'—1—l , T>—l.
T+ 1 s s

Le caratteristiche al suolo sono dunque i rami di iperbole
0<y<oo,se(0,00).

1
r=——+2s,
Y
B) Risolviamo poi il problema di Cauchy per I'equazione differenziale sulle carat-
teristiche al suolo
dU 1
—— 9
dr T % +2s,
U0)=1
Si ottiene
1
—— <7< 0.
s

1
U(T;s):2ST—1n(T—|——)—1ns—|—1,
s

C) Torniamo alle coordinate cartesiane, risolvendo il sistema

+2s=ux,

_T+%
1

T+-—=y.
s
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Si ricava subito

1( +1)
s=—-(z+ —
2 Y ’
2
T=Y— T

Le condizioni da imporre sono T+ 1/s > 0, e s > 0, ossia

1
y>0, r+->0.
Y

R.
1
u(z,y) =2y —Iny —In (x—i— —) +1In2,
Y
(z,y) € 2={(z,y) |y > 0,2 +y~' > 0}.
6. Risolvere con la formula di rappresentazione per il problema nel

semipiano per I'’equazione di Laplace il problema

Au=0, x>0,y>0,
_ : Y
u(O,y)—ar081n<1+y), y >0,
uy(z,0) =0, x>0.

SOLUZIONE
Per ricondurre il problema a uno nel semipiano x > 0 occorre riflettere il dato su
x = 0 in modo pari intorno all’origine. Dunque I’estensione del dato sara

ug(y) = arcsin (1 —|f||y|) ) yeR.
R.
u(z y):i/arcsin( In ) < dn x>0,y>0
’ ™ Lt/ a2+ (y—mn)? ’ '
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1. Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

Uy — Dy, = Cu, O<w<g,t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
T
_7t): ) t 9
u<2 0 >0
u(z,0) =sinz, O<w<g,

ove D e C sono costanti positive.
Nel caso poi in cui sia D = C, si determini il limite

lim wu(z,t), O<z<—.

t—o00 2

R. La soluzione ¢ data da

u(z,t) = Z YpelC Pt cos(2n+ 1)z,

n=0

ove

n =

[1—1- (- 1- (—1)”} ,

n—+1 n

Yo =

)

ENENEE N

Segue che, se D = C,

lim u(z,t) = —cosz.
t—o0 T

2. Una funzione u € C?(R?) soddisfa
Ut — c2um =0, in R2,

L
u(ct,t) =0, 0§t§27

L
u<$,—>:0, 0<x< L,
c

ove L, ¢ sono costanti positive.
Determinare un aperto 2 di R? ove u = 0.
R.
Q={(z,t)| -L+ct<z<ct,—ct <z <2L—ct}.

1.1



1.2

3. Si considerino le soluzioni dei due problemi

A’u,lzo, ian, AUQZO, inQQ,
ui(z,y) = arctg J , su 02y, ug(x,y) = arctg Y , su 982y,
T T
ove
912(172)X(172)7 02:(172)X(a>a+1)7
con a > 2.

Si trovino condizioni su a che implichino

uy (w1, y1) < uz(w2,y2),
per ogni (z1,y1) € £21, (x2,12) € (2.

R.
a>4.

4. Si determinino i coefficienti dello sviluppo

[e.e]
f(:n):Zoznsin(nzr), O<z<m,
n=1
ove
T
xT, 0<-’1’<§,
flz) = ™
™=, 5<$<7T.

Calcolare anche

R.
4
a, = —=sinn—
mn?2 2’
o0
) _ 7
g an = —.
6
n=1

5. Si trovi la soluzione del problema di Cauchy
1
Uy + Puy =Y,

1
u(;,s):o, 0<s<o.
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Determinare ’aperto massimale {2 di esistenza della soluzione u.
R.

1
u(x,y)z:vy—ln:v—ln(y—i—;)—|—1n2—1,
(z,y) € 2= {(z,y) |2 >0,y +27" > 0}.

6. Risolvere con la formula di rappresentazione per il problema nel
semipiano per I'’equazione di Laplace il problema

Au=0, x>0,y >0,
. Y
(0, :arcsm<—>, >0,
(0, y) T y
u(z,0) =0, x>0.

o0

. n X
arcsm( ) dn, z>0,y>0.
/ L+ n|/ a? + (y —n)?

— 0o

u(‘rvy) =

3|



