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1. Trovare con il metodo di Fourier la soluzione di

utt—CQumzo, O<x<m,t>0,
w(0,8) =0, t>0,
ug(m,t) = sin(Bt) , t>0,
u(z,0) =0, O<z<m,
ug(x,0) =0, O<z<m.

Qui 8 > 0 & costante.
SOLUZIONE
Per ridurci a un problema con dati al bordo omogenei passiamo alla nuova incognita,

v(x,t) = u(z, t) — xsin(Bt),

che risolve il problema

Vit — CPUge = B sin(Bt), O<z<m,t>0,
v(0,8) =0, t>0),
Vg (m,t) =0, t>0,
v(z,0) =0, O<z<m,
ve(z,0) = —fr, O<z<m.

Cerchiamo lo sviluppo in serie

C 2n + 1
v(x,t) = Zan(:zr) sin n2—|— x.
n=0

I coefficienti v, risolvono i problemi

2n + 1\2 .
all + 2 (T) a, = Bz'yon sin(ft) ,

a,(0) =0,
a’:l(]‘) = _BVOnv
ove i
2 . 2n+1 8(—1)"
”YOn:;/:csm 5 xdx:m, n >0
0
Dunque, si ha
2 1 2 1
i (t) = ki, cos (c nt t) + ko, sin (c nt t) + zn(t),
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ove z, € una soluzione particolare della e.d.o. non omogenea. Per determinarla, se

2n+1
2

B #c (1)

si procede con la sostituzione
zn(t) = A, sin(fGt)

che conduce a )
n — 2 .
02 (Zn;rl) _ 62

Se invece oo 4 1
n
B=c—5— (2)

si procede con la sostituzione
2n(t) = Chrytsin(Gt) + By, t cos(5t) ,

che conduce a
_ 6'7071

2
Imponendo le condizioni al bordo si ha per n > 0, se vale (1),

Ono =0, Bno =

kin =0,
ka2 4 BA, = o
Se invece vale (2),
kin, =0,
k2n002n02+ ! + Bpy, = —BYon, -
R. Se o+ 1
b4

per ogni n > 0 la soluzione é

n—+1

u(z,t) = zsin(fGt) + i {kgn sin (02 2n + 1:17) ;

n=0

t) A, sin(ﬁt)} sin (

se invece per un ng > 0 vale
2n9 +1
b=~

la soluzione é

oo

u(z,t) = zsin(ft) + Z {kgn sin (62

n=0,n#ng

no . (.2 1 2 1 . (2 1
_ {702 % sin (c n02+ t) +c n02—|— *yom)tcos(ﬁt)} sin ( n02—|— x) .

n—+1

t) + A, sin(ﬂt)} sin (271 + 1x)
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Qui
o = 2" __ B*om oy = — 20(An £ 70n)
"o (@n+1)2) " CQ(MH)? g " c(2n+1)
2
2. Si consideri la soluzione del problema
Au=uzxy, in Q,
ove @ = [0,1] x [0, 1].
Si dimostri che u soddisfa
u(z,y) =u(y,x),  per ogni (z,y) € Q.
SOLUZIONE
Definiamo
v(z,y) = u(y,z).
Si noti che v risulta definita ancora in @), e che
Vaa(T,Y) = uyy(y, 7) Vyy (T,Y) = Uz (Y, T) -
Quindi
Av(z,y) =Auly,z) =yz, nQ.
Inoltre
o(a,y) = uly,z) =y* +a*,  sudQ.
Dunque w = u — v soddisfa
Aw=0, in Q,
’LU(ZZ?, y) = 07 su 8Q7
e percio w = 0 in Q per il principio di massimo. Dunque
u(z,y) =v(z,y) =ul(y,z),  perogni(z,y) € Q.
3. Si consideri la soluzione del problema
U — Dy, = —Cu, 0<zr<oo,t>0,
ux(oat)207 t>0,
u(x,0) = sin® 1z, 0<z<o0.

Qui D, C sono costanti positive.
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Si dimostri che

lim w(z,t) =0, per ogni x € R.
t—o0
SOLUZIONE
Mediante una riflessione pari intorno a x = 0, possiamo passare a studiare la

soluzione v del problema
vy — Dvg, = —Clo, —oco<zx<o0,t>0,
v(x,0) = sin®z, —o<r<oo,

poiché la restrizione di v a x > 0 coincide con u.
Introduciamo poi la nuova variabile

w(z,t) = eu(a,t),
che risolve

wy — Dwg, =0, —oco<zr<00,t>0,

w(z,0) = sin’x, —00< T <00.

Teoremi noti implicano che vale

0 = minsin®s < w(z,t) < maxsin®s =1, r€R,t>0.
sER SER

Dunque
0 <wv(x,t) =e “tw(x,t) <e

il che implica che vale la relazione di limite cercata (addirittura in modo uniforme
su R).

4. Trovare la soluzione di

Tuy +uy = (1 + y)u,
1

U(S,O) = _m >

s> 1.

Trovare anche ’aperto massimale di definizione.

SOLUZIONE

A) Troviamo le caratteristiche al suolo, risolvendo il sistema caratteristico

o1 =¢1, @1(0)=s,
90/2:17 @2(0):0
Si ottiene immediatamente
(p1(758),2(T,8)) = (se”,7), TER.

B) Si risolve quindi la e.d.o. sulle caratteristiche al suolo

U'=se"(1+1)U,
1



ottenendo per separazione delle variabili

1
U(T;S):—EGXPSGTT, TER.

C) Infine si torna alle variabili (x,y) invertendo il sistema
se’ =x, T=1y,

che da

Si noti che la restrizione s > 1 implica
Ins=Inz—-y>0,

che definisce I’aperto massimale di definizione, insieme con x > 0.
R.
1

= Y
u(z,y) L

definita in
N={(z,y)|z>0,y<lnz}.

5. Calcolare la somma della serie

00
Z(—nanﬂn + nbpa,) ,
n=1
ove
o
flz)=a®—7"=ao+ Zancosnat—l—bnsinn:z:,
n=1

e}
g(z) =" =ap+ Zan cosnx + 3, sinnw,

n=1

in L2((—7,7)).
SOLUZIONE
E noto che, essendo f € CY([—m,n]) con f(r) = f(—m), allora

o0
fl(x) =22 = Z(—nan sin na + nb, cosnx) .
n=1
In effetti b,, = 0 per ogni n > 0 perché f' & dispari (o perché f é pari).
Dunque, ricordando la definizione dei coefficienti di Fourier,

o0

Z(_”anﬁn + nbpoy) = (f's i) (g, Sﬁi)ﬂ_l )
n=1

i=1

ove {¢;}$2, indica il sistema ortonormale di Fourier.
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Per una conseguenza dell’identita di Parseval,

Z 0 (g,0i) /f z)dx = /21761(117:26”(7‘(—1)—{-267#(7'(4-1).
i=1

—T

R.
2r e (r — 1)+ e " (7 +1)].

6. Esprimere mediante la formula di rappresentazione per I'equazione del

calore la soluzione del problema

Ut — Dy, =0, O<ax<1,t>0,
up(0,1) = 0 t>0),
u(1,t) =0 t>0,
u(z,0) =sinz, 0<z<l1.

SOLUZIONE
Occorre riflettere il dato iniziale in modo dispari intorno a x = 1, e in modo pari

intorno a x = 0. Si ottiene

—sin(2 — z), 1<z <2,
() sinx, O<x<l,
ug(x) =
0 |sin x|, -1<z<0,
—sin(2 + z), —-2<z<—1.
R. )
u(z,t) = ——— [ up "7 d O<z<1,t>0,
(0) = 5y [ T e
R
ove
—sin(2 — z), l<x <2,
N sinz, 0<z<1,
@) =1 g —1<z<0

|sin |,
—sin(2 + z), —-2<z<—-1.



